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Die  vorliegende  Herausgabe  von  Plücker's  gesammelten  Abhand- 
lungen ist  der  Göüingcr  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  danken, 
deren  correspondirendes  Mitglied  Plücker  gewesen  ist.  Von  Selten  der 
Familie  wurde  die  erforderliche  Einwilligung  hierzu  auf  das  bereitwil- 
ligste ertheilt,  wofür  ihr  auch  an  dieser  Stelle  der  schuldige  Dank 
ausgedrückt  werden  möge. 

Der  erste  Theil  umfasst  die  mathematischen  Abhandlungen,  die  in 
Zeitschriften  erschienen  sind;  die  selbständig  in  Buchform  heraus- 
gekommenen Schriften  sind  jetzt  noch  käuflich  und  konnten  daher  von 
der  Gesammtausgabe  ausgeschlossen  werden.  Alles  übrige  ist  sorgfältig 
gesammelt  worden,  und  gelangt,  bis  auf  eine  Anzeige  von  Magnus' 
Aufgabensammlung  zur  Geometrie  des  Raumes,  die  nur  theilweise  auf- 
genommen ist,  vollständig  zum  Abdruck. 

Im  Plücker'schen  Nachlass  hat  sich  von  noch  ungedruckten 
Manuscripten  nur  eines  vorgefunden,  nämlich  der  Text  einer  akademi- 
schen Rede  aus  dem  Jahre  1829.  Der  vollständige  Abdruck  der  Rede 
schien  nicht  geboten ,  einzelne  Stellen  sind  in  den  Anmerkungen  zu  der 
Clebsch'schen  Gedächtnissrede  wiedergegeben. 

Massgebend  für  die  Herausgabe  der  Plücker'schen  mathematischen 
Schriften  ist  in  erster  Linie  der  historische  Gesichtspunkt  gewesen, 
nämlich  die  Erwägung,  dass  neben  Poncelet,  Möbius  und  Steiner, 
die  bereits  erschienen  sind,  neben  Grassmann,  dessen  Werke  im  Er- 
scheinen begriffen  sind,  Plücker's  Arbeiten  eine  nothwendige  Ergän- 
zung bilden,  wenn  man  sich  ein  B;ld  von  der  Entstehung  der  modernen 
Geometrie  machen  will.  Die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung, 
die  Bedeutung  der  Constantenzahl,  der  allgemeine  Coordinatenbegriff, 
insbesondere  die  Einführung  der  Linien-  und  Ebenencoordinaten,  die 
homogene  Schreibweise,  die  Benutzung  überzähliger  Coordinaten ,  der 
Zusammenhang  der  Singularitäten,  die  Liniengeometrie,  kurz  ein  grosser 
Theil  der  fundamentalen  Gedanken  und  Hülfsmittel,  auf  Grund  deren 
sich  die  moderne  Geometrie  in  analytischer  und  formentheoretischer 
Richtung  wesentlich  entwickelt  hat,  gehen  auf  Plücker  zurück.  Ja, 
wenn  wir  an  der  Wende  des  Jahrhunderts  den  Weg  überschauen,  den 
seit  den  Tagen  von  Monge  die  Geometer  gegaugen  sind,  so  müssen 


VI  Vorrede. 

wir  vielleicht  bekennen,  dass  wir  trotz  der  Genialität  eines  Steiner 
und  trotz  der  intellectuellen  Kraft  eines  Grassmann  doch  vorwiegend 
auf  den  Schultern  von  Poncelet  und  Plücker  stehen.  Erst  als  die 
Dualität  und  die  das  Unendliche  durchziehende  geometrische  Continuität 
dem  analytischen  Bewusstsein  zugänglich  geworden  war,  konnte  das 
projective  Denken  zu  derjenigen  Gestaltungskraft  und  zu  derjenigen 
Beherrschung  der  Raumgebilde  gelangen,  die  es  heute  besitzt. 

Ueber  die  Kraft  seiner  Ideen  ist  sich  Plücker  von  Anfang  an 
klar  gewesen;  er  hat  sie  lange  Jahre  hindurch  allein  vertreten  müssen, 
im  bewussten  Gegensatz  gegen  die  rein  geometrische  Richtung,  die 
damals  die  Alleinherrschaft  besass.  Dieser  Richtung  gegenüber  hat 
er  die  Tragweite  seiner  analytischen  Darstellungs-  und  Denkweise  von 
vorn  herein  mit  sicherem  Blick  erkannt;  auch  jetzt  noch  gewährt  es 
grosses  Interesse,  zu  sehen,  mit  welcher  souveränen  Kraft  er  sich  ihrer 
bediente. 

Und  doch  ist  Plücker  nicht  in  jeder  Hinsicht  ein  analytisches 
Talent  gewesen.  Seine  Stärke  bestand  nicht  in  der  Eleganz  der  Form, 
sondern  in  dem  analytischen  Operiren,  in  der  Kunst  des  analytischen 
Lesens  und  Combinirens.  Auch  er  gehört  zu  denen,  deren  wesent- 
lichste Erfolge  in  ihrer  mathematischen  Phantasie  beruhen;  was  an 
seinen  Arbeiten  in  erster  Linie  fesselt,  ist  die  Lebhaftigkeit  seiner  Ge- 
danken und  die  Leichtigkeit  der  Problemstellung,  keineswegs  deren 
rechnerische  Ausführung.  Auf  diesem  Gebiet  steht  er  vielen  seiner 
Zeitgenossen  nach;  das,  was  man  heute  unter  eleganter  Rechnung  ver- 
steht, und  was  wir  z.  B.  besonders  an  Hesse  bewundern,  war  ihm 
entweder  so  gut  wie  fremd,  oder  aber  er  hat  sich  bei  der  Schnellig- 
keit, mit  der  es  ihn  immer  wieder  zu  neuen  Problemen  zog,  nicht  die 
Zeit  genommen,  die  Ausführung  seiner  Ideen  nach  formaler  Seite  ab- 
zurunden. 

Eine  eingehendere  Würdigung  seiner  Arbeiten  ist  in  der  Ge- 
dächtnissrede von  Clebsch  vom  Jjahr  1872  enthalten,  die  aus  dem 
15.  Bande  der  Göttinger  Abhandlungen  hier  abgedruckt  worden  ist. 

Citate  und  Anmerkungen  unter  dem  Text,  die  von  dem  Herausgeber 
herrühren,  sind  in  eckige  Klammern  eingeschlossen  worden. 

Den  Herren  Professor  F.  Klein,  Professor  Dr.  Budde  in  Berlin 
und  Director  Dr.  Dronke  in  Trier  sagt  der  Herausgeber  auch  an  dieser 
Stelle  ganz  besondern  Dank  für  die  freundlichen  Bemühungen,  denen 
sie   sich  im  Interesse  dieser  Ausgabe  bereitwilligst  unterzogen  haben. 

Göttingen,  im  Mai  1895. 

A.  Schoenflies. 
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Zum  Gedächtnis*  an  Julius  Plucker 

von 
Alfred  Clebech. 

Wenn  man  im  wissenschaftlichen  wie  im  politischen  Leben  der 
Volker  Epochen  verschiedenartiger  Thätigkeit  unterscheidet,  so  darf 
für  die  Entwicklung  der  deutschen  Mathematik  das  Jahr  1826  als  be- 
sonders abgrenzend  und  Epoche  machend  bezeichnet  werden.  Ueber- 
blicken  wir  die  Jahrzehnte,  welche  diesem  Jahre  vorangehen,  so  finden 
wir  in  Deutschland  Gauss,  in  wissenschaftlichem  Verkehr  meist  mit 
Astronomen,  eigentlich  mathematischen  Verkehrs  entbehrend;  wir  finden 
Pf  äff,  dessen  schöne  Untersuchungen  über  partielle  Differentialglei- 
chungen ihm  ein  dauerndes  Andenken  sichern.  Aber  gegenüber  der 
zahlreichen  Theilnahme  mannigfacher  Kräfte,  welche  die  Mathematik 
in  Frankreich  fand,  sehen  wir  in  Deutschland  nur  die  Schule  der 
Oombinatoriker,  deren  Ziele  von  unsern  gegenwärtigen   weit  abliegen. 

Wie  diese  Verhältnisse  sich  vom  Jahre  1826  an  plötzlich  ändern, 
wie  von  da  ab  man  eine  wirkliche  Entwicklung  der  Mathematik  in 
Deutschland  in  stets  sich  erweiternden  Kreisen  verfolgen  kann,  gehört 
zu  den  bemerkenswerthesten  Erscheinungen,  welche  die  Geschichte  der 
Wissenschaften  zeigt.  Und  nicht  allein  nach  einer  einzigen  Richtung 
entstand  urplötzlich  ein  neues  Leben.  Einerseits  entwickelte  Jacobi 
neue  und  fundamentale  Gesichtspunkte  für  die  analytischen  Functionen. 
Die  wetteifernde  Thätigkeit  von  Jacobi  und  von  Abel,  der  durch 
das  zu  gleicher  Zeit  neu  gegründete  Crelle'sche  Journal  zu  den  deut- 
schen Mathematikern  in  engste  Beziehung  trat,  führte  bald  zu  Per- 
spectiven von  unendlicher  Ausdehnung,  an  deren  Ausfüllung  noch  lange 
Reihen  von  Geschlechtern  zu  arbeiten  haben  werden.  Um  dieselbe 
Zeit  kündeten  Dirichlet's  erste  Arbeiten  über  Aufgaben  der  Zahlen- 
theorie jene  scharfsinnige  Strenge  der  Methoden  an,  welche  für  die 
Functionentheorie  in  anderm  Sinne  fundamental  werden  sollten.  Zu- 
gleich aber  erstanden  in  Möbius,  Steiner  und  Plücker  drei  Geo- 
meter  von  grösster  Bedeutung  und  innerster  Originalität,  welche,  auf 
verschiedenen    Wegen   fortschreitend,    sich    in    wesentlichen  Gesichts- 
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punkten  vereinigten,  und  welchen  man  grossentheils  die  gegenwärtige 
Gestalt  unserer  geometrischen  Anschauungen  verdankt. 

Als  ein  bedeutendes  und  für  die  weitere  Entwicklung  folgenreiches 
Moment  darf  wohl  hervorgehoben  werden,  dass  hiermit  sogleich  zwei 
Richtungen  gegeben  waren,  deren  Gegensatz,  mehr  oder  weniger  aus- 
geprägt, alle  Epochen  mathematischer  Forschung  begleitet,  und  welche 
man  als  die  abstracte  und  die  anschauungsmässige  Richtung  bezeich- 
nen darf.  Beide  zusammen  umfassen  erst  in  Verein  und  Ergänzung 
das  Ganze  mathematischer  Forschung,  und  es  vermag  keine  von  beiden 
auf  die  Dauer  ohne  schwere  Schädigung  ihres  eigensten  Wesens  die 
Begleitung  und  den  Einfluss  der  andern  zu  entbehren. 

Es  wird  im  Folgenden  meine  Aufgabe  sein,  die  Thätigkeit  des 
letztgenannten  Geometers,  welcher  der  königlichen  Gesellschaft  seit 
1864  als  Correspondent  angehörte,  so  weit  es  hier  möglich  ist,  darzu- 
legen, und  im  Vergleich  mit  den  Leistungen  Mitstrebender  zu  erläu- 
tern wie  zu  begrenzen.  Hierbei  wird  es  von  selbst  nothwendig  werden, 
die  Geschichte  der  Geometrie  in  den  letzten  50  Jahren  nach  einigen 
Richtungen  hin  zu  verfolgen;  ein  Umstand,  der  ebensowohl  das  erhöhte 
Interesse  als  die  Schwierigkeiten  kennzeichnet,  welche  den  nachfolgen- 
den Versuch  begleiten.  Doch  scheint  es  um  so  wünschenswerther, 
diese  Verhältnisse  im  Sinne  einer  correcten  historischen  Auffassung 
darzulegen,  als  leider  noch  immer  nicht  überall  das  Bestreben  erloschen 
scheint,  Prioritäten  im  Sinne  und  der  Denkungsweise  vergangener 
Zeiten  zu  reclamiren  und  zu  bestreiten.  Für  denjenigen,  welcher  die 
Geschichte  der  Wissenschaft  ruhig  betrachtet,  giebt  es  nicht  leicht 
etwas  Unerquicklicheres  und  Zweckloseres.  Können  wir  doch  täglich 
sehen,  wie  die  Keime  wissenschaftlicher  Entdeckungen  zu  gewissen 
Zeiten  überall  liegen  und  an  den  verschiedensten  Orten  gleichzeitig 
aufgehen.  Dasselbe  Resultat  der  Forschung  ergiebt  sich  den  verschie- 
densten Forschern  zur  nämlichen  Zeit,  sobald  es  im  Sinne  der  Wissen- 
schaft liegt;  und  wenn  es  sich  darum  handelt,  genau  festzustellen,  wer 
eine  Entdeckung  zuerst  ausgesprochen,  wer  sie  später  wiederholt  hat, 
so  ist  das  oft  eine  willkürliche  Bevorzugung  rein  zufälliger  Momente 
—  von  den  sonst  wohl  geläufigen  Beschuldigungen  des  Plagiats  ganz 
zu  schweigen.  Die  Geschichte  der  Wissenschaft  hat  vielmehr  die  Auf- 
gabe, den  Gedanken  nachzuspüren,  welche  gemeinschaftlich  in  Gene- 
rationen sich  entwickeln,  und  die  allgemeinen  Processe  darzulegen,  für 
welche  die  Entdeckungen  des  Einzelnen  mehr  die  Symptome  als  die 
treibenden  Ursachen  darstellen.  Bei  einer  solchen  Auffassung  wird 
man  weniger  oft  Gelegenheit  haben,  davon  zu  sprechen,  dass  eine  Ent- 
deckung ihrer  Zeit  vorausgeeilt  sei,  oder  dass  eine  einzelne  Persönlich- 
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keit  einer  Zeit  ausschliesslich  das  Gepräge  ihres  Geistes  aufgedrückt 
habe ;  aber  dafür  nimmt  das  Ganze  der  Wissenschaft  einen  organischen 
Charakter  an.  Im  Einzelnen  freilich  bleibt  immerhin  zu  untersuchen, 
in  wie  weit  nahezu  gleichzeitige  Erscheinungen  ursächlich  auf  einander 
gewirkt  haben;  nur  darf  man  die  Zeitfolge  mit  der  ursächlichen  Ein- 
wirkung nicht  schlechthin  verwechseln. 

Julius  Plücker  wurde  am  16.  Juni  1801  zu  Elberfeld  geboren. 
Er  erhielt  seine  Vorbildung  auf  dem  Gymnasium  zu  Düsseldorf,  be- 
suchte dann  die  Universitäten  Bonn,  Heidelberg,  Berlin,  und  hielt  sich 
zum  Schluss  seiner  Studien  1823 — 24  in  Paris  auf.  Nach  Deutsch- 
land zurückgekehrt,  habilitirte  er  sich  1826  als  Privatdocent  für  Mathe- 
matik an  der  Universität  Bonn,  und  begann  hier  sofort  jene  bewun- 
derungswürdige Thätigkeit,  welche  für  die  Entwicklung  der  gesammten 
Geometrie  so  fruchtbar  geworden  ist.  Bald  wurde  ihm  eine  ausser- 
ordentliche Professur  in  Bonn  (1828)  zu  Theil.  Er  verliess  dieselbe, 
um  in  Berlin  am  Friedrich -Wilhelms -Gymnasium  zu  wirken  (1833) 
—  nur  auf  kurze  Zeit,  denn  schon  (1834)  erfolgte  seine  Berufung  als 
ordentlicher  Professor  nach  Halle.  Von  Halle  kehrte  er  1836  in  gleicher 
Eigenschaft  nach  Bonn  zurück ,  und  hier  begann  sich  eine  Wandlung  zu 
vollziehen,  durch  welche  Plücker  eine  sehr  eigenthümliche  Stellung  in 
der  Wissenschaft  einnimmt.  Einem  an  der  Universität  entstandenen  Be- 
dürfnisse Folge  leistend,  übernahm  er  neben  seiner  mathematischen 
Professur  physikalische  Vorlesungen,  und  es  wurde  ihm,  zunächst  pro- 
visorisch, sodann  definitiv,  auch  die  Professur  der  Physik  übertragen. 
Noch  bis  1840  fuhr  Plücker  fort,  unermüdlich  geometrisch  zu  arbeiten. 
Nach  einer  bei  einem  so  rastlosen  Geiste  auffallenden  Pause  erschien 
erst  wieder  1846  ein  Zeichen  seiner  Thätigkeit,  mit  welchem  zunächst 
seüie  Beschäftigung  mit  der  Geometrie  abschloss.  Von  da  an  gehörte 
er  durchaus  der  Physik  an  und  arbeitete  in  derselben  mit  ähnlicher 
Kraft  und  Frische,  wie  früher  in  der  Geometrie.  Erst  in  den  letzten 
Jahren  seines  Lebens  wandte  er  sich  wieder  derjenigen  Wissenschaft 
zu,  die  den  Bestrebungen  seiner  Jüngern  Jahre  so  mannigfache  Fort- 
schritte verdankte.  In  der  Ausführung  eines  Werkes  begriffen,  welches 
der  geometrischen  Anschauung  principiell  ein  neues  und  ausgedehntes 
Gebiet  eröffnete,  starb  er  am  22.  Mai  1868. 

Ehe  ich  zur  genaueren  Besprechung  von  Plücker's  geometrischen 
Leistungen  übergehe,  mag  es  mir  vergönnt  sein,  auch  seine  physika- 
lische Thätigkeit  mit  wenigen  Worten  zu  berühren.  Ein  Blick  auf 
diese  scheinbar  heterogene  Seite  seines  Wirkens  führt  auch  manche 
Klärung  in  der  Auffassung  seiner  geometrischen  Richtung  herbei,  und 
bietet  Gelegenheit  zu  interessanten  Vergleichen. 
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Es  war  vorzugsweise  in  England,  wo  Plücker's  physikalische 
Thätigkeit  Anerkennung  fand*).  In  der  That  erkennt  man  leicht,  dass 
die  Art  seiner  Forschung  derjenigen  vorzugsweise  nahe  stand,  welche 
Faraday  und  die  sich  ihm  anschliessenden  englischen  Physiker  übten,  und 
man  darf  wohl  nicht  mit  Unrecht  Faraday,  dem  Plücker  in  der  Zeit 
seiner  physikalischen  Thätigkeit  durch  mannigfache  Beziehungen  ver- 
bunden war,  auch  als  sein  Vorbild  betrachten.  Wie  die  Untersuchungen 
Farad ay's  sind  auch  die  Plücker* s  wesentlich  qualitativer  Natur. 
Nicht  sowohl  die  genauere  numerische  Bestimmung  einzelner  Vorgänge, 
als  die  Mannigfaltigkeit  der  Erscheinungen  überhaupt  war  es,  welche 
ihn  interessirte.  Mit  rastlosem  Eifer  und  scharfem  Blicke  ausgerüstet, 
vermochte  er  manche  neue  Erscheinungsclassen  zu  erfassen,  und  wandte 
er  sich  mit  Vorliebe  noch  völlig  unerforschten  Gebieten  zu.  So  wird 
der  Diamagnetismus,  der  Magnetismus  der  Ery  stalle,  die  Entladung 
der  Electricität  im  luftverdünnten  Räume,  die  Spectralanalyse  der  Gase 
mit  seinem  Namen  verknüpft  bleiben. 

Es  ist  vielfach  auffallend  gewesen,  dass  Plücker,  ursprünglich 
von  der  Mathematik  ausgehend,  in  der  Physik  nicht  gleichfalls  die 
mathematische  Seite  angebaut  hat.  In  der  That  hat  er  die  Physik 
wesentlich  von  ihrer  experimentellen  Seite  erfasst,  und  ist  in  keiner 
Weise  das  gewesen,  was  man  einen  mathematischen  Physiker  nennt. 
In  einer  Zeit,  wo  die  Fortschritte,  welche  aus  der  Anwendung  mole- 
kular-physikalischer Hypothesen  in  den  verschiedensten  Zweigen  der 
mathematischen  Physik  hervorgegangen,  noch  in  frischem  Andenken 
standen,  blieben  ihm  molekular-theoretische  Ansichten  überhaupt  fremd. 
Der  Analyse  bediente  er  sich  nur,  um  das  Gestaltliche  der  physikali- 
schen Verhältnisse  rein  hervorheben  und  einfach  mit  Bekanntem  in 
Zusammenhang  bringen  zu  können;  eine  Anwendung  der  Mathematik 
auf  physikalische  Gegenstände,  welche,  förderlich  und  interessant,  wie 
sie  ist,  gänzlich  fern  liegt  den  Versuchen  der  mathematischen  Specu- 
lation,  physikalische  Disciplinen  von  einfachen  Hypothesen  ausgehend 
durch  reine  Analyse  aprioristisch  zu  begründen. 

Wenn  man  tiefer  in  das  Wesen  von  Plücker's  Thätigkeit  ein- 
dringt, so  ersieht  man,  dass  das  Besondere  seines  physikalischen  Stre- 
bens  mit  den  Eigenthümlichkeiten  seines  mathematischen  Schaffens  auf 
eine  gemeinsame  Quelle  zurückführt.  Plücker  war  eine  wesentlich 
und  eminent  produetive  Natur.  Seine  ganze  Denkweise,  mehr  produ- 
cirend  als  analysirend,  gewährte  ihm  die  volle  Freude  an  dem  Keich- 


*)  Wie  überhaupt  gerade  in  England  Plücker's  Leistungen  hochgeschätzt 
wurden,  beweist  die  im  Jahre  1867  erfolgte  Verleihung  der  Copley-Medaille. 
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thum  neuer  Gestalten  und  Gebilde,  welche  die  Fruchtbarkeit  seiner 
Phantasie  unerschöpflich  ihm  zuführte.  Und  wie  die  Freude  an  der 
Gestalt  im  höheren  Sinne  es  ist,  welche  den  Geometer  macht,  so  war 
sie  auch  die  Quelle  seiner  physikalischen  Untersuchungen.  Die  ganze 
Art  seiner  Arbeiten  in  Physik  und  Mathematik  war  hierdurch  zu  einer 
bestimmten  Weise  gedrängt,  welche  umsomehr  hervorgehoben  werden 
mag,  als  sie  nicht  nur  für  Plücker,  sondern  für  eine  ganze  grosse 
und  wichtige  Seite  wissenschaftlicher  Forschung  charakteristisch  ist. 
Es  kann  die  Forschung  von  bestimmten  Problemen  ausgehen,  deren 
Wichtigkeit  sie  erkannt  hat,  deren  Lösung  mit  allen  Kräften  mehr 
oder  weniger  direct  angestrebt  wird.  Aber  ebenso  berechtigt  ist  die 
andere  Art  der  Forschung,  welche  sich  nur  das  Gebiet  ihrer  Thätig- 
keit  wählt,  in  diesem  aber  freie  Umschau  hält,  und  entgegengesetzt 
der  ersten,  nach  Problemen  späht,  deren  Lösung  sich  ermögliche. 
Ueber  den  relativen  Werth  dieser  Forschungsmethoden  werden  ver- 
schiedene Individualitäten  immer  verschiedener  Ansicht  sein.  Wenn 
die  erstere  zu  grösserer  Vertiefung  führen  kann,  so  ist  sie  auch  der 
Unfruchtbarkeit  nur  zu  leicht  ausgesetzt.  Der  andern  schuldet  man 
Dank  für  die  Erwerbung  grosser  und  neuer  Gebiete;  wobei  denn  im 
Einzelnen  Vieles  der  erstem  Methode  zu  ergründen  und  zu  begrenzen 
verbleiben  mag.  Nach  dem  Obigen  wird  man  leicht  einsehen,  dass  es 
die  zweite  Weise  der  Forschung  war,  welche  Plücker  consequent  und 
mit  Bewusstsein  übte,  welcher  er  den  Umfang  und  die  Mannigfaltig- 
keit seiner  Resultate  verdankt. 

Man  kann  nicht  verkennen,  dass  diese  Art  seiner  geistigen  An- 
lage und  Richtung  zugleich  die  Grösse  wie  die  Begrenzung  auch  seiner 
geometrischen  Thätigkeit  begründet.  Keiner,  selbst  der  ihm  in  vieler 
Beziehung  verwandte  Steiner,  ist  reicher  an  Anregungen,  an  neuen 
Gesichtspunkten,  an  bisher  unbekannten  Gegenständen  und  Hülfsmitteln 
der  geometrischen  Speculation.  Die  Fülle  seiner  neuen  Anschauungen 
und  Erfahrungen  drängte  ihn  sofort  zu  ausführlichen  Darlegungen,  wo- 
von sechs  grössere  geometrische  Werke  Zeugniss  ablegen.  Aber  nicht 
immer  vermochte  er  die  sich  ihm  aufdrängende  Fluth  von  Erschei- 
nungen völlig  zu  beherrschen;  und  so  machen  häufig  die  kurzen  und 
knappen  Darlegungen,  durch  welche  er  in  Journalen  gelegentlich  dem 
Publikum  den  Kern  seiner  Entdeckungen  bekannt  machte,  einen  orga- 
nischeren und  fertigeren  Eindruck  als  jene  grossen  und  ausführlichen 
Werke.  So  verführte  ihn  die  Leichtigkeit  seiner  Production  bisweilen 
zu  Irrthümern,  welche  nur  der  ungeschehen  wünschen  kann,  der  nicht 
die  ihnen  mit  den  grössten  Vorzügen  gemeinsame  Quelle  erkennt;  Irr- 
thümer,  welche  ohnedies  der  Verlauf  der  Wissenschaft  niemals  verfehlt, 
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bald  zu  berichtigen.  Wer,  wie  ich  selbst,  Gelegenheit  hatte,  Plücker 
während  reger  geometrischer  Production  zu  kennen  und  an  der  Ent- 
wicklung seiner  Ideen  Theil  nehmen  zu  dürfen,  erstaunte  über  den 
Reichthum  und  die  Mannigfaltigkeit  derselben.  Man  wird  sich  nicht 
wundern  dürfen,  wenn  sie  auch  ihm  bisweilen  zu  mächtig  wurden, 
und  die  gleichsam  durch  Intuition  schnell  erworbenen  Resultate  in 
einigen  einzelnen  Fällen  die  Probe  der  ruhigen  Untersuchung  nicht 
bestanden. 

In  genauem  Zusammenhange  hiermit  steht  der  Umstand,  dass 
Plücker  die  gleichzeitige  Literatur  verhältnissmässig  wenig  berück- 
sichtigte. So  konnte  es  in  einzelnen  Fällen  geschehen,  dass  ihm 
Untersuchungen  Anderer,  welche  zu  den  seinigen  in  Beziehung  standen, 
unbekannt  blieben,  und  dass  er  zuweilen  von  neuem  fand  und  als  das 
seinige  betrachtete,  was  Andere  vor  ihm  bereits  ausgesprochen  hatten. 
Er  durfte  sich  damit  trösten,  dass  öfter  das  entgegengesetzte  geschah, 
und  andre  Geometer  sich  Entdeckungen  zuschrieben,  welche  Plücker 
längst  vor  ihnen  gemacht. 

Die  Darstellung  von  Plücker's  geometrischer  Thätigkeit  bietet 
einen  Vorzug,  welcher  bei  Nekrologen  nur  selten  auftritt.  Der  grösste 
Theil  seines  geometrischen  Wirkens  gehört  bereits  der  Geschichte  an 
und  hat  reichlich  Frucht  getragen,  an  der  man  Stamm  und  Wurzel 
erkennen  mag.  Bereits  ein  Vierteljahrhundert  ist  verflossen,  seitdem 
vor  der  entschiedenen  Wendung  zur  Physik  seine  letzte  Arbeit  erschien. 
Nur  die  verhältnissmässig  kurze  Zeit,  in  welcher  er  der  Geometrie 
sich  abermals  zuwandte,  ist  uns  ganz  nahe  gerückt;  und  auch  für 
diese  Thätigkeit  liegen  die  Keime  in  den  Untersuchungen  der  frühern 
Periode. 

Freilich  bedingt  der  erwähnte  Umstand  einen  zweiten,  um  dessen 
willen  Plücker' s  Arbeiten  nicht  mehr  soviel  gelesen  werden,  als  sie 
nach  Inhalt  und  Methode  es  verdienen.  Die  analytische  Gestalt,  in 
welcher  seine  Untersuchungen  auftreten,  besitzt  oft  noch  nicht  jene 
der  Natur  der  algebraischen  Probleme  angepasste  elegante  Form,  an 
welche  wir,  insbesondere  seit  Hesse,  gewöhnt  sind.  Plücker's  Rech- 
nungen tragen  zum  Theil  auffallend  den  Stempel  des  blossen  Hülfs- 
mittels  für  die  Darlegung  geometrischer  Verhältnisse.  Dass  die 
algebraischen  Zusammenhänge  für  sich  ein  inneres  Interesse  haben, 
und  eine  adäquate  Darstellung  erfordern,  konnte  erst  einer  Generation 
zum  Bewusstsein  gelangen,  welche  sich  der  grossen theils  von  Plücker 
selbst  neu  erworbenen  Gebilde  und  Methoden  gewohnheitsmässig  be- 
diente. 

Aber   es    kann   andrerseits    nicht   genug    hervorgehoben   werden, 
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welche  Verdienste  Plücker  sich  dadurch  erworben  hat,  dass  er  zuerst 
ein  specifisch  geometrisches  Gebiet,  und  zwar  eines,  welches  vollständig 
der  synthetischen  Richtung  der  Geometrie  anzugehören  schien,  con- 
sequent  in  ein  analytisches  Gewand  zu  kleiden  unternahm.  Es  wurde 
hierdurch  sowohl  der  Grund  für  die  classischen  Untersuchungen  von 
Hesse  gelegt,  wie  für  die  ganze  Disciplin  der  neuern  Algebra,  und 
die  weitverzweigten  geometrisch-algebraischen  Untersuchungen,  welche 
damit  in  Zusammenhang  stehen.  Für  die  Zeit,  in  welcher  Plücker 
mit  seinen  Arbeiten  hervortrat,  war  es  ausserdem  ein  wesentliches 
Moment,  dass  gewisse  Begriffe,  deren  die  synthetische  Geometrie  sich 
noch  nicht  vollständig  hatte  bemächtigen  können,  in  analytischem  Ge- 
wände zuerst  völlig  deutlich  zu  machen  waren.  Ich  rechne  dahin  den 
Begriff  der  allgemeinen  Curven  und  Oberflächen,  welcher  auf  rein  syn- 
thetischem Wege  erst  viel  später  durch  Grassmann's  tiefsinnige 
Arbeiten  erschlossen  wurde  *).  Dahin  rechne  ich  ferner  das  Imaginäre, 
welches  in  einer  gewissen  mysteriösen  Weise  in  der  Geometrie  sich 
unaufhörlich  bemerken  liess,  und  erst  in  der  Identität  der  syntheti- 
schen Grundoperationen  mit  gewissen  einfachen  algebraischen  Verfah- 
rungsweisen  auf  eine  einfache  und  nothwendige  Art  Erklärung  seines 
Auftretens  und  seiner  Stellung  fand**).  Auch  dieses  wurde  erst  viel 
später,  durch  v.  Staudt,  der  rein  synthetischen  Methode  in  strenger 
Weise  zugänglich  gemacht. 

Indem  sich  die  analytische  Geometrie  auf  solche  Weise  mit  einem 
wirklichen  und  aus  der  Natur  ihres  Wesens  entspringenden  Inhalte 
erfüllte,  hat  sie  sich  schliesslich  als  Fundament  auch  anderer,  schein- 
bar ganz  heterogener  Gebiete  enthüllt,  und  damit  eine  immer  grössere 
Bedeutung  für  die  Gesammtheit  der  mathematischen  Disciplinen  er- 
halten. Es  war  einer  neueren  Entwicklung  die  Einsicht  vorbehalten, 
dass  schliesslich  die  algebraischen  Functionen  die  einzigen  völlig  be- 
griffenen sind,  alle  wichtigen  übrigens  betrachteten  Functionen  dem 
Boden  der  Algebra  entspriessen,  und  dass  selbst  die  Ab  ersehen  Func- 
tionen nur  Ausflüsse  der  Betrachtungen  sind,  auf  welche  die  Unter- 
suchung der  algebraischen  Curve  geführt  hat.  — 

Wie  im  Eingange  die  mathematischen  Zustände   in  Deutschland 

*)  Leider  sind  die  schönen  Arbeiten  dieses  höchst  bedeutenden  Geonieters 
noch  immer  wenig  gekannt,  was  wohl  hauptsächlich  dem  Umstände  zuzuschreiben  ist., 
dass  in  der  Darstellung  Grassmann's  diese  geometrischen  Resultate  als  Corol- 
lare  viel  allgemeiner  und  sehr  abstracter  Untersuchungen  auftreten,  die  in  ihrer 
ungewöhnlichen  Form  dem  Leser  nicht  unerhebliche  Schwierigkeiten  bereiten. 

**)  Man  vergleiche  die  Auseinandersetzung,  welche  Plücker  in  der  Vorrede 
des  zweiten  Bandes  der  „Analytisch-geometrischen  Entwicklungen"  gegeben  hat. 
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in  den  ersten  Decennien  dieses  Jahrhunderts  geschildert  wurden,  war 
der  Anschluss  geometrischer  Forschung  an  die  Untersuchungen   fran- 
zösischer Mathematiker  mit  Notwendigkeit  gegeben.     Wir  müssen  in 
unserer   Darstellung   hier    der    Verständlichkeit   wegen    etwas    weiter 
zurückgreifen.     Bei  der  Wiederbelebung  geometrischer  Speculation  im 
16.  Jahrhundert  waren  es  zunächst  die  Alten,  an  welche  man  wieder 
anknüpfte;   und   es    bedurfte    einiger  Zeit,    ehe    man  im  Stande   war, 
nach   geometrischer  Seite  über   sie  hinauszugehen.     Von  Einzelheiten 
abgesehen,  waren  es  vor  Allen  Desargues  und  Pascal,  deren   geo- 
metrische Arbeiten  eine  neue  und   selbstständige  Wendung  anzeigten, 
eine  Wendung,  welche  zu  der  heutigen  Form   der  synthetischen  Geo- 
metrie zu  führen  bestimmt  war.    Die  Grundlagen  dieser  Untersuchungen 
waren  zwar  den  spätem  Epochen  der  antiken  Geometrie   nicht  durch- 
aus   fremd,   hatten   aber  doch  im  Alterthume   eine  entschiedene    und 
principielle  selbstständige  Entwicklung  nicht  finden  können.    Das  Ende 
des  17.  und  der  grössere  Theil  des  18.  Jahrhunderts  hatte  andre  Auf- 
gaben  zu   lösen,    welche   diese    Zeit  vollauf   beschäftigten.     Denn    es 
war  zunächst  das   rein  Technische  der  Cartesischen  analytischen  Geo- 
metrie zu   entwickeln-,   sodann  aber   trat   neben   der  Differential-   und 
Integralrechnung  die  Entwicklung  der  Medianik  in  den  Vordergrund, 
welcher  in  jener  Zeit  grossentheils  die  Rolle  der  anschauungsmässigen 
Mathematik  zufiel,   die  in  andern  Epochen  durch  geometrische  Specu- 
lation  vertreten    wurde.      Aber    am   Ende    des   vorigen   Jahrhunderts 
finden  wir  Carnot  unmittelbar  an  jene   altern  Geometer  anknüpfend. 
Bei  ihm  tritt  das  Bestreben,  Lagenverhältnisse  allein  zu  betrachten  und 
alles  Metrische  auszuscheiden,  noch  nicht  so  rein  hervor,   wie  später 
bei  Poncelet  und  Andern,    ein  Bestreben,  welches  endlich  zur  Auf- 
lösung des  Metrischen  in  projective  Begriffe  führen  sollte ;  doch  erkennt 
man  leicht  den  halb  unbewussten  Zug,   welcher  demjenigen  entgegen- 
treibt, was  wir  heute   unter  projectivischer  Geometrie  verstehen;   ein 
Name,    der  besser  als  die  nur  auf  die  Form  der  Darstellung  bezüg- 
lichen Namen  der  synthetischen  und  der  analytischen  Geometrie   das 
Wesen  der  Sache  und  den  Gesichtspunkt   bezeichnet,    unter  welchem 
thatsächlich  diese  beiden  früher  gesonderten  Disciplinen  sich  vereinigt 
haben. 

Auf  die  weitere  Entwicklung  der  Geometrie  hat  niemand  mehr 
Einfluss  gehabt,  als  Monge.  Er  verstand  es,  geometrisches  Interesse 
überhaupt  in  weitern  Kreisen  zu  wecken;  seine  Untersuchungen  über 
die  Anwendung  der  Geometrie  auf  Gegenstände  der  Analysis  zeigten 
die  Fruchtbarkeit  dieser  lange  vernachlässigten  Disciplin  auch  bezüg- 
lich scheinbar  ganz  heterogener  Gebiete.     Seine  Schüler,  ganz  erfüllt 
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von  wahrhaft  geometrischem  Sinne,  vermochten  es;  die  neuen  Gedanken 
in  principieller  Weise  zu  erlassen  und  umzugestalten.  Während  ein 
Theil  derselben  sich  in  Monge* s  Sinne  der  Anwendung  der  Analysis 
auf  gewisse  metrische  Probleme  zuwandte,  verfolgten  andere  rein  pro- 
jectivische  Betrachtungen.  Aus  diesen  sollte  sich  jener  Charakter  des 
Organischen  entwickeln,  welcher  die  neuere  Geometrie  auszeichnet  und 
sie  als  so  ganz  verschieden  von  der  Geometrie  der  Alten  erscheinen  lässt.1) 

Es  war  Poncelet*),  welcher  zuerst  eine  projectivische  Geometrie 
schuf,  welche  der  jetzigen  Gestalt  der  Geometrie  sehr  nahe  kommt. 
Bei  ihm  treten  die  reinen  Lagenverhältnisse  als  solche  deutlich  her- 
vor; ein  grosses  und  für  die  Gestaltung  der  Wissenschaft  fundamen- 
tales Princip,  das  der  Dualität,  wurde  von  Poncelet  und  Gergonne, 
in  Wetteifer  und  Streit,  gegründet,  beleuchtet  und  seinem  wahren 
Ausdrucke  entgegengeführt.  Ueberhaupt  finden  sich  bei  Poncelet 
schon  die  meisten  derjenigen  Momente  vor,  welche  später  zu  den  prin- 
cipiellen  Grundlagen  der  Geometrie  gemacht  wurden,  nur  nicht  schon 
als  Principien  hervorgehoben;  so  der  Begriff  des  Doppelverhältnisses, 
der  Verwandtschaft.  Selbst  eine  höhere  Verwandtschaft,  die  quadra- 
tische, findet  sich  schon  bei  diesem  ausgezeichneten  Geometer  angedeutet, 
wenn  auch  ohne  Bewusstsein  des  allgemeinen  gedanklichen  Inhalts 
(Traite  des  proprietes  projectives,  erste  Ausgabe,   1822,  p.  198,  n.  370). 

Die  Ideen,  welche  Plücker  in  seiner  ersten  grössern  Schrift 
(Analytisch -geometrische  Entwicklungen,  1.  Theil,  1828,  dem  Datum 
der  Vorrede  nach  im  September  1827  beendet)  entwickelt,  knüpfen 
seiner  eigenen  Angabe  nach  an  die  eleganten  Methoden  an,  vermöge 
deren  Gergonne  (Band  VII  seiner  Annalen)  die  bekannten  Berührungs- 
aufgaben der  Kreise  behandelt  hatte.*)  Aus  Gergonne' s  Methoden 
entsprang  Plücker's  neues  Hülfsmittel,  welches  er  zunächst  für  die 
Behandlung  linearer  Gleichungen  als  neues  Princip  einführte,  die  MeUwde 
der  abgekürzten  Bezeichnung.  Er  behandelte  mit  Hülfe  derselben  in 
dem  erwähnten  Bande  die  Theorie  der  geraden  Linie,  des  Kreises  und 
der  Kegelschnitte. 

Diese  Methode,  soweit  sie  in  dem  genannten  ersten  Plücker'- 
schen  Werke  entwickelt  ist,  wurde  fast  gleichzeitig  von  Bobillier 
gefunden  und  dargestellt.**)3)    (Gergonne,  Annales  Bd.  18,  1827 — 28, 


*)  Traite  des  proprie'te's  projectives  des  Figures  1822;  sur  la  the*orie  des  sur- 
faces  r&iproques,  Gergonne,  Annales  VIII,  1817—18,  Crelle,  Bd.  IV,  1829; 
sur  les  centres  moyennes  harmoniques,  Crelle,  Bd.  III,  1828,  etc. 

**)  Hiernach  sind  Angaben  von  Bertrand  (Sur  les  travaux  inath.  et  phys. 
de  M.  Plücker,  Journal  dea  Savants.  S.  271,  18G7)  und  Paul  Serret  (Vorrede 
zu  seiner  Geometrie  de  directum,  S.  XV—  XVI,  1869)  zu  berichtigen. 

Plücker,  Werke.  L  b 
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p.  320),  ein  Umstand,  durch  welchen  ihre  Zeitgemässheit  hinlänglich 
gekennzeichnet  wird.  Auch  dieser  talentvolle  junge  Geometer  scheint 
die  Absicht  gehabt  zu  haben,  die  Methode  weiter  zu  entwickeln,  woran 
ein  frühzeitiger  Tod  ihn  verhinderte.  Dagegen  konnte  Plücker  an 
der  allmähligen  Ausdehnung  und  Erweiterung  der  Methode  arbeiten 
und  dieselbe  auch  als  Grundlage  für  die  Behandlung  mannigfacher 
höherer  Probleme  benutzen.  Auf  diese  Weise  entstand  jenes  eigen- 
thümliche  Verfahren,  die  Gleichung  eines  Gebildes  aus  abgekürzten 
Ausdrücken  zusammenzusetzen  und  dann  in  dieser  Form  der  Gleichung 
zu  lesen,  wovon  Plücker  unter  anderm  in  der  Theorie  der  Curven 
dritter  Ordnung  so  schöne  Anwendungen  gegeben  hat.  Diese  Methode, 
welche  übrigens  mit  der  weiterhin  zu  besprechenden  Methode  der  Con- 
stantenabzählung  aufs  Genaueste  zusammenhängt,  ist  jetzt  längst  Ge- 
meingut aller  Geometer  geworden,  und  man  hat  alle  Ursache  sich 
ihres  Urhebers  mit  Dank  zu  erinnern. 

Um  die  Zeit,  in  welcher  der  erste  Band  der  „Analytisch-geome- 
trischen Entwicklungen"  erschien,  wurde  Plücker  in  den  Streit  von 
Gergonne  und  Poncelet  über  das  Princip  der  Dualität  verwickelt, 
was  ihm  Veranlassung  zur  Klärung  dieser  fundamentalen  Verhältnisse 
und  zur  Entdeckung  eines  der  wichtigsten  Hülfsmittel  der  analytischen 
Geometrie  wurde. 

Die  Theorie  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
führte  Poncelet  zu  einer  Methode,  vermöge  deren  aus  gewissen  Classen 
von  Sätzen  in  der  Ebene  immer  andere,  parallele,  abgeleitet  werden 
konnten,  indem  man  nur  in  dem  Ausdrucke  der  ersten  Sätze  gewisse 
ein  für  alle  mal  feststehende  Vertauschungen  vornahm.  Es  beruhte 
dies  darauf,  dass  durch  den  Kegelschnitt  selbst  jedem  Punkte  eine  Ge- 
rade und  umgekehrt  zugeordnet  war.  Hatte  man  nun  einen  Satz, 
welcher  rein  auf  Lagenverhältnisse  Bezügliches  aussagte,  und  dessen 
Ausdruck  sich  daher  in  eine  Form  fassen  Hess,  bei  welchem  nur  vom 
Schneiden  gerader  Linien  und  vom  Verbinden  von  Punkten  die  Rede 
war,  so  folgte  von  selbst  ein  zweiter,  bei  welchem  dem  erstem  gegen- 
über nur  immer  Punkt  und  Gerade,  Schnittpunkt  und  Verbindungs- 
linie vertauscht  waren. 

In  gleicher  Weise  erlaubte  für  den  Raum  die  Theorie  von  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  aus  Sätzen 
über  die  Lage  andre  abzuleiten,  indem  man  Punkt  mit  Ebene,  die 
Verbindungslinie  zweier  Punkte  mit  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen, 
den  Schnittpunkt  dreier  Ebenen  mit  der  Verbindungsebene  dreier  Punkte 
vertauschte. 

Gergonne  fasste  den  hierdurch  festgelegten  Gegensatz  zwischen 
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Punkt  und  Gerade  in  der  Ebene,  so  wie  den  entsprechenden  zwischen 
Punkt  und  Ebene  im  Räume  mehr  an  und  für  sich  ins  Auge,  und 
versuchte  denselben  unabhängig  von  der  Einführung  des  Kegelschnittes 
hinzustellen,  durch  welchen  bei  Poncelet  dieser  Gegensatz  vermittelt 
wurde.  Aber  hierbei  verflüchtigte  sich  in  etwas  die  feste  Begründung 
des  Principe  und  es  erschien  fast  als  ein  geheimnissvolles,  freilich  sehr 
umfassendes,  philosophisches  Axiom,  was  früher  ein  fruchtbarer  Satz 
aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
gewesen  war. 

Es  gelang  Plücker,  dieses  Princip  in  einer  Weise  zu  begründen, 
bei  welcher  nur  nothwendige  Elemente  benutzt  wurden,  und  eine  wirk- 
liche Einsicht  in  das  Wesen  der  Sache  erreicht  ward.     Dies  geschah, 
indem  er  von  vorn  herein  Punkt  und  Gerade  als  gleichberechtigte  Grund- 
elemente  der  Geometrie  der  Ebene,  Punkt  und  Ebene  als  gleichberechtigte 
Grundelemente  der  Geometrie  des  Raumes  betrachtete;  ein  fundamentaler 
und   weittragender   Gedanke,   bei  welchem   zum  ersten  Male  von  der 
gewohnheitsmässigen  Vorstellung  des  Punktes  als  einzig  denkbaren  Grund- 
elements  räumlicher   Gebilde   Umgang   genommen    wurde.     Plücker 
untersuchte  nun,  welche  Bestimmungsstücke  zweckmässiger  Weise  als 
Coordinaten  der  Geraden  in  der  Ebene  und  der  Ebene  im  Baume  ein- 
geführt werden   mussten.     Nachdem    dieser   Begriff  festgestellt   war, 
zeigte  sich  das  Poncelet- Gergonne'sche  Princip  als   selbstverständ- 
lich in  dem  einen  Umstände  enthalten,  dass  die  Bedingung  der  ver- 
einigten Lage  von  Punkt  und  Gerade  in  der  Ebene,  sowie  für  Punkt 
und  Ebene  im  Räume  eine  für  die  Coordinaten  der  jedesmal  auftreten- 
den beiden  Gebilde  symmetrische  Gestalt  hat. 

Von  diesem  Ausgangspunkte  aus  nahm  nun  die  Geometrie  völlig 
jenen  dualen  Charakter  an,  welchen  Gergonne  ihr  mit  Vorliebe  vin- 
dicirt  hatte.  Gergonne' s  Begriff  der  Classe  fand  in  der  Gleichung 
einer  Curve  in  Liniencoordinaten,  einer  Fläche  in  Ebenencoordinaten 
seinen  realen  Ausdruck;  die  Darstellung  des  Punktes  als  einer  Art 
▼on  Curven,  bez.  Flächen,  die  Darstellung  einer  Raumcurve  als  einer 
Art  von  Flachen,  welche  den  abwickelbaren  dualistisch  gegenüber  trat, 
eröflhete  einen  Spielraum  für  neue  Ideen  und  ist  der  geometrischen 
Gesammtanschauung  höchst  förderlich  geworden. 

Die  besondere  Art,  in  welcher  Poncelet  jeden  Punkt  einer  Ebene 
einer  gewissen  Geraden  mittelst  eines  Kegelschnitts  zugeordnet  hatte, 
konnte  Plücker  durch  eine  allgemeinere  ersetzen,  welche  wir  heute 
ab  reciproke  lineare  Verwandtschaft  bezeichnen.  Auch  diese  freilich 
erschien  ihm,  wie  er  im  zweiten  Bande  der  „Entwicklungen"  erwähnt, 
als  sehr  besonderer  Fall  einer  höchst  allgemeinen  Verwandtschaft  mit 
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sehr  willkürlichem  Wechsel  des  Raumelements.  Es  können  nach  diesei 
vermöge  einer  „aequatio  directrix"  den  Punkten  der  Ebene  Curven  be- 
liebiger Ordnung  entsprechen  (analytisch -geometrische  Entwicklunger 
Bd.  2  p.  251),  eine  Vorstellung,  an  welche  erst  in  neuester  Zeit  wiedei 
angeknüpft  ist.4) 

Ich  habe  diese  Untersuchungen,  welche  den  Zeitraum  von  1827 — 3C 
umfassen  (die  Vorrede  des  zweiten  Bandes  der  „Entwicklungen"  ist 
vom  Herbst  1830  datirt),  dargestellt,  wie  sie  bei  Plücker  entstanden 
sind,  ohne  darauf  einzugehen,  dass  Möbius  einen  Theil  derselben 
bereits  in  seinem  „Barycentrischen  Calcul"  (1827)  anticipirt  hatte.  In 
diesem  niemals  genug  zu  bewundernden  Werke,  in  welchem  eine  grosse 
Anzahl  von  Fundamentalbegriffen  der  Geometrie  zuerst  ausgesprochen 
waren*),  hatte  Möbius  die  Collineation  wie  die  reciproke  lineare 
Verwandtschaft  bereits  vollständig  behandelt;  und  indem  ihn  die  letztere 
auf  das  Princip  der  Dualität  führt,  beweist  er  dasselbe  genau  wie  später 
Plücker  durch  die  Symmetrie  der  Gleichung,  welche  die  vereinigte 
Lage  dualistisch  entgegengesetzter  Elemente  angiebt  (Baryc.  Calcul 
p.  436).  Es  fehlt  bei  Möbius  nur  der  Begriff  der  Linien-  bez.  Ebenen- 
coordinaten,  so  dass  die  Beweisführung  minder  durchsichtig  wird.  Es 
scheint,  dass  Möbius'  Werk  Plücker  nicht  so  bald  bekannt  wurde 
oder  wenigstens,  dass  es  nicht  unmittelbar  auf  ihn  wirkte.  Vielleicht 
darf  man  es  der  anspruchslosen  Form  zuschreiben,  in  welcher  Möbius 
seine  tiefen  und  neuen  Gedanken  veröffentlichte,  dass  ihr  Inhalt  und 
ihre  Bedeutung  gewöhnlich  erst  erfasst  wurde,  wenn  andre  Geometei 
der  Reihe  nach  auf  die  von  Möbius  behandelten  Momente  durch  die 
zwingende  Notwendigkeit  des  natürlichen  Fortschritts  der  Wissenschaft 
geführt  wurden.  So  sind  einige  der  Möbius'schen  Grundgedanken 
zugleich  die  von  Steiner's  geometrischen  Gestalten  (1832),  und  drangen 
von  dort  aus,  wo  sie  mehr  organisch  und  systematisch  fortentwickelt 
waren,  in  weitere  Kreise  hinüber;  noch  mehr  wurden  sie  allgemein 
erfasst,  als  später  Chasles  in  seinem  Aperfu  historique  (1837)  die- 
selben Begriffe  nochmals  aufstellte,  auf  die  er,  der  deutschen  Sprache 
unkundig,  aufs  neue  selbstständig  gekommen  war.  Anderes,  wie  ins- 
besondere den  Begriff  der  rationalen  Curven  und  Flächen,  seiner  Be- 
deutung nach  zu  erkeimen,  blieb  der  neuesten  Zeit  vorbehalten. 

Der  einzige  Fall,  in  welchem  Plücker  auf  eine  höhere  Verwandt- 


*)  Ich  führe  nur  an :  die  principielle  Einführung  der  Doppelvcrhilltnisse,  die 
homogenen  Coordinaten,  den  Begriff  der  Verwandtschaften,  die  Betrachtung  von 
Curven  und  Flächen,  deren  Coordinaten  rational  durch  Parameter  ausdrückbar 
sind  etc. 
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schaft  einging,  war  derjenige,  den  wir  jetzt  als  quadratische  bezeichnen, 
und  deren  bereits  oben  bei  Erwähnung  Poncelet's  gedacht  wurde. 
Auch  hier  zeigt  sich  wieder,  wie  wichtigere  Untersuchungen  so  häufig 
von  Verschiedenen  gleichzeitig  begonnen  werden.  Auf  die  kurzen  Be- 
merkungen Plücker's  (Crelle's  Journal  Bd.  5,  1829)  bezieht  sich 
der  ihm  persönlich  befreundete  Magnus,  als  er  im  8.  Bande  von 
Crelle's  Journal  (1831)  den  Gegenstand,  auf  welchen  auch  er  selbst- 
ständig  geführt  war,  ausführlich  behandelte ;  wie  denn  eigentlich 
Magnus  wohl  als  Begründer  dieser  analytischen  Theorie  bezeichnet 
werden  darf.  Zugleich  beschäftigte  sich  Steiner  mit  dem  Gegen- 
stande, wie  aus  einer  Keclamation  dieses  grossen  Geoineters  hervor- 
geht, welcher  sich  reich  genug  hätte  fühlen  können,  um  dergleichen 
doch  schliesslich  müssige  Kämpfe  um  Prioritäten  entbehren  zu  dürfen 
(vgl  das  Ende  der  Vorrede  zu  seinen  „Systematischen  Entwicklungen", 
1832).  Unter  diese  Verwandtschaft  fällt  auch  als  besonderer  Fall  die 
von  Möbius  später  ausführlich  und  aus  andern  Gesichtspunkten  be- 
handelte Kreisverwandtschaft,  die  Plücker  im  11.  Bande  von  Crelle's 
Journal  (p.  219,  1834,  datirt  von  1831)  erwähnt  hatte.  Bei  Magnus 
linden  sich  übrigens  bereits  Ansätze  zu  einer  allgemeineren  Auffas- 
sung des  eindeutigen  Entsprechens  zweier  Ebenen,  als  deren  Fort- 
setzung später  die  schönen  Arbeiten  Cremona's  erscheinen,  welche 
die  Frage  in  allgemeinster  Weise  erledigten. 

Zugleich  mit  den  Liniencoordinaten  führte  Plücker  ein  anderes 
flülftmittel  in  die  Geometrie  ein,  dessen  Anwendung  ebenso  folgenreich 
wurde.  Es  waren  dieses  die  sogenannten  Dreiecks-  (bez.  Tetraeder-) 
Coordinate*  (Crelle's  Journal  Bd.  5,  1829).  Mit  Hülfe  dieser  Coor- 
dinaten  konnte  Plücker  unter  Benutzung  des  Fundamentaltheorems 
der  homogenen  Functionen  insbesondere  den  Gleichungen  der  Tangente 
^d  des  Berührungspunktes  ihre  endgültige  Form  geben;  mit  ihrer 
Hülfe  entwickelte  er  aufs  einfachste  die  Eigenschaften  der  Polaren*). 
Auch  hier  kann  man  wieder  Möbius  als  denjenigen  bezeichnen,  wel- 
ker den  neuen  Begriff  zuerst,  und  zwar  vor  Plücker,  gehabt  hat. 
Denn  Möbius'  barycentrische  Coordinaten  (deren  später  Grass  mann, 
Hamilton  und  Andere  sich  bedient  haben)  sind  im  Grunde  keine 
^dern;  nur  wird  durch  die  aus  der  Mechanik  geschöpfte  Art  der  Ent- 
stehung der  Begriff  etwas  verdeckt,  und  Anwendungen  im  Sinne  der 

*)  Der  Begriff  der  Polaren  der  verschiedenen  Ordnungen  findet  sich  wohl 
werst,  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Y-Axe  als  Pol,  bei  Cr  am  er  (1760), 
der  sie  Diameter  nennt,  wie  Newton  bezüglich  der  linearen  Polare  gethan  hatte; 
die  Bezeichnung  der  ganzen  Reihe  als  erste,  zweite  etc.  Polare  stammt  von  Bo- 
billier  her  (Gergonne,  Annalen  Bd.  18  und  19). 
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• 

Theorie  homogener  Functionen  treten  bei  Möbius  wesentlich  deswegei 
nicht  ein,  weil  bei  ihm  nicht  die  Gleichung  der  Curve,  sondern  dn 
Darstellung  der  Coordinaten  durch  einen  Parameter  die  Grundvorstel 
lung  bildet. 

Der  Zusammenhang,  welcher  durch  die  Einführung  dieser  Coor 
dinaten  zwischen  der  Theorie  der  algebraischen  Curven  und  der  Theori« 
der  homogenen  Functionen  hergestellt  war,  ist  von  Plücker  nich 
über  die  nächsten  Anwendungen  hin  ausgebeutet  worden.  Erst  Hess« 
that  diejenigen  Schritte,  welche  zu  der  jetzigen  neuern  Algebra  hin 
überleiteten,  und  die  Theorie  der  algebraisch-geometrischen  Gebilde  al 
ein  Capitel  dieser  Disciplin  erscheinen  Hessen.  Uebrigens  bedient  siel 
auch  Hesse  noch  vielfach,  wie  Plücker  meistens,  nur  des  besonder] 
Falles  homogener  Coordinaten,  in  welchem  zwei  der  Veränderliche] 
die  gewöhnlichen  Coordinaten  bedeuten,  die  dritte  aber  den  Werth 
darstellt. 

Ein  Gegenstand,  welcher  bereits  in  den  „Analytisch-geometrischei 
Entwicklungen",  wenn  auch  nur  beiläufig,  behandelt  wurde,  ist  da 
sogenannte  Cramer'sclie  Paradoxon.  In  dem  ausgezeichneten  Werfe 
Cramer's  (Introduction  ä  l'analyse  des  lignes  courbes  algebriques 
1750),  welches  neben  andern  sehr  bemerkenswerthen  Untersuchungei 
zum  Beispiel  auch  die  erste  eingehende  Discussion  höherer  singulare 
Puukte  einer  Curve  enthält*),  findet  man  auch  eine  genauere  Besprechunj 
eines  auffallenden  ümstandes,  welcher  bezüglich  der  Durchschnitts 
punkte  zweier  algebraischer  Curven  eintritt.  Wenn  von  den  Durch 
schnittspunkten  solcher  Curven  eine  gewisse  Zahl  bestimmt  ist,  so  is 
der  Rest  damit  von  selbst  bestimmt,  ohne  dass  umgekehrt  die  Curve] 
selbst  durch  diese  Punkte  bestimmt  wären.  Diese  Erscheinung  wa 
schon  Euler  aufgefallen,  welcher  sie  1748  in  einem  kleinen  Aufsatz« 
besprach,  der  indessen  Cr  am  er  unbekannt  geblieben  zu  sein  scheinl 
Es  dauerte  einige  Zeit,  bis  dieses  sogenannte  Paradoxon  seiner  wahre] 
Bedeutung  nach,  nämlich  als  Quelle  von  Sätzen,  erkannt  wurde.  Lam< 
gab  in  Bezug  darauf  den  besondern  Satz,  dass  durch  die  n*  Schnitt 
punkte  zweier  Curven  ntor  Ordnung  sich  unendlich  viele  solcher  Curvei 
legen  lassen,  und  begründete  damit  den  Begriff  des  Curvenbüschel 
(Examen  des  differentes  methodes  employees  pour  resoudre  les  pre 
blemes  de  gäometrie,  1818).  Allgemeiner  schon  ist  der  von  Ger 
gönne  (Annales  Bd.  17,  1827)  gegebene  Satz,  nach  welchem  von  de] 


*)  So  findet  sich  bei  Cr  am  er  schon  die  später  von  Puiseux  gegeben 
Regel,  nach  welcher  man  diejenigen  Gliedergruppen  der  Curvengleichung  bildel 
welche  in  einem  singalären  Punkte  von  gleicher  Ordnung  werden  können. 


Zum  Gedächtniss  an  Julius  Plücker.  XXIII 

Schnittpunkten  zweier  Curven  (p  +  </)tor  Ordnung,  sobald  eine  gewisse 
Zahl  auf  einer  Curve  jpt6r  Ordnung  liegt,  der  Rest  auf  einer  Curve  qieT 
Ordnung  liegen  muss.     Weitere  Sätze,  die  schliesslich  den  ganzen  In- 
halt des  Paradoxons  darlegten,  wurden   erst  möglich,  indem  man  die 
eine  Curve,  als  beweglich,  der  andern,  fest  gegebenen,  gegenüberstellte. 
Diesen  Schritt  that   Plücker  schon  im  ersten  Bande  der  analytisch- 
geometrischen  Entwicklungen  (vgl.  auch  Gergonne's  Annalen,  Bd.  19, 
1828—29).     Er  gab  an,   wie  viele  Punkte  man  auf  einer  Curve   an- 
nehmen müsse,  so  dass  durch  dieselben  Curven  der  gleichen  Ordnung 
gelegt  werden  können;  die  Zahl  derselben  ist  unendlich  gross,  und  alle 
schneiden  die  gegebene  noch  in  lauter  weitern  gemeinschaftlichen  festen 
Punkten.     Auch  führte  Plücker  bereits  aus,  wie  dieser  Satz  sich  auf 
Flächenbüschel   und  Flächenbündel    überträgt   (Gergonne's    Annalen 
Bd.  19),  Gebilde,  deren  Begriff  durch  Lame's  oben  angeführte  Schrift 
gegeben  war.     Eine  Ausdehnung  dieser  Sätze   auf  Curven  und  Ober- 
flachen ungleicher  Ordnung  gab  Jacobi   in  Crelle's  Journal  Bd.  15, 
1836,  merkwürdiger  Weise    ohne  Cramer,  Gergonne,   Plücker   zu 
nennen;  Jacobi  citirt  nur  Euler.    Nach  Plücker's  Angabe  (Theorie 
der  algebraischen  Curven)  gelangte  mit  Jacobi's  Abhandlung  zugleich 
in  die  Hände   Crelle's  der  Aufsatz,  in  welchem  Plücker   dieselben 
Gegenstände  behandelt,  und  welcher  etwas  später  (Bd.  16)  erschienen 
ist*).    Ueber  diese  Abhandlung  hinausgehend  gab  umfassendere  Sätze 
über  das  Verhalten  der  Curven  in  der  Ebene  Plücker  in  der  „Theorie 
der  algebraischen    Curven"   (1839),   und    endlich   Cayley,   Cambridge 
Math.  Journal  Bd.  3,  1843,  womit  die  algebraische  Seite  dieser  Unter- 
suchung als  abgeschlossen  betrachtet  werden  konnte.    Neue  und  über- 
raschende Gesichtspunkte  für  die  Frage  ergaben  sich  in  neuester  Zeit, 
als  es  sich  zeigte,  dass  diese  Sätze  über  ebene  Curven  nur  andre  Aus- 
dnicksformen  des  Abel' selten  Theorems  seien. 

Unter  den  schönen  besondern  Anwendungen,  welche  Plücker  aus 
den  Sätzen  über  Schnittpunktssysteme  gezogen  hat,  erwähne  ich  nur 
eine,  welche  später  von  mehreren  Geomet'ern  wieder  gemacht  ist,  ohne 
dass  man  Plücker's  Priorität  gekannt  hätte.  Sie  betrifft  den  merk- 
würdigen und  höchst  unmittelbaren  Beweis  des  Pascarschen  Satzes, 
W  welchem  der  Kegelschnitt  mit  der  Pascalschen  Linie  als  Curve 
dritter  Ordnung  betrachtet  wird,  während  das  einbeschriebene  Sechseck 
die  Stelle  zweier  solcher  Curven  vertritt  (Analytisch-geometrische  Ent- 
wicklungen Bd.  1  p.  267,  Note). 

*)  Diese  Abhandlang  Plücker' s  enthält  eine  Unrichtigkeit,  welche  von 
Jacobi  vermieden  ist,  und  welche  Plücker  in  seiner  „Geometrie  des  Baumes*1 
(1846)  berichtigte. 
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Ich  habe  schon  erwähnt,  dass  Crainer  zuerst  die  singulären 
Punkte  der  algebraischen  Curven  genauer  untersucht  hat.  Die  Betrach- 
tung der  Singularitäten  im  Sinne  der  neuern  Geometrie  rührt  von 
Poncelet  her.  Dieser  zeigte,  dass  die  Classe  Je  einer  Curve  wter  Ord- 
nung, welche  Gergonne  seltsamer  Weise  für  identisch  mit  ihrer  Ord- 
nung gehalten  hatte,  im  Allgemeinen  gleich  n(n —  1)  sei;  und  es  ergab 
sich  hieraus  ein  Paradoxon,  dessen  Lösung  erst  durch  die  Theorie  der 
einfachen  Singularitäten  möglich  wurde.  Wegen  des  Princips  der 
Dualität  würde  die  Ordnung  n  aus  der  Classe  Je  ebenso  gebildet  werden 
müssen,  wie  umgekehrt  Je  aus  n.  Wollte  man  aber  die  Ordnung  der 
Curve  aus  der  angegebenen  Grösse  von  Je  bilden,  so  würde  man  nicht 
wieder  zu  n  zurückgelangen,  sondern  eine  viel  grössere  Zahl  erhalten. 
Daher  mussten  Momente  vorhanden  sein,  welche  bei  diesen  Operatio- 
nen Erniedrigungen  herbeiführten.  Schon  Poncelet  erkannte,  dass 
ein  Doppelpunkt  die  Classe  um  zwei,  ein  Rückkehrpunkt  sie  um 
wenigstens  drei,  ein  j?-facher  Punkt  mit  lauter  verschiedeneu  Tangenten 

sie  um   -         •-      Einheiten  erniedrige.    Hier  war  es  nun,  wo  Plücker 

eingriff.  Indem  er  einerseits  die  Zahl  der  Wendepunkte  direct  be- 
stimmte, den  Einfluss  der  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  berücksichtigte 
und  endlich  das  Princip  der  Dualität  auf  die  erhaltenen  Resultate  an- 
wandte, wurde  er  auf  die  berühmten  Formeln  für  die  Singularitäten 
der  Curven  geführt,  welche  seinen  Namen  führen,  und  welche  das 
Poncelet'sche  Paradoxon  vollständig  erledigen;  Formeln,  welche  bereits 
im  Jahre  1854  Steiner  als  die  „bekannten"  citiren  konnte,  ohne 
jedoch  Plücker' s  Namen  dabei  irgendwie  zu  erwähnen.  Plücker 
theilte  seine  Formeln  zuerst  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  12  (Solution 
d'une  question  fondamentale  coucernant  la  theorie  generale  des  courbes, 
1834)  mit;  eine  weitere  Ausführung  und  volle  Darlegung  der  Theorie 
gab  er  in  der  „Theorie  der  algebraischen  Curven^,  1839. 

Bei  der  Beurtheilung  der  besondern  singulären  Punkte  und  Tan- 
genten, auf  deren  Berücksichtigung  man  sich  zunächst  beschränken 
durfte,  spielt  das  Princip  der  Dualität  eine  hervorragende  Rolle.  So 
wie  Ordnung  und  Classe  einer  ebenen  Curve,  so  stehen  Doppelpunkte 
und  Doppeltangenten,  Rückkehrpunkte  und  Wendetangenten  dem  Begriffe 
nach  dualistisch  einander  gegenüber.  Es  zeigt  sich,  dass  diese  vier 
einfachsten  Singularitäten  ein  abgeschlossenes  System  bilden,  insofern 
man  alle  höhern  Singularitäten  zunächst  ausschliessen  und  sich  auf 
das  Studium  von  Curven  beschränken  kann,  welche  keine  höheren  Sin- 
gulari täten  enthalten.  Diese  selbst  aber  auszuschliessen  ist  unmöglich; 
denn  ausser  den  Kegelschnitten  giebt  es  keine    algebraischen  Curven 
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ohne  ltöhere  Singularitäten,  welche  zugleich  der  genannten  völlig  ent- 
behrten. 

Auf  die  so  umgrenzte  Gattung  von  Curven  bezieht  sich  Plücker's 
Untersuchung.  Indem  er,  wie  erwähnt,  aus  der  Ordnung,  der  Zahl  der 
Doppelpunkte  und  der  Zahl  der  Rückkehrpunkte  die  Classe  und  die 
Anzahl  der  Wendetangenten  direct  bestimmte,  erhielt  er  durch  das 
Princip  der  Dualität  eine  letzte  Gleichung,  und  mit  ihr  eine  indirecte 
Bestimmung  für  die  Zahl  der  Doppeltangenten. 

Es  scheint,  dass  Jacobi  Plücker's  aus  dem  Principe  der  Dua- 
.  litat  geschöpften  Beweis  nicht  für  hinreichend  strenge  hielt.  Er  be- 
stimmte daher  nochmals  mittelst  einer  ausführlichen  Untersuchung 
direct  sowohl  die  Zahl  der  Doppeltangenten,  wie  die  der  Wendetangenten, 
übrigens  nur  für  Curven  ohne  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  (Cr eile 
Bd.  40, 1850).  Indess  hatte  Cayley  eine  directe  Ableitung  dieser  Be- 
stimmung bereits  1847  gegeben  (Crelle's  Journal  Bd.  34\ 

Es  darf  wohl  hier  gleich  der  Folgerungen  gedacht  werden,  welche 
später  von  Cayley  bezüglich  der  Raumcurven  aus  Plücker's  Glei- 
chungen gezogen  wurden.  Es  ist  ferner  an  die  merkwürdige  Gestalt 
zu  erinnern,  welche  den  Gleichungen  Plücker's  durch  Verbindung 
der  geometrischen  Untersuchungen  mit  der  Theorie  der  Ab  einsehen 
Functionen  gegeben  werden  konnten,  indem  man  als  neue  Singularität 
das  Geschlecht  der  Owrve  hinzufügte.  Durch  den  von  Cayley  eingeführten 
Begriff  der  Aequivalenz  höherer  singulärer  Elemente  mit  einer  gewissen 
Anzahl  von  niedern  scheint  der  Anwendung  dieser  Formeln  ein  wei- 
teres grosses  Gebiet  erworben  zu  sein.  In  einzelnen  Fällen  war  eine 
solche  Aequivalenz  Poncelet  und  Plücker  schon  bekannt;  die  Unter- 
suchungen nach  dieser  Richtung  sind  indessen  auch  jetzt  noch  keines- 
wegs als  abgeschlossen  zu  betrachten.  Dasselbe  gilt  von  dem  durch 
Salmon  und  Cayley  in  Angriff  genommenen  Probleme,  ähnliche  For- 
meln für  Flächen  aufzusuchen-,  eine  Untersuchimg,  welche  bei  der  Aus- 
dehnung und  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  und  bei  den  täglich  sich 
noch  mehrenden  Erfahrungen  die  Geometer  wohl  noch  lange  beschäf- 
tigen wird. 

Ehe  Plücker  zu  einer  vollständigen  Entwicklung  des  Zusammen- 
hanges der  Singularitäten  gelangte,  hatte  er  die  Wendepunkte  der 
Curven  dritter  Ordnung  und  die  Theorie  dieser  Curven  überhaupt  aus- 
fthrlich  behandelt,  und  die  betreffenden  Untersuchungen  in  seinem 
»System  der  analytischen  Geometrie",  1835,  niedergelegt.  Insbesondere 
erscheinen  dabei  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  als  der 
vollständige  Durchschnitt  der  gegebenen  Curve  mit  einer  zweiten  von 
gleicher  Ordnung.  Die  allgemeine  Untersuchung  der  Wendepunkte  konnte 
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Plücker  auch  noch  später  nicht  so  weit  führen,  dass  das  System  dei 
Wendepunkte  als  Schnittpunktssystem  der  Curve  nior  Ordnung  mit  eine: 
Curve  3  (w  —  2)lcr  Ordnung  rein  hervortrat ;  ein  Resultat,  welches  zu  H  e  s  s  e's 
schönsten  Entdeckungen  gehört  und  den  Namen  Hesse's  mit  eine: 
der  wichtigsten  Covarianten  der  ebenen  Curven  verknüpft  hat.  Da 
gegen  entwickelte  Plücker  in  der  nähern  Untersuchung  der  Curvei 
dritter  Ordnung,  indem  er  zuerst  die  Zahl  9  ihrer  Wendepunkte  an 
geben  konnte,  aus  dem  schon  von  Maclaurin  gefundenen  Satze,  nacl 
welchem  auf  der  Verbindungslinie  zweier  Wendepunkte  immer  nocl 
ein  dritter  liegt,  den  Begriff  der  12  Wendepunktslinien.  Er  konnte 
zeigen,  dass  von  den  Wendepunkten  einer  reellen  Curve  dritter  Ord 
nung  stets  drei  und  nicht  mehr  als  drei  reell  sind;  was  später  durci 
Möbius  aus  reinen  Lagenbetrachtungen  aufs  neue  abgeleitet  wurde 
(Abh.  der  kgl.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  Bd.  1,  1852).  Dagegen  warei 
Plücker  die  vier  Dreiecke  noch  unbekannt,  zu  welchen  diese  Gerader 
sich  gruppiren.  Indem  Hesse  diese  fand  (Crelle's  Journ.  Bd.  28, 
1844),  vermochte  derselbe  die  wahre  algebraische  Natur  des  Problems 
zu  erschliessen.  Es  zeigte  sich  der  wunderbare  Charakter  jener  Classe 
algebraisch  lösbarer  Gleichungen  9.  Grades,  welche  Hesse's  Namei 
führen,  und  für  welche  die  Wendepunkte  das  erste  Beispiel  bilden 
Für  dieses  besondere  Problem  gab  Hesse  Form  und  Eigenschafteu 
der  zu  lösenden  Hülfsgleichungen  an.  Den  Fortschritten  der  von  Syl- 
vester, Cayley  und  Salmon  geschaffenen  neuem  Algebra,  und  zwai 
insbesondere  den  schönen  Entdeckungen  Aronhold's,  war  es  vor- 
behalten, alle  zu  lösenden  Gleichungen  wirklich  zu  bilden,  und  damit 
das  Problem  zu  erledigen. 

Die  Untersuchungen,  welche  Plücker  in  seinem  „System  der 
analytischen  Geometrie"  ausserdem  bezüglich  der  Curven  dritter  Ord- 
nung anstellt,  enthalten  eine  Fülle  einzelner  Resultate,  wie  z.  B.  be- 
züglich der  sechspunktig  berührenden  Kegelschnitte;  insbesondere  aber 
eine  Discussion  der  Gestalten  der  Curven  dritter  Ordnung.  Diese  Unter- 
suchung wird  mit  Hülfe  principieller  Anwendung  der  Methode  der 
abgekürzten  Bezeichnung  in  höchst  geistreicher  Weise  geführt.  Aber 
es  scheint,  dass  das  von  Plücker  gewählte  Eintheilungsprincip  kein 
glückliches  war,  insofern  dabei  die  Zahl  der  zu  unterscheidenden  Ge- 
stalten sehr  gross  wird  (219),  und  sich  dieselben  nicht  übersichtlich 
gruppiren.  Es  ist  vorzüglich  die  Betrachtung  der  Asymptoten,  welche 
hier  bei  Plücker,  wie  bei  den  älteren  Geometern  (Newton,  Euler, 
Cramer)  in  den  Vordergrund  tritt.  Aber  bei  Plücker* s  Eintheiluug 
wird  die  Sache  dadurch  noch  verwickelter  gemacht,  dass  die  Lage  der- 
jenigen Geraden  mit  in   Betracht  gezogen   wird,   auf  der  nach  einem 
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Satze  von  Poncelet  die  Asymptoten  die  Curve  noch  schneiden.  Eine 
übersichtliche  und  einfache  Gruppirung,  welche  im  Wesentlichen  mit 
Newton's  ZurückfÜhrung  der  Gestalten  auf  Projectionen  von  fünf 
Parabeln  zurückkommt,  gab  Salmon  in  seinem  „Treatise  on  higher 
plane  curves"  1852,  eine  aus  der  Natur  einfacher  Lagenverhältnisse 
entspringende  Ableitung  dieser  Eintheilung  Möbius  in  der  schon  an- 
geführten Schrift  aus  demselben  Jahre. 

Der  Untersuchung  der  Asymptoten  von  Curven  ist  auch  ein  grosser 
Theil  der  „Theorie  der  algebraischen  Curven",  1839,  gewidmet,  wie 
Plücker  denn  schon  im  ersten  Bande  von  Liouville's  Journal  (1836) 
die  Aufzählung  der  Arten  von  Curven  4.  Ordnung  nach  der  Natur 
ihrer  unendlichen  Aeste  gegeben  hatte.  Für  die  heute  vorherrschende 
Auffassung  ist  wichtiger  die  Eintheilung  der  Curven  4.  Ordnung  nach 
den  bei  ihnen  möglichen  Singularitäten,  welche  Plücker  in  dem  ge- 
nannten grössern  Werke  ebenfalls  gab.  Indem  er  ferner  seine  Formeln 
auf  die  Curven  4.  Ordnung  anwandte,  konnte  er  zuerst  die  Zahl  (28) 
der  Doppeltangenten  angeben,  welche  eine  Curve  4.  Ordnung  ohne 
singulare  Punkte  besitzt;  und  er  erläuterte  dieselben  durch  ein  höchst 
glücklich  gewähltes  Beispiel,  in  welchem  sie  sämmtlich  reell  sein 
können.  Er  war  weniger  glücklich  in  der  weitern  Untersuchung  der 
gegenseitigen  Lage  der  Doppeltangenten,  über  welche  er,  auf  eine  irrige 
Interpretation  einer  Gleichungsform  der  Curven  gestützt,  unrichtige 
Sätze  aufstellte.  Erst  Hesse  gab  (zugleich  auch,  ohne  Beweis,  Stei- 
ner) die  richtigen  Sätze  in  zwei  grossen  Arbeiten  über  die  Theorie 
dieser  Curven  (Cr eile,  Bd.  49,  1854). 

In  der  Vorrede  zu  der  erwähnten  Schrift  gedenkt  Plücker  einer 
Methode,  welche  er  in  derselben  mit  Vorliebe  anwendet,  und  welche 
ihn  häufig  zu  schönen  Resultaten  führte;  es  ist  die  Metlwde  der  Coti- 
stontenabmhlung.  Der  Gedanke,  die  Erfüllbarkeit  eines  Gleichungs- 
systems aus  dem  Umstände  zu  erschliessen,  dass  die  Zahl  der  in  dem- 
selben enthaltenen  Unbekannten  der  Zahl  der  Gleichungen  gleichkommt, 
liegt  sehr  nahe.  Andrerseits  ist  die  Unzulänglichkeit  dieser  Schluss- 
weise oft  genug  hervorgehoben  worden,  und  natürlich  mit  vollem 
Rechte,  sobald  man  die  Methode  in  dieser  einfachsten  Weise  ausspricht. 
Aber  so  wollte  sie  Plücker  allerdings  keineswegs  verstanden  wissen, 
«r  war  sich  sehr  wohl  der  Bedingungen  bewusst,  unter  welchen  diese 
bei  vorsichtiger  Behandlung  durchaus  correcte  Methode  anwendbar  ist. 
Wenn  eine  Zahl  von  Gleichungen  mit  ebenso  vielen  Unbekannten  nicht 
HQ  Allgemeinen  zugleich  erfüllt  werden  kann,  so  werden  für  ihr  Be- 
stehen nothwendig  gewisse  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten 
gefordert.     Sind  diese  aber  erfüllt,  so  werden   die  Gleichungen  nun- 
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mehr  zwar  lösbar,  aber  sie  sind  es  dann  auf  unendlich  viele  Arten. 
Es  ist  daher  eine  nothwendige  Ergänzung  für  die  Methode  der 
Constantenabzählung ,  dass  man  zeige,  wie  dem  fraglichen  Probleme 
eine  Bestimmtheit  nothwendig  innewohne.  Hierdurch  freilich  wird  die 
Einfachheit  der  Methode  in  vielen  Fällen  beeinträchtigt,  indem  der 
geforderte  Zusatz  bisweilen  ebenso  schwer  zu  erreichen  ist,  als  eine 
andre  Behandlung  des  ganzen  Problems,  beziehungsweise  eine  solche 
involvirt. 

Plücker  selbst  pflegte  die  Methode  des  Constantenzählens  an 
einem  charakteristischen  Beispiele  zu  erläutern,  welches  hier  angeführt 
werden  mag.  Durch  Veränderung  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  können  im  Allgemeinen  drei  Constanten  aus  der  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  fortgeschafft  werden.  Da  nun  die  Gleichung  eines 
Kreises  nur  drei  Constanten  enthält,  so  könnte  man  glauben,  sie  liessen 
sich  durch  Verlegimg  des  Coordinatensystems  sämmtlich  beseitigen, 
und  man  könnte  demnach  der  Gleichung  jedes  Kreises  die  Form 
&*  +  V2  =  1  geben.  Aber  hier  tritt  der  Umstand  ein,  dass  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  in  irgend  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 
die  Form  x*  -f-  \f  —  1  annimmt,  diese  auch  nach  einer  Drehung  des 
Coordinatensystems  behält,  sie  also  für  unendlich  viele  Lagen  desselben 
hat.  Das  Problem  also,  die  Gleichung  eines  Kreises  auf  die  Form 
x2  -\-  y2  =  \  zu  bringen,  enthält  zwar  ebenso  viele  Unbekannte  als  zu 
erfüllende  Gleichungen;  aber  es  wird,  wenn  es  lösbar  ist,  nothwendig 
unbestimmt,  und  seine  Lösung  ist  daher  nothwendiger  Weise  im  All- 
gemeinen unmöglich. 

Ich  habe,  ehe  ich  zu  einer  historischen  Darlegung  von  Plücker' s 
letzten  Arbeiten  übergehe,  einiger  Einzelheiten  zu  gedenken,  welche 
im  Vorigen  eine  passende  Stelle  nicht  zu  finden  vermochten.  Hierher 
rechne  ich  die  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  Brennpunkte,  welche 
Plücker  im  10.  Bande  von  Crelle's  Journal  (1833)  gegeben,  und 
welche  Kummer  im  35.  Bande  desselben  Journals  (1847)  wieder  auf- 
genommen hat.  Die  Auffassung  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte, 
welche  zu  dieser  Verallgemeinerung  Veranlassung  gab,  lässt  sich  auf 
Poncelet  zurückverfolgen  (Traite  des  proprietes  projeetives,  Nr.  457). 
Andererseits  wurde  dieselbe  Verallgemeinerung  später  von  Salmon 
und  Hart  wiedergefunden  und  weiter  behandelt.  Die  Wichtigkeit  und 
principielle  Notwendigkeit  der  Einführung  dieses  erweiterten  Begriffs 
erkennt  man  erst  recht  deutlich  in  der  Beleuchtung,  welche  dieselbe 
durch  Chasles'  Einführung  der  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte gewonnen  haben.  Erst  durch  dieses  höchst  geistreiche  Hülfs- 
mittel    werden    diese    wie   alle   metrischen   Begriffe   in  den  Kreis    der 
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projectivischen  Betrachtungen  gezogen,  und  so  zugleich  den  Methoden 
der  neuern  Algebra  zugänglich  gemacht,  ein  Fortschritt,  welcher  nicht 
hoch  genug  angeschlagen  werden  kann,  und  welcher  in  Cayley's  all- 
gemeiner Maassbestimmung  seinen  vollendeten  analytischen  Ausdruck 
gefunden  hat. 

Sodann  erwähne  ich  die  Theorie  der  Berührung  der  Fläcfien, 
welche  Plücker  im  4.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (1829)  gegeben 
hat.  Sie  liefert  die  Grund  Vorstellungen  für  den  Charakter  höherer 
Berührungen,  indem  sie  die  Natur  derselben  an  die  Art  der  singu- 
lären  Stellung  anknüpft,  welche  der  Berührungspunkt  in  Bezug  auf 
die  Schnittcurve  der  Flächen  einnimmt. 

Ich  erinnere  ferner  daran,  dass  Plücker  bereits  1847  (Cr eile's 
Journal  Bd.  34)  den  Versuch  gemacht  hat,  die  Geometrie  auf  den  Flächen 
zweiter  Ordnung  zu  studiren,  indem  er  die  Coordinaten  jedes  Punktes 
derselben  durch  die  Parameter  der  sich  in  ihm  schneidenden  Erzeugen- 
den ausdrückte.  Er  ist  hierdurch  der  Vorläufer  für  die  schönen  Unter- 
suchungen von  Chasles  geworden,  aus  welchen  die  Theorie  der  Flächen- 
abbildung  sich  entwickeln  sollte. 

Endlich  ist  der  Abhandlung  über  die  Wellenfläche  zu  gedenken 
(Crelle's  Journal  Bd.  19,  1839),  in  welcher  diese  für  unsre  Kenntniss 
der  Flachentheorie  so  wichtig  gewordene  Fläche  vollständig  analytisch 
untersucht  wurde.  Als  neu  mag  insbesondere  aus  dieser  Arbeit  die 
Eigenschaft  der  Wellenfläche  hervorgehoben  werden,  nach  welcher  sie 
ihre  eigene  reciproke  Polare  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  zweiten 
Grades  ist.  In  der  Liniengeometrie,  wo  die  Wellenfläche  als  besonderer 
Fall  der  Singularitätenfläche  des  Complexes  zweiter  Ordnung  (Kuni- 
mer'sche  Fläche)  wieder  auftritt,  hat  sich  gezeigt,  dass  ihr  dieselbe 
Eigenschaft  noch  in  Bezug  auf  neun  andre  Flächen  zweiter  Ordnung 
zukommt.  Aber  dieses  konnte  erst  aus  der  Untersuchung  der  linearen 
lundamentalcomplexe  eines  Complexes  zweiter  Ordnung  erschlossen 
werden,  durch  welche  F.  Klein  dem  alten  Probleme,  zwei  quadratische 
Formen  gleichzeitig  als  Aggregate  von  Quadraten  darzustellen,  eine 
öeue  interessante  Seite  abgewonnen  hat. 

Unter  den  grössern  Werken  Plücker's  ist  es  die  „Geometrie  des 
Raumes"  (1846),  welche  am  durchgebildetsten  erscheint.  Ihrer  Ent- 
stehung und  Tendenz  nach  ist  sie  mehr  einer  Darstellung  bekannter, 
aK  wie  es  sonst  bei  Plücker  zu  sein  pflegt,  der  Entwicklung  neuer 
Resultate  gewidmet.  So  ist  es  natürlich,  dass  sie  bei  grösserer  Form- 
vollendung zugleich  weniger  originale  hier  zu  beleuchtende  Gesichts- 
punkte darbietet.     Aber    sie    enthält   eine    Bemerkung  (vgl.  Nr.  258), 
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welche  der  Keim  der  Liniengeometrie  wurder),  und  damit  den  Aus- 
gangspunkt für  Plücker' s  letzte  grosse  geometrische  Leistung  bildete. 

Wenn  man  jetzt,  wo  die  Liniengeometrie  als  solche  geschaffen  ist, 
das  Auftreten  der  ihr  zugehörigen  Momente  rückwärts  verfolgt,  so 
sind  es  drei  Kreise  von  Untersuchungen,  in  welchen  sie  auftreten; 
Untersuchungen,  welche  scheinbar  ganz  verschiedenen  Gebieten  an- 
gehören, während  sie  andrerseits  so  wesentlich  in  einander  greifen, 
dass  sie  nicht  immer  völlig  zu  trennen  sind.  Der  eine  Untersuchungs- 
kreis ist  der  rein  geometrische,  der  zweite  ein  mechanischer,  der  dritte, 
welcher  an  die  Brechung  und  Reflexion  der  Lichtstrahlen  anknüpft, 
mag  ein  physikalischer  genannt  werden. 

Die  geometrischen  Untersuchungen,  welche  für  die  Geometrie  des 
Raumes,  sofern  die  gerade  Linie  darin  als  Element  gedacht  wird,  vor- 
bereitend waren,  beginnen  mit  Möbius.  Dieser  untersuchte  im  zehnten 
Bande  von  Cr  eile's  Journal  (1833)  solche  reeiproke  räumliche  Ver- 
wandtschaften, bei  welchen  jeder  Punkt  mit  der  ihm  zugeordneten 
Ebene  vereinigt  liegt;  Verwandtschaften,  welche  später  v.  Staudt  als 
Nullsysteme  bezeichnet  hat.  Diese  nach  Inhalt  und  Form  gleich  voll- 
endete Arbeit  von  Möbius  enthält  im  Wesentlichen  die  Eigenschaften 
des  später  als  Complex  erster  Ordnung  bezeichneten  Gebildes,  und 
zwar  so,  dass  die  geometrische  Natur  desselben  sich  sogleich  voll  und 
rein  erkennen  lässt,  zugleich  aber  so,  dass  der  Ausgangspunkt  der 
ganzen  Untersuchung  eben  kein  liniengeometrischer,  sondern  die  Be- 
trachtung der  Verwandtschaften  ist.  Dieselbe  Verwandtschaft  wurde 
von  Magnus  im  zweiten  Bande  seiner  Aufgaben  (1837)  mit  Beziehung 
auf  Möbius  weiter  behandelt. 

Sodann  ist  eine  merkwürdige  Arbeit  zu  nennen,  welche  Chasles 
1839  in  Liouville's  Journal  veröffentlichte.  Er  construirte  factisch 
den  Complex  ersten  Grades,  indem  er  die  Erzeugenden  eines  Hyper- 
boloids paarweise  einander  zuordnete  vermittelst  der  sie  treffenden 
Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels,  und  sodann  die  Gesammtheit 
aller  Geraden  betrachtete,  die  zwei  einander  so  zugeordnete  Geraden 
treffen.  Diese  Erzeugungsweise  umfasst  als  speciellen  Fall  die  später 
von  Sylvester  gegebene,  bei  welcher  zwei  projeetivische  ebene  Strahl- 
büschel so  gelegt  werden,  dass  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt 
liegen,  und  sodann  die  Gesammtheit  der  Geraden  betrachtet  wird, 
welche  entsprechende  Geraden  der  Büschel  schneiden. 

Beziehen  sich  die  angeführten  Untersuchungen  auf  die  Theorie 
des  linearen  Complexes,  so  giebt  es  andere,  welche  in  Beziehung 
zu  dem  besondern  Complexe  zweiter  Ordnung  stehen,  dessen  Sin- 
gularitätenfläche    ein  Tetraeder    ist.     Eine   collineare  Umformung  des- 
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selben  ist  das  Normalensystem  der  confocalen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welches  Bin  et  bereits  1811  untersuchte  (vgl.  Journal  de  Fecole 
polytechnique  Bd.  16,  1813).  Chasles  hat  diese  Untersuchungen  im 
Aperju  historique  aufgenommen  und  weitergeführt.  Ein  besonderer 
Fall  dieses  Complexes  ist  ferner  enthalten  in  Chasles'  Betrachtungen 
über  die  Bewegung  starrer  Körper  (Comptes  Rendus  1861).  Dort  wird 
jedem  Punkte  eines  bewegten  Körpers  die  Gerade  zugeordnet,  welche 
ihn  mit  einer  beliebig  gewählten  spätem  Lage  verbindet;  das  Tetraeder 
ist  in  die  doppelt  gezählte  unendlich  ferne  Ebene  und  in  zwei  conjugirt 
imaginäre  Ebenen  ausgeartet,  welche  den  allen  Kugeln  gemeinsamen 
unendlich  fernen  Kreis  berühren.  Der  allgemeine  Fall  dieses  Complexes 
ist  neuerdings  vielfach  untersucht  worden;  so  namentlich  von  Reye, 
der  ihn  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  collinearer 
Systeme  construirt  (1867),  und  von  Lie,  welcher  auf  ihn  durch  Unter- 
suchungen über  die  geometrische  Interpretation  zweier  complexer  Ver- 
änderlichen geführt  wurde.  Die  fundamentale  Eigenschaft  des  Com- 
plexes, vermöge  deren  seine  Geraden  von  den  Tetraederflächen  nach 
constantem  Doppel  Verhältnisse  geschnitten  werden,  wurde  von  Müller 
(Math.  Ann.  Bd.  I,  1869)  gegeben,  und  es  erledigte  sich  hiermit  die 
seltsam  irrige  Frage  Steiner* s  nach  der  Fläche,  welche  von  allen  vier 
gegebene  Ebenen  harmonisch  schneidenden  Geraden  berührt  wird 
(Syst.  Entwickl.  p.  299). 

Zu  den  geometrischen  Untersuchungen,  in  welcher  die  Geometrie 
der  geraden  Linie  gleichsam  anticipirt  erscheint,  sind  endlich  zwei 
Arbeiten  von  Cayley  zu  rechnen,  welche  1857  im  Quarterly  Journal 
(Bd.  3,  1860)  erschienen,  und  in  welchen  eine  Raumcurve  als  Ort  der 
sie  sehneidenden  Geraden  betrachtet  wird.  Es  war  hierdurch  eine 
merkwürdige  Darstellung  der  Raumcurven  mittelst  einer  einzigen  Glei- 
chung angedeutet  und  bei  Raumcurven  dritter  Ordnung  ausgeführt. 
Die  Combinationen,  welche  dabei  als  die  Veränderlichen  betrachtet 
werden,  stimmen  genau  mit  den  von  Plücker  später  als  Coordinaten 
der  geraden  Linie  gebrauchten  überein.  Dass  Cayley  auf  dem  Wege 
wa*,  eine  Geometrie  der  geraden  Linie  in  Plücker's  Sinn  zu  schaffen, 
weht  man  aus  seiner  Abhandlung  „On  the  six  Coordinates  of  a  line", 
Cambridge  Transactions,  1867 ;  aber  diese  Arbeit  erschien  erst,  nachdem 
™ücker  die  Sache  aufgenommen  hatte,  und  nimmt  auf  Plücker  Bezug*). 

*)  In  gewissem  Sinne  sind  die  Coordinaten  der  geraden  Linie,  wie  über- 
haupt ein  grosser  Theil  der  Grundvorstellungen  der  neuern  Algebra,  bereits  in 
"rassmann'fl  „Ausdehnungslehre4*  (1844)  enthalten;  die  genauere  Darlegung 
dieser  Verhältnisse  würde  indessen  hier  zu  weit  führen.  Vgl.  auch  Hanke  1,  Theo- 
rie der  complexen  Zahlen,  1867. 
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Der  zweite  Kreis  liniengeometrischer  Untersuchungen,  welcher 
der  Mechanik  angehört,  lässt  sich  auf  Poinsot  und  die  geometrische 
Form  zurückführen,  welche  dieser  ausgezeichnete  Geometer  für  die 
Untersuchung  der  Kräfte  eingeführt  hat,  die  auf  einen  starren  Körper 
wirken.  Wenn  Poinsot  die  Gesammtheit  der  Combinationen  von 
Kraft  und  Kräftepaar  sucht,  welche  ein  gegebenes  Kraftsystem  ersetzen, 
so  ist  dies  nichts  anderes,  als  in  Plücker' s  Bezeichnung  das  System 
der  Durchmesser  eines  linearen  Complexes  nebst  den  ihnen  zugeord- 
neten Ebenen.  Ebenso  hängt  mit  der  Liniengeometrie  der  berühmte 
1829  von  Chasles  gefundene  Satz  zusammen,  nach  welchem  zwei 
Kräfte,  die  ein  gegebenes  Kräftesystem  ersetzen  können,  als  Strecken 
im  Räume  betrachtet,  stets  ein  Tetraeder  von  constantem  Volumen  be- 
stimmen. An  diese  Betrachtungen  knüpfte  Möbius  in  der  oben  er- 
wähnten Abhandlung  von  1833  und  in  seiner  Statik  (1837)  Unter- 
suchungen an,  welche  unmittelbar  liniengeometrische  Elemente  ent- 
hielten, ja  er  erhielt  durch  diese  statischen  Betrachtungen  die  An- 
regung für  die  Untersuchung  der  oben  erwähnten  Verwandtschaft.  So- 
dann aber  ergaben  sich  Sätze,  welche  eben  erst  mit  Hülfe  der  Linien- 
geometrie einfach  ausgedrückt  werden  können;  so  werden,  um  nur 
Eines  anzuführen,  die  Systeme  von  zwei  Kräften,  welche  ein  gegebenes 
Kräftesystem  zu  ersetzen  im  Stande  sind,  ihrer  Lage  und  Richtung 
nach  nichts  anderes,  als  die  Paare  von  Geraden,  welche  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Complex  ersten  Grades  conjugirt  sind;  Sätze,  denen 
verwandte  über  unendlich  kleine  Rotationen  entsprechen.  Aehnliche 
Untersuchungen  veröffentlichte  Chasles  1843  in  den  Comptes  Rendus. 
Es  sind  endlich  in  dieser  Richtung  die  Bemerkungen  von  Sylvester, 
Chasles  und  Cayley  zu  erwähnen,  welche  sich  in  den  Comptes 
Rendus  von  1861   finden. 

Der  dritte  Kreis  vorbereitender  Untersuchungen  wird  durch  die 
Theorie  der  StiraJdensysteme  gebildet.  Schon  Monge  hatte  Normalen- 
systeme  von  Flächen  und  die  Brennflächen  derselben  betrachtet.  So- 
dann hatte  Malus  die  Gesammtheit  der  Strahlen  untersucht,  welche 
von  einem  Punkte  ausgehen,  und  gefunden,  dass  dieselben,  beliebig  an 
der  Grenze  von  isotropen  Mitteln  reflectirt  oder  gebrochen,  stets  das 
Normalensystem  einer  Fläche  bilden.  Sturm  hatte  ein  unendlich 
dünnes  Strahlenbündel  untersucht,  und  die  Brennlinien  desselben  ent- 
deckt, d.  h.  jene  beiden  Stellen,  in  welchen  der  Querschnitt  eines  solchen 
Bündels  sich  annähernd  in  zwei  Linien  zusammenzieht.  Die  Unter- 
suchungen dieser  Strahlensysteme  waren  von  Hamilton  in  allgemeiner 
Weise  aufgenommen  (Transactions  of  the  Royal  Irish  Acad.  Bd.  IG), 
und  dessen  Untersuchungen  von  Kummer  (1851),  Borchardt's  Jour- 
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nal  Bd.  57)  in  einer  Weise  reproducirt,  welche  den  rein  geometrischen 
Inhalt  des  Gegenstandes  deutlich  hervortreten  liess.  Als  bedeutendste 
Erscheinung  nach  dieser  Richtung  mag  noch  hier  sogleich  die  grosse 
Arbeit  von  Kummer  über  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  und  Classe 
erwähnt  werden,  welche  in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
von  1866  erschienen  ist.  Der  Zeit  nach  fällt  sie  bereits  jenseits  der 
ersten  Arbeiten  Plücker's.  Noch  näher  kommen  der  Complextheorie 
die  Untersuchungen  von  AbelTranson  (1861,  Comptes  Rendus  Bd.  52, 
und  Journal  de  l'ecole  polytechnique,  Cah.  38).  Derselbe  betrachtet 
Geraden,  von  denen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  ihm  zugeord- 
nete geht,  womit,  nach  einem  neuern  Ausdruck,  ein  Complex  auf  den 
Punktraum  abgebildet  erscheint,  und  fragt  dann  nach  den  Normalen- 
systemen, welche  in  solchen  Combinationen  enthalten  sein  können. 

Der  Gedanke  der  Liniengeometrie  war  von  Plücker,  wie  erwähnt, 
in  seiner  Geometrie  des  Raumes  beiläufig  ausgesprochen  worden.  Durch 
den  Verkehr  mit  seinen  Freunden  in  England  angeregt,  nahm  er  1864 
den  Gegenstand  wieder  auf  und  entwickelte  nun  sofort  die  Grundlage 
von  dem,  was  er  als  „Neue  Geofnetrie  des  Raumes"  bezeichnete,  un- 
bekannt mit  den  Methoden  der  neuern  Algebra,  wie  mit  dem  grössten 
Heile  des  während  seiner  physikalischen  Thätigkeit  nach  dieser  Rich- 
tung Geleisteten,  hatte  er  zunächst  nicht  ohne  Schwierigkeit  den  Be- 
griff der  Goordinaten  einer  Geraden  zu  fixiren.  Indem  er  dieselben 
als  sechs  Verhältnisszahlen*  definirte,  welche  einer  gewissen  Gleichung 
zweiten  Grades  genügen,  berührten  seine  Speculationen  sich  nahe  mit 
den  Arbeiten  Cayley's,  deren  oben  gedacht  wurde.  Sodann  aber  be- 
gründete Plücker  die   neue  Disciplin  durch  Einführung  des  Begriffs 

■ 

eute8  Cotnplexes,  und  gewann  hiermit  eine  fundamentale  Grundlage 
weiterer  Betrachtungen.  Denn  der  Complex  bildet  im  Gegensatz  zum 
Strahlensysteme  (bei  Plücker  Congruenz)  das  durch  eine  weitere  Glei- 
chung in  Liniencoordinaten  gegebene  Gebilde,  während  das  Strahlen- 
system deren  zwei  verlangt.  Der  Complex  steht  also  liniengeometrisch 
dem  Strahlensysteme  ebenso  gegenüber,  wie  die  Oberfläche  der  Räum- 
te in  der  Geometrie  des  Punktes.  Zu  ersteren  tritt  in  der  Linien- 
geometrie als  dritte  Abstufung  die  geradlinige  Fläche,  deren  eigen- 
tümliche Stellung  in  der  Raumgeometrie  £rst  durch  die  principielle 
Emfthrung  der  Geraden  als  Raumelements  das  rechte  Licht  erhält. 

Man  erkennt  aus  dieser  Abstufung,  wie  die  Liniengeometrie  ge- 
^ermassen  die  Geometrie  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  ist. 
Und  so  wollte  sie  Plücker  in  der  That  aufgefasst  haben.  Gegenüber 
der  directen  Einführung  eines  Raumes  von  mehr  als  drei  Dimensionen 
pflegte  er  zu  erörtern,  wie  schon  die  einfachste  räumliche  Conception, 
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etwa  die  Ebene,  hinreiche,  um  in  ihr  die  Theorie  einer  Mannigfaltig- 
keit von  beliebig  vielen  Dimensionen  zu  studiren.  Denn  man  brauche 
nur  ein  Grundgebilde  einzuführen,  welches  von  einer  hinlänglich  grossen 
Anzahl  von  Parametern  abhängig  sei,  und  könne  dann  diese  ähnlich 
wie  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  höheren  Räume  behandeln, 
ohne  auf  einen  solchen  zurückgehen  zu  müssen.  Die  Anzahl  der 
Dimensionen  eines  Raumes  erscheint  auf  diese  Weise  als  eine  Eigen- 
schaft, die  demselben  nicht  sowohl  an  und  für  sich  zukommt,  als  in- 
sofern man  in  demselben  ein  bestimmtes  Gebilde  zur  Basis  der  Unter- 
suchung nimmt.  So  bildet  in  der  That  die  Liniengeometrie,  deren 
Grundgebilde  von  vier  Parametern  abhängt,  eine  Theorie  räumlicher 
Gebilde  von  vier  Dimensionen,  welche  in  dem  gewöhnlichen  Räume 
ausgeführt  ist,  der,  wenn  man  den  Punkt  als  Grundgebilde  festhält, 
nur  drei  Dimensionen  hat. 

Das  Studium  der  Complexe,  vorzugsweise  der  Complexe  zweiter 
Ordnung,  bildete  nunmehr  den  Hauptgegenstand  von  Plücker' s 
Beschäftigung.  Durch  Einführung  der  sogenannten  Complexflächen, 
von  welchen  er  zahlreiche  Modelle  herstellen  Hess,  vermochte  er  den 
schwierigen  Gegenstand  auch  gestaltlich  zu  erläutern;  wie  denn  über- 
haupt gegenüber  den  mehr  analytischen  Interessen  seiner  früheren 
Arbeiten  in  spätem  Jahren  das  rein  geometrische  Interesse  an  der 
Gestalt  mehr  und  mehr  hervortrat.  Die  Untersuchungen  dieser  Flächen 
bilden  einen  grossen  Theil  der  in  seinem  letzten  Werke  (Neue  Geo- 
metrie des  Raumes,  1868)  niedergelegten  Betrachtungen.  Es  war  ihm 
nicht  vergönnt,  dieselben  soweit  zu  führen,  als  er  selbst  es  beabsich- 
tigte. In  alter  Weise  unermüdlich  schaffend,  verbreitete  er  seine 
Gedanken  durch  eine  Zahl  von  Abhandlungen,  während  er  sein  grösseres 
Werk  vorbereitete.  Aber  der  Tod  riss  ihn  mitten  aus  dieser  Thätig- 
keit  heraus. 

Sein  Werk  über  die  neue  Raumgeometrie  konnte  glücklicherweise 
durch  seinen  damaligen  Assistenten,  Hrn.  Klein,  nach  Plücker's 
Andeutungen  in  dessen  Sinn  beendigt  werden.  Freilich  hätte  er  selbst 
wohl  im  Laufe  der  Arbeit  manches  hinzugefügt,  insbesondere  auch 
bezüglich  der  mechanischen  Anwendungen,  die  ihn  in  der  letzten  Zeit 
vielfach  beschäftigt  hatten.  Aber  wenn  auch  manches  in  dieser  Rich- 
tung deutlich  erkennbar  vorlag,  so  musste  doch  die  Herausgabe  sich 
ausschliesslich  auf  dasjenige  beschränken,  welches  durch  schriftliche 
oder  mündliche  Mittheilungen  von  Plücker  unmittelbar  veranlasst 
war.  Auch  so  konnte  das  Werk  Anregung  werden  zu  weiteren  For- 
schungen, die  sich  in  mannigfacher  Weise  daran  geknüpft  haben. 
Wenn  in  der  analytischen  Fassung  zum  Theil  jetzigen  Methoden  nicht 
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immer  mehr  entsprechend,  wirkte  dasselbe  durch  seinen  gedanklichen 
Inhalt,  und  die  jüngere  Generation  entzog  sich  nicht  der  ihr  gewor- 
denen Anregung.  Schon  jetzt  ist  eine  grosse  Literatur  entstanden, 
welche  den  neuen  Gegenstand  behandelt,  während  viele  Gesichtspunkte, 
ja  eine  dem  heutigen  Standpunkte  elftsprechende  Darstellung  des  Ganzen 
der  Zukunft  vorbehalten  sind.  — 

Es  war  vielleicht  in  der  Natur  der  Verhältnisse  begründet,  wenn 
die  Thätigkeit  Plücker' s  während  seines  Lebens  sich  nicht  immer, 
wenigstens  nicht  überall,  der  vollen  Anerkennung  erfreute,  die  seinen 
Leistungen  gebührte.  Mitten  in  die  verschiedenartigen  Bestrebungen 
einer  wissenschaftlich  höchst  fruchtbaren  Epoche  gestellt,  musste  auch 
er  jene  Parteinahme  erfahren,  welche  den  Streitenden  auch  im  Wett- 
kampfe der  Wissenschaft  nicht  erspart  bleibt,  und  welche  das  Urtheil 
der  Mitstrebenden  trübt. 

Das  Geschick  konnte  ihm  keine  schönere  Genugthuung  bereiten, 
als  dass   es  ihn  noch  am  Abende  seines  Lebens  Schöpfer  einer  neuen 
Äiclitung  werden  liess,  an  deren  Verfolgung  nunmehr  die  Nachlebenden 
*&  neidloser,  freudiger  Anerkennung  arbeiten. 
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Generalem  analyseos  applicationcm  ad  ea  qnae  geometriae  altioris 
et  mechanicae  basis  et  fundamenta  sniit  e  scrie  Tayloria  deducit 
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ax 

—  Arctissimain  rectae  cum  curva  conjunctionem  eo  indicari,  ut  rectae  aequatio 
sit:  y  —  y  «-t^,  (&  —  #')•    Talern  rectain  tangentem  vocari.     Omnes  tan- 

gentium  tbeorias  deducere  aequationem   a  =»   ,  , ,  quam  nos  in  capite  po- 

dx 

nere  ausi  sumus.    Quod  ad  probandum  in  examen  vocantur:  Barowii  tbeoria, 

quae  terminum  ^    ,   via  geometrica,  circumscribit;  tbeoria,  a  Biot   in    geo- 

metria  analytica  constituta,  quae  transitum  algebrae  ad  analysin  superiorem 

designat.    Methodo  indirecto  aequatio  illa  constitiiitur  (9—21).     De  secundo 

d*y 
coefficiente  -~  •    Angulo,    quem  tangens  cum   curva  constituit,  respondere. 

(I  x 

Anguli    contactus    valor    ad    aequationem,    qua    vulgo    utuntur,    reducitur: 

ds 
eo  =  -  -  (22—33).  De  Bequentibus  seriei  coefficientibua.   Applicatio  praeceden- 

•    tium  (34—38). 

PARS  MECHANICA.  Motus  aequatio  constituitur:  s  =  (p(t);  seit  spatia  signi- 
ficare,  quae  duo  corpora  percurrunt.  Tempus  motus  uniformis  est.  Definitio 
hujusce  motus.  Cum  tali  motu  omnem  motum  conferri.  De  primo  et  secundo 
coefficiente.  Celeritas  et  acceleratio,  potentia  absoluta  et  vis.  De  superiori- 
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1)  Sententiam  illam  saepe  pronuntiatam:  „omnis  scientia  perpaucis 
nititur  principiis"  eadem  evidentia,  matheseos  respectu  habito,  confir^ 
raatam  videmus,  cum  singulae  oinnes  disciplinae  mathematicae  e  per- 
paucis aequationibus  emanent.  Mechanica  y.  c.  (liceat  in  medias  res 
rapere)  in  examen  vocata,  quod  modo  pronuntiavimus,  exemplo  facile 
erit  probandum.  Tota  enim  motns  theoria  (usitatas  ut  adhibeamus 
denotationes)  e  duabus  hisce  aequationibus: 

ds  d%8 

emanai  Pari  modo  altior  geometriae  analyticae  pars  e  generali  tan- 
gentium  methodo  prodiebat,  ita,  ut,  aequatione: 

tanga  =  f| 

eonstituta,  (y  =  f(x)  scilicet  curvae  cujusvis,  coordinatis  rectangulis, 
aequitio  est,  atque  a  angulum,  quem  tangens  cum  axe  abscissarum  facit, 
iodicat)  ad  magnum  perfectionis  gradum  evecta  sit.  —  Certe  autem 
quo  ämplicius  et  clarius  nexus  ille  inter  calculum  et  motum,  tiec  non 
inter  calculum  et  figuras,  qui  talibus  aequationibus  designatur,  apparet, 
eo  facilius  omnia,  quae  disciplinae  illae  complectantur,  perspicere,  eo 
focilius  in  singulis  casibus  aequationibus  illis  uti  poterimus. 

2)  Viam  rectam  et  elegantissiinam,  non  solum  ad  calculi  funda- 
menta  ponenda,  immo  etiam  ad  ipsis  notionibus,  quales  sunt:  celeritas, 
^  curvarum  contactus,  etc.  lucem  afferendam,  ingredi  videmur,  si  non 
mde  a  vagis  definitionibus  philosophicis,  sed  inde  a  terminis  mathe- 
uiaticis  exordimur.  Demonstratione  enim  tantummodo  analytica  coeffi- 
aentes  differentiales,  singulorumque  nexus  percipi  licet;  nee  non  feinde, 
quae  tali  modo  elicuerimus  in  notiones  respondentes  celeritatis,  vis  etc. 
facile  erit  translatu.  Ab  altera  parte  multae  quidem  definitiones  meta- 
physicae  talium  notionum  datae  sunt,  quaruin  vero,  quatenus  mihi  qui- 
dem notae  sunt,  nulla  (an  ipsi  motus  theoriae  lucem  afferre  possit, 
praetermittamus)  fundamentum  calculo  praebere  potest.  Immo  a  priori 
toustituere  audeo,  nullam  omnino  inveniri  posse,  quae  calculo  satis- 
ficiat,  ita  ut  a  talibus  definitionibus  non  aliter  nisi  saltu  mortali  ad 
calculum  transire  posse  videamur. 

l* 
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3)  Sed  ut  ea,  quae  attingere  nobis  proposuimus,  clarius  appareant, 
atque  jam  ab  initio  sat  lucide  in  oculos  incidant,  methodum  generalem, 
quam  paragraphis  sequentibus  explicare  conaturi  sumus,  perpaucis  verbis 
delineabimus. 

Nos  in  omnibus  casibus,  ubi  de  continuis  accrementis  decrementisve 
(sive  ordinatarum,  sive  spatioruni,  sive  rei  cujusvis)  agitur,  ad  calculum 
differentialem  reverti,  facile  perspicitur.  Saepius  quidem,  necesse  est 
confitear,  simpliciores  casus  si  respicimus,  terminis  differentialibus  carere 
possumus,  tum  verum  tarnen  terminos  illos  quodammodo  circumscribere 
cogimur.  —  Legem  autem  generalem  accrementorum  functionis  notis- 
sima  series  Tayloria: 

fl*  +  *x)  -  f(x)\  =  dyjx        dj_y  Ja?       #y  ^_    ■      t 

4y\       dx     1    ^  dx*   1.2  ^  dx*   1.2.3  ^ew" 

pronuntiat.  Initio  igitur  de  natura  hujusce  seriei,  qua  ratione  ejus 
membra  inter  se  conjuncta  sint,  nee  non  singula  ab  alteris  dependeant, 
perpauca  afferamus.  Deinde  eorum,  quae  ita  exposuerimus,  applicationem 
in  varias  diseiplinas,  nominatim  in  ea  faciemus,  quae  fundamentum  ac 
basis  sunt  altioris  geometriae  analyticae  et  mechanicae,  quod  quidem 
tali  modo  aggredi  constituimus,  ut  appareat,  diversas  illas  diseiplinas 
legibus  niti,  quae,  si  rem  aecuratius  contemplemur,  nullo  modo  inter  se 
discrepent,  atque  calculi  applicationem  ubique  pari  modo  fieri.  Sed  ut 
ea,  quae  sentiamus,  distinetius  pronuntiemus,  exemplo,  quod  primo  nobis 
in  mentem  cadit,  utamur.    Aequatio  scilicet,  quae  simplicem  multiplica- 

tionem  indicat: 

M=tcN 

(it  numerus  abstractus  est),  prout  N  hoc  illove  modo  denominatur,  in- 
finitum  interpretationum  numerum  permittit.  Quod  exemplum,  quam- 
quam  triviale  est,  nobis  satisfacit;  nosmetipsi  enim  rem  simillimam  ante 
oculos  habemus.     Quodsi   nimirum   in   serie,   cujus   modo   mentionem 

feeimus,  x,  dx,  y,  dy  lineas  esse,  itemque  -~-  limitem  (si  placet)  quoti 

€mX 

duarum  linearum  -~  supponimus,  media  in  geometria  analytica  versa- 

£J  x 

mur.     Ab   alia  parte  autem  si  x}  dx,  y}  dy,  unde  ope  prineipiorum 

du     d*  tt 

calculi  differentialis  termini  -j-,    v-^  facillime  deduci  atque  determinari 

dx7   dx*  ^ 

poterunt,  spatia  (quorum  duo  illa  priora  x}  /Ix  vulgo  tempora  vocantur) 

esse  velimus,  in  mechanicae  fines  pervenimus.    Tota  igitur,  quae  sequitur, 

demonstratio  afl  simplicem  seriei  Tayloriae  interpretandae  quaestionem 

reducetur.     Nihilominus  tarnen  nobis,   rem  ita  traetaturis,   multa,   ut 

videtur,  expositu  digna  oecurrent. 
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De  Serie  Tayloria. 

.v      M  dy   dx    .    d*y   dx*    .    d*y      dx*      .    d*y        dx*        ,      , 

4)   dy  -  -x .  -.  +  _  .  —  +  _, .  5_  +  g-j .  —-- --  +  etc. 

series    notissima  est,  quam,    cum   inde    ab   ea    in    omnibus    hujusce 
dissertationis  partibus  profecturi  simus,  ut  nonnullis  verbis  illustretur, 
hisce  paragraphis  praefixi.     Nam,   quamquam   hie   locus  non  est,   ut 
quomodo  lex  illius  seriei  primo  investigata  sit,  explicemus;  neque  non, 
ut  varias  vias,  quas  viri  doctissimi  ad  eam  demonstrandam  secuti  sint, 
indicemus,   nihilominus  tarnen  seriem   nostram   e  serie  differentiarum 
deducere,  nobis  licebit.     Quam  methodum  seriei  Tayloriae  explicandae, 
non  quoniam  eam  elegantissimam  esse  censemus,   sed  solummodo  eo 
consilio  exposituri  sumus,  ut  quod  inter  calculum  differentiarum  et  cal- 
cium differentialem  discrimen  sit  (hie  enim  deinde  reducemur)  clarius 
appareat.     Praeterea,  quae  ad  varias  illius  pronuntiati  demonstrationes 
speetant,  cum  Lacroix,  viro  celeberrimo,  maxime  consentio,  qui  immenso 
analyseos  campo  perarato,  sibi  persuasum  habet,  re  vera  nil  interesse, 
qua  ratione  rem  exponamus  atque  singulos  terminos  interpretemur. 
5)  Sint 

W,    ff,,   Ua,    Uz    ...    Un 

qnantitates  quaelibet  ita  solummodo  inter  se  conjunetae,  ut  imaginemur, 
nos  inde  ab  u  profectos  per  quantitates  intermedias  u19  u^,  u^  ...  usque 
ad  m,  progredi.  Quo  posito,  ope  differentiarum  variorum  ordinum 
quantitas  u*  faoilis  erit  expressu.  Habebimus  enim  passatim,  si  deno- 
tatioües  usitatas  adhibemus: 

1.  ttj  =  u  +  ^w 

dux  =  Ju  -f-  z/2W 
W2  =  Ul  +  4ut 

=  u  +  ^w 

+  du  +  ^ti 

2.  =  u  +  2  Au  +  42u 

Jut  =  <dux  +  ^**'i 
t  =4u  +  2A2u  +  43u 


u 


3 


—  w2  +  4u2 

=  u  +  2z/w  -|-  ^w 

+  Au  +  2/fiu  +  J3u 
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3.  =  u  +  3z/m  +  3z/*u  +  z/3u 
Ju3  —  z/u  +  3z/*u  +  3z/3u  +  z/4« 

w4  =  «3  +  Jfh 

=  u  +  3z/w  +  3z/*w  +  dzu 

+  du  +  3z/*t*  +  3^3t*  +  z/4u 

4.  =  u  +  4z/u  +  6J*u  +  4J*u  +  J*u. 

Qua  via  progressuri  haue  ad  seriem  generalem: 

,     n    A       .    n(n  —  1)     .a       .    n(n  -  1)  (n  —  2)    .»       ,      ,         ,  x 
«n  =  w  +  T  z^m  +  -lT2-;  ^*w  +  ^—x  2  3 4*u  +  etc.     (a) 

induceinur,  in  qua  singulorum  terininorum  eoefficientes: 

n       ^jrJ)       n(n  — l)(n  —  2)     , 
1  >  1.2      >  1.2.3"  eiC- 

iudicatu  facile  fuit,  intelligentibus  nobis  illos  eoefficientes  cum  Binomii 
coefficientibus  oinnino  congruere. 
6)    Ut  quantitates 

U,  Ul9  Uj,,  Mj,   . ..  un 

vago  modo  inter  se  conjunetas  aretioribus  vineulis  coerceamus,  u  func- 
tionem  quandam  ignotam  esse  quantitatis  variabilis  je: 

u  =  <p{x) 

supponamus;  deinde  ux  —  u  =  z/u  respondere  variabilis  aecremento  dz, 

u2  —  u  =  2  z/u  +  d*u 

aecremento  2dx:  itemque 

m3  _  u  =  3Ju  +  3J2u  +  J*u 

aecremento  3  z/ x,  et  sie  porro.  Seriem  generalem  (a)  cui  nee  terminus  x9 
nee  zix  implicitus  est,  ut  hisce  conditionibus  aecomniodetur,  has  in 
formas  reducemus: 

tf»      u  — n^z^-f-     12    zix^,  +         123        <jx  Jx3  -f-  etc. 

-  (»  ^*)  j5  +  ( f.  2 )  Z*>  + 

,    /n3Jx*  —  Sn*dx3  +  2nz/s3\  zJHt    , 

'    \  1.2.3  -)  Jx*  +  '  •  • 

unde,  duabus  aequationis  partibus  per  ndx  divisis,  habebitur: 

>n—  u zh*    .    (ndx  —  Jx\  d*u    ,     fn^Jx1  —  Sndx*  +  2 dx*\  dzu    , 

/i^/a;  zfx    '    \        l72       /  Jx*    '     \  1    2 . 3~  /  ü1    ■    '  "  "  • 

Quantitas  un  —  u,  quam  nunc  ita: 

fix  +  w  dx)  —  f{x) 


Un  — 
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interpretamur,  suminam  n  accrenientoruin  quantitatis  u,  n  accrementis 
<Jx  respondentium,  nobis  significat.    Positis  denique 

uH  —  u  =  k,    n  dx  =  h, 

atque  hisce  terminis  in  serie  nostra  substitutis,  prodit: 


k 
h 


Jx*l.i\  n)  Jx*    '    1 .  2  . 3  \l        n  "■"  n*/  Jx*  "•  ' 


Quiscunque  sit  numerus  n,  prima  aequationis  pars  nullo  modo  muta- 

bitur,  si  tantum  aequationi 

h  =  nJx 

satisfaeiamus.    Quod  si  igitur,  ad  limites  transgressuri,  n  omni  numero 
nmjus  ponimus,  dx  infinite  parvum  censendum  est,  ita  ut 

Au  du 

dx  dx7 

J*u  d*u 

Jx*     m     dx* ' 

et  sie  porro,  transinutatis,  obtiuebimus: 

^  =  du       d*u    _h_    ,    &u        h*_      , 

h         dx    ■    dx*  '  1 .  2  "■    ~dxz  '  1  .  2  .  3    '       *  ' 

seriem,  quam  deducere  nobis  proposuimus. 

7)  Cum  coefiieientes  -,-,   -r- j,   -p-,  etc.  funetiones  sint  variabilis  x} 

du        Y 
Tx  =  A* 

1.2    da*  —  A* 

1       d»u  _  Y 

1 .  2  .  3  <ix~3  —  Aa  •  •  • 

positis,  aequationem  nostram  ita  scribamus: 

*  -  X,  +  Z2A  +  X8Ä*  +  •  •  • 

unde  statim  derivabitur: 

Je  =  X{h  +  X,h2  +  X3A3  +  •  • ..  (b) 

Si  quae  ad  singulum  casum  speetant: 

x  =  a 

ponimus,  X,,  Xj7  X3.etc.  constantes  fiunt  coefficientes : 

-A.|  s=s  Au     -A_2  =  *"s?     "^3  ==  '"■a  etc. 
unde  emanabit 

k-=Axh  +  A^h2  +  AJi3  +  etc.  (c) 
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qua  in  aequatione  termini  Ai7  A27  Az  solummodo  a  genere  aequationis 

primitivae: 

u  —  <p(z) 
dependent. 

Si   quis   seriei  (b)  coefficieus  constans  fit,   membris   sequentibus 

evanescentibus,  prodit  solummodo 

Je  =  Xth  +  X<A*  H h  Xn-iA«-1  +  X>h» 

et  pari  modo  (c) 

Jc  =  Alh+  A2h?  H h  An-th*-1  +  Anh*; 

quibus  aequationibus  hasce  in  formas  reduetis: 

k  -  Xxh+  X,A>  +  •  •  •  +  (X,^  +  X^Ä»-1 

fc  —  Ax  h  +  4, A»  +  • .  •  +  {An-x  +  Anh)*-* 

statim  perspicitur  X„Ä«  (ut  unam  tantum  seriem  consideremus),  quem 
ultimum  terminum  esse  velimus,  ita  cum  praecedenti  X„_iAB—1  con- 
fundi  posse,  ut  nil  nisi  hujusce  termini  coefficiens  Xn_i  mutetur. 
Habebitur  enim  pro  Xn_i  coefficiens  (Xn_i-f-  XnA),  unde  elucet  coeffi- 
cientem  praecedentem  eo  minus  augeri,  quo  minus  h  ponatur,  nee  non 
aecrementorum  limitem  esse  0.  Ideo  lex  generalis  mutationis  termini  1c, 
novo  accedente  coefficiente,  aut  quod  idem  est,  ordine  aequationis  pri- 
mitivae: 

u  =  <p(z) 

unitate  creto,  in  oculos  ineidit. 

Nexu,  qui  membra  serierum  (b)  et  (c)  sese  sequentia  coercet,  indi- 
cato,  quatenus  singuli  coefficientes  X1;  X2,  Xs  etc.  ad  quantitatem 
it  augendam  contribuant,  definitu  facile  erit.   De  funetione  enim  primitiva: 

u  =  (p(x) 

primi  ordinis,  ideo  hujusce  formae: 

u  =  mz  +  n 
valorem  primi  coefficientis: 

X  =»  —  =  iL 

1        dx         h 

derivabimus,  unde  ad  aequationes  superiorum  ordinum  transgressuri, 
seeundum  id,  quod  modo  pronuntiavimus,  coefficientes  accessuros  in- 
duetione  definire  licebit. 

8)  Sed  hisce  demonstrationibus,  quae  nisi  exemplis  sustinentur, 
nimis  subtilius  fieri  possin t?  relictis,  statim  medias  in  res  rapturi,  ea, 
quae  perpaucis  delineavimus,  ad  geometriam  analyticam  transferemus, 
nee  non  copiosius  traetabimus. 
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Fan  geometrioa. 

9)  Si  variabiles  x  et  y  coordinatas,*in  axibus,  qui  rectum  includunt 
angulum,  sumtas  nobis  significant,  per  aequationem: 

curra  data  est;  hinc  statim  si,  ut  supra 

1       dy  v 

T     Tx    Per   X> 

Ä%    Per    ^ 


1.2    dx 

et  sie  porro  designamus,  baue  aequationem  elicemus: 

4y  =  Xx4x  +  X2  4x%  +  X54x»  H ; 

aut  denique,  quae  ad  singulum  curvae  punctum  pertinent, 

x  =  a,    y  =  b 
positis  et  deinde 

Xx  in  ^4l;     X2  in  A2}     X3  in  -/l^ 

et  sie  porro  transmutatis,  habebitur 

a)  4b  =  Ax4a-\-  A24a*  +  At4a*  -j 

In  altera  aequationis  parte  coefficiens  Alf  qui  primae  termini  4  a  pote- 

stati  adhaeret,  tangens  trigonometrica  anguli  (a)  est,  quem  reeta,  tangens 

vocata,  cum  axe  abscissarum  constituit.     Becta  autem,  quae  cum  axe 

abscissarum  angulum: 

#(tang  =  At) 

facit,  neque  non  per  punctum  transgreditur,  cujus  coordinatae  sunt  a 

et  6,  per  aequationem 

y  —  b  =  -^(s  —  a) 
quam  ita  scribamus: 

b)  4b  =  Ax  4  a 

data  est.  Aequationibus  (a)  et  (b)  collatis,  de  tali  linea,  quae  tangens 
wxtiur,  et  de  natura  contactus  illius  cum  curra  pauca  exponamus. 
10)  Sed  ut  rem  modo,  quam  maxime  generali,  contemplemur,  reetae 
alteram  curvam,  pari  modo  punctum,  cujus  coordinatae  sint  a  et  6, 
transeuntem,  substituamus.     Sit  ejus  aequatio 

y  =  n*) 

ande,  simili  denotatione,  qua  supra  usi  sumus,  adhibita,  statim  derivabitur: 

c)  jb  =  AlJa  +  A24a*  +  A*Ja*  -j . 

Deuide  cum  in  aequationibus  &)  et  c)  4  a  et  4  b  variabiles  censendae 
smt,  in  utrisque  aequationibus  4a   aequales   esse  supponamus;   tum 
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diversi  valores  Jb,  valori  cuidam  Ja  respondentes,  soluininodo  a  quanti- 
tatibus  constantibus: 

A\  A\   A*  ... 

dependebunt.  Si  quo  vis  valore  termini  Ja  substituto,  quantitates  Jb 
in  utrisque  aequationibus  aequales  reperiuntur,  curvae,  per  aequationes: 

y-A«),  y  =  flip) 

determinatae,  omnino  congruunt.  E  contrario  autein,  si  in  utraque 
aequatione: 

Ab{=  Jf\a])  =  AlJa  +  A%Ja*  +  A9Ja»  H 

Ab(=-Jfl[a])  =  AxJa  +  A*Ja*  +  A*Ja*  +  •  •  • 

eidem  valori  Ja  diversi  quantitatis  Ab  valores  conveniunt,  dua  ea 
puncta,  quae  per  eandem  abscissani  a  -f-  Ja  determinata,  in  utrisque 
vero  curvis  sita  sunt,  eo  magis  appropinquant,  quo  propius  termini: 

Ab  =  Jf(a),     Ab  —  Jflifi) 

'sibi  accedunt.    Quae  ad  curvarum  partes  spectant,  quae  abscissae  accre- 
mentis  (Ja)  ita  sumtis  conveniunt,  ut  generaliter  quiscunique  sit  index  n: 

AHJan  >  An+iJa**1  +  AH+2Jan+2-\ 

AnJa*>A"+lJan+1-{~  An+2Ja"+2-] 

habeatur;  conjunctionem  curvaruui  nostrarum  eo  arctiorem  esse  dicere 
licebit  (omnia  enim  utriusque  curvae  singula  puncta  iisdem  abscissis, 
intra  limites  a  et  a  +  da  sumtis,  convenientia  magis  magisque  sibi 
accedent)  quo  plures  terminos: 

A{Ja  =-  A'Ja,     A2Ja*  =  A2Ja2,     A.6Ja*  =  A*Ja* . .  . 

aut,  variis  hisce  aequationibus  per  Ja,  Ja2,  Ja*  etc.  divisis,  quo 
plures  coefficientes: 

inde  a  manu  sinistra  ad  dextram  progressuri,  aequales  reperimus.    Quod 

modo  pronuntiavimus,  etiamsi  Ja  omni  valore  minus  ponitur,  pleno 

jure  confirmare  licebit. 

Ad  rectam  regressuri  habebimus  soluin,  sequentibus  membris  eva- 

nescentibus: 

Jb  =  AlJa, 

qua  coequatione  cum  (a)  collata  constituemus:  arctissimam  ctirvae  cum 
recta  conjunctionem,  quantitate  Ja  satis  diminuta,  eo  determinari  ut 

Ax  —  AK 
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Rectam  autem,  quae  ita  deterininaia  est,  ut  A\  id  est  tangens  trigono- 
metrica  anguli,  quem  illa  cum  axe  abscissarum  constituit,  aequale  sit 
Alf  aut  denique: 

teng  «  =  %  (*  =  «0, 

aupra  tangentem  nominavimus.  Tangentis  igitur,  quae  per  curvae 
punctum,  cujus  coordinatae  sunt  a  et  b}  eat,  aequatio  est  haec: 

y  —  6  — Jj[*  — a](«  — er). 

(Fig.  I.)  In  tangentium  definitione  tangente  trigouometrica  adhibita, 
hunc  terminum,  ut  minimam  etiam  descripti  circuli  vitiosi  suspicionem 
removeamus,  accuratissime  definiemus.  Tan- 
gentem trig.  nee  a  modis  contactus  nee  a  cir- 
culi virtutibus  dependere,  facile  intellectu.  In 
generalibus  enim  reetae  aequationibus: 

y  =  ax  +  b,    y  ^  y  =  a(x  —  x) 

qualecimque  sit  coordinatarum  systema,  (a) 

quotus  constans  est,  qui,  (ut  brevitatis  causa 

ad  figuram  regrediamur)  linea  CB  parallela 

axi  ordinatarum  per  AB  divisa,  prodit,  quem  quotum,  AB  =  1  posito, 

ipsa  linea  CB  nobis  repraesentat.     Axibus  reetangulis  supputatis: 

CBA  =  \ 

ßiigitur.  —  Circulo  soluramodo,  ad  angulum  a,  a  quo  reetae  BC  longi- 
tado  dependet,  commode  determinandum  utimur.  Lineam  praeterea  in 
fae  radü  normalem  circulum  tangere,  facile  demonstratu.  Sit  enim 
radii  cujusdam  aequatio  ad  circuli  centrum  relata: 

y  =  ax. 
Hiuc  prodit: 

y 

a  =  -- 
x 

ac  etiam,  coordinatis  puneti,  in  quo  radius  circulum  secat,  xlfyl  vocatis: 

n—   y» 

xx 

Normalis  idem  punctum  transeuntis  aequatio  est  haec: 

y  —  yl  =  al(x  —  x1) 

quam  ope  notissimae  aequationis  conditionis:  t 

aal  =  —  1 
ita  transmutemus: 

y  —  y\  =  —  f;(x  —  *«)• 
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E  circuli  aequatione,  ad  eandem  coordinatarum  originem  reducta: 

y*  -}-  o2  =  r2 

differentiando  obtinebitur: 

d  y  _ x_ 

dx***        y  ' 
Aequatio  normalis  igitur  cum  tangentis  aequatione: 

y  ~  *  ö  35 1*  =  *iK*  -  *i) 
congruit. 

10)  Be  ita  exposita,  ad  tangentium  theoriam  quae  spectant,  eo 
pervenimus,  ut  campo  geometriae  relicto,  in  quaestione  tantummodo 

analytica,  quo  modo  terminuft   ,y  intelligendus  sit7  versemur.    Ad  eandem 

quaestionem  etiam  in  altera  parte  dissertationis,  via  analoga,  definitionem 
celeritatis  reducemus.  Nam  si  licet  opinionem  nostram  particularem 
proferri,  velimus,  nos  in  omni  disciplina  a  principiis  quibusdam,  quae 
data  esse  supponimus,  profecti,  argumenta  indirecta  vitemus.  Tale 
principium  (ne  terminis,  quibus  hie  circumscripti  sumus,  excedamus), 
si  aeque  motus  theoriam  ac  altiorem  geometriam  analyticam  respieimus, 
in  legibus,  quae  analyseos  sunt  fundamenta,  ponendum  est.  Deinde, 
interpretatione  terminorum  differentialium  facta,  inter  purum  calculum 
et  ea,  quae  per  calculum  illustrentur,  connexum  quendam  (utraque  enim 
parallela  inter  se  progredi  imaginemur)  indagare  atque  persequi 
possumus. 

Tangentium  theoria  cum  calculo  differentiali  vineulis  tarn  aretis 
conjuneta  est,  ut  in  dubium  vocari  possit,  an  illa  per  hunc  aut  potius 
hie  per  illam  illustrandus  sit.  Quamquam  tangentibus  construendis 
oecupati,  geometrae  primo  ad  analysin  superiorem  pervenerunt,  nos 
nihilominus  tarnen  (nam  nulla  fortasse  theoria  analytica  nisi  e  casu 
singulari  elicita  est)  viam  inversam  persecuturi,  illam  theoriam  ut  parti- 
cularem applicationein  hujusce  calculi  considerabimus.  Sed  antequam 
de  tangentium  definiendarum  rationibus,  quae  res  explicatu  digna 
videtur,  plus  afferemus,  perpaucis  verbis,  quomodo  calculum  differentia- 
lium dispiciamus,  delineabimus. 

11)  Modus  elegantissimus  primi  coefficientis  differentialis  illustrandi 

fortasse  est  hie,  ut 

dy 
ax 

limitem  termini  ~f  dx  magis  magisque  diminutis,  constituamus.   Quem 

&  x 

limitem  clarius,  ut  nobis  videtur,  coneipi  licet,  si  transitum  esse  termini 
■  —  per  dx  =  0  ad  terminum  — ----   imaginemur   (conf.  [13]).     Sed 

&  X  ~ ■""  4j  X 
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nihilomitms   confitendum   est,  illum  limitem  («)  per  calculum  termino 
,  id  est  quoto  duarum  quantitatum  infinite  parvarum,  oninvto  aapii- 
wlentem  reperiri: 

<*x~  0  ' 
Quamquam  absurdum  ne  dicamus,  certo  nullius  monienti  esset,  si 
huic  rationi  modo  magis  philosophico,  quam  mathematico  explicartdae, 
operam  daremus,  nobis  verumtamen  licebit  singulorum  ter  minor  um 
dy,  dx  valores  (=  0),  qui  per  calculum  adliibentur,  et  porro  in  calculo 
adhibere.  At  etiam  pari  modo,  cum  per  calculum  facile  demonstratu 
sit,  omnc  differentiale  altioris  ordinis,  cum  differentiali  praecedentis 
collstnm  evanescere,  quid  nos  prohiberet  (ut  ipsis  viri  celeberrimi  verbis 
ntar):  „de  nous  servir  du  langage  et  de  la  mecanique  des  infiniments 
petits." 


Flg.  II. 


12)  Unamquamque  generalem,  quae  data  sit,  aut  etiam,  quae  dari 
possit,  tangentium  theoriam  in  aequatione: 

T>a  sive  directa  sive  indirecta,  deducenda  explicandaque  versari,  facile 
pwspectu;  imo  etiam  particulares  omnes  tangentium  constructiones,  et 
tonge  ante  adeo,  quam  novus  calculus  constitutus  sit,  datas,  ülam 
■^uationem  circumscribere,  persuasum  nobis  habebimus.  Quo  consilio 
plnribus  definitionibns  lucem  afferemus. 

13)  (Fig.  II.)    Si  brevitatis  causa  coordinatarum  initium  in  ipsum 
■wntactoa  punctum  transferimus,  aequationem  paragraphi  (0) 
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Jb  =  Ax  da  +  A24a*  +  Az4az  -}-••• 
ita: 

y  =  Axx  +  A^  +  Aza?  H 

scribere  licebit,  unde  statim  elicimus 

■J-  =  Ai  +  A%x  +  A*x*  H 

■   tangens  trigonometrica  est  anguli,  quem  recta,  a  qua  curva  pariter 

in  puncto  0  et  in  altero  puncto  A,  cujus  coordinatae  sunt  x}  y}  secatur, 
cum  axe  abscissarum  constituit.  Ad  plures  lineas  quae  spectant,  quas 
per  punctum  Ö  et  varia  curvae  puncta  M'f  M"  etc.  transducimus,  tan- 
gentes  trigonometricae  eo  propius  ad  valorem  Ax  accedunt,  quo  minus  x 
sumitur.  Pari  modo  distantia  utriusque  intersectionis  puncti  OM  una 
cum  x  diminuitur,  limes  ejus  =  0.  Habemus  enim  cordam  quam- 
cumque  OM: 


OM  —  Vx'-  +  y2  =  Vx2  +  (A,x  +  A2x2  +  Azx"  H )2 

=  x}/\  +ÄX*  +  2AX  Äix  +  Äfa?  +-"■". 

Hinc  concludemus:  limitein  secantiuin,  quarum  cum  curva  puncta 
intersectionis  inagis  magisque  appropinquant,  esse  tangentem. 

Cum,  x  negative  posito,  per  aequationes 

V  =  v(—  x)  =  —  Aix  +  Atx%  —  A*&  ^ — 

y.(=_![-^  =  i4i_^  +  ^_... 

ad  eosdem  limites  pervenirenius,  quae  ad  singulum  quem  per  figuram 
illustravimus  casum  pertinent,  imaginemur  tangentem  TT  limitem 
esse  duorum  rectarum  systematum: 

HOT,    N"Q"  etc. 
N,Q„    N„Q„  etc. 

Quod  praeterea  indc  a  puncto  0  profecti,  curvae  partes  solummodo 
consideremus,  quae  erga  axem  OX  eodem  sensu  conversae  sunt,  ex- 
presse  dicere  opus  non  est. 

14)  Inde  a  paragraphi  praecedentis  conclusionibus  plures  tangen- 
tium  theoriae,  quarum  in  sequentibus  duas  in  examen  vocabimus,  ex- 
ordiuntur.  Hunc  ad  finem  rem  ita  aggrediamur,  ut  primo  singulos 
utriusque  passus  modo  generali  indicemus. 
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(Fig.  III.)  Per  curvae  cujusdam  punctum,  quod  locum  contactus 
esse  velimus,  rectam,  quae  iterum,  sive  antea,  sive  postea,  curvam 
secet,  describamus.  Sint  enim  M  et  M'  inter- 
sectionis  puncta  atque: 

9-K*) 

curvae  aequatio,  ad  axes  rectangulos:  OX, 
OY  relata,  tum 

x'=OP,  y'  =  PM,  h  =  PP',  k  =  M'N 

sunitis,  habebimus 

PM  =  y'  =  f(x') 
P'M'=y'  +  lc  =  f(x'  +  hyi 

unde  secundum  seriem  Tayloriam  prodit: 

dx       '    1 . 2  dx%         '    1.2.3  dx%        ■ 


si   in  coefficientibus 


li~*    T~"    T^  e^c,>  e  ^ullc^01ie  primitiva  deductis, 


termino  x  valorem  x',  termino  y  valorem  y   substituimus. 

Figura  considerata,  statim  via  geometrica  intelligeinus,  triangula 
TMP  et  MM' '  N  similia  esse,  ideo, 

posito,  obtiuebitur: 

s  :  y  ss  h  :  k 
ideo: 


8 


aut  etiam  cum    -  tangenti  trigonometricae  anguli  a  aequipolleat,      * 

k  =  h  tang  a; 

quo  valore  k  in  priori  aequatione  substituto,  habebimus: 

,   .  dy  ,     .    d*y    h*      .    d3y       Ä3        , 

et  denique  utraque  hujus  aequationis  parte  per  factorem  //,  qui  omnibus 
membris  adhaeret,  divisis: 

,  dy     ,    d*y     h      .    d*y       Ä*        . 

Postremo,  Ä  =  0  posito,  ~i  7~ö>  sequentiaque  membra  evanescent; 
solum  enim  restabit: 

taug  «  »  J»  • 
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Hinc  si  placet,  elicimus  etiam 

y  y  '  dz 

s  =  —         =  — —  =  v 

tanga         dy         *  dy 
d%x 
id  est  subtangentis  valorem. 

15)  Sed  frequentissimis  in  casibus  calculo  differentiali  carere  possu- 

nius.     Sit  enim: 

curvae  aequatio,  unde  nisi  terminos  transcendentes  continet,  via  pure 
algebraica  passatim  ad  aequationes  sequentes  progredi  licebit: 

•  =  /"oo 

•  +  r*j_    k        } 

~  K~=r(x'yS*)) 

posito  deinde  h  =  0  prodit: 

*  =  f  &y) 

aut  denique,  si  ex  aequatione  y  =  f(x)  valorem  termiiii  y  in  x  elicere 
possumus: 

Viam  generalem,   quam  delineavimus,  exemplo  illustrabimus.     Circuli 
enim  notissima  aequatio  est  haec: 

#2  +  y2  —  r2  =  0 

nee  non  punctum,  per  quod  tangentem  deseribere  nobis  proposuimus, 
cujus  coordinatae  sint  x   et  y\  hocce  igitur  modo: 

#2  +  y  '2  —  r2  =  0 

determinatum  est.     Substituts  igitur 

x  +  '*   Pro   % 
y  +k   pro   y 


et  postea: 


s 


posito  ad  hasce  passatim  aequationes  inducemur: 

*)  Cum  certa  constansque  denotatio  in  calculo  sunimae  sit  utilitatis,  func- 
tioneß  cognitas  per  litteras  latinas  f}  f  etc.  functiones  autem  ignotaa  per  litteras 
graecas  qp,  <p  etc.  indicabimus. 
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x*  +  2x'h  +  h*  +  y  *  -f  2y'k  +  fc»  —  r»  =  0 
2xA  +  /**  +  2y'Ä  +  k*  =  0 


2x'A  +  Ä2  +  2  ^A  -f-  (£)  V  =  0 


(2,-  +  *>  +  (l  +  ©•)  »  -  0, 


omnibus  terminis  denique  per  Ä  divisis  ac 

Ä  =  0 
posito,  prodit  / 


2x 

+ 

8 

i 

-  =  o 

x's 

+ 

'9 

y 

=  0 

s 

— 

— 

y". 

x'  ' 

quod  facillime  geometrice  interpretandum  esset. 

16)  Ut  clarissime  in  oculos  iucidat;  quam  similis  sit  calculi  in- 
stituti  modus  coefficientis  primi  differentialis  investigationi,  diutius  hisce 
in  rebus  versati  sumus.     Re  vera  enim  aequatione: 

s  :y  =  h  :k 
in  casum  cui  convenit 

Ä  =  0 

translata  (quod  nervus  est  argumenti  praecedentis)  prodit: 

s  :  y  =  0  :  0. 

Hinc  elucet,  nos  dua  triangula,  quorum  alterum  infinite  parvum 
est,  comparasse,  aut,  si  malimus,  quotum  duarum  quantitatum  infinite 

panarum  1-=-)  quoto  quantitatum  finitarum  (— j  aequasse,  aut  denique 

kgem  continuitatis  (loi  de  continuite),  quam  magnus  geometra  basin 
^se  calculi  differentialis  voluit,  constituisse. 

17)  Calculus  ita  institutus,  cum  constructionem  geometricam  ei 
unnüscuerimus,  minus  elegans  mihi  videtur,  quam  si  viam  pure  analy- 
ticam  persequamur.  At  quidem  rem  tali  modo  tracturos,  nos  ducem 
Optimum  sequi,  nee  non  methodum  analyticam,  quam  in  sectionibus 
conicis  adhibet,  modo  generali  indicare  licebit  (Biot:  Geometrie  analyti- 
Ve)-    Quem  ad  finem: 

y  =  /"(*) 

curvae  aequatio  sit;   ideo  certum  curvae  punctum,   cujus    coordinatae 
«nit  x\  y}  ita: 

v  =  f&) 

flüeker,  Werke.   I.  2 
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determinatus     Lineae    denique,    quae    per    ipsum    punctum    transeat, 

aequatio  est  haec: 

y  —  y'  =  a(x  —  x). 

(•ombinatis  tribus  hisce  aequationibus,  obtinebitur: 

f(x)  —  f{x)  —  a(x  —  x)  =  0. 

Tangente  trigonometrica  (a)  anguli,  quem  reeta  cum  axe  abscissarum  con- 
stituit,  determinata,  varias  aequationis  radices,  aut,  aliis  verbis,  valores 
abscissae  .r,  qui  curvae  pariter  et  reetae  conveniunt,  per  calculum  elicere 
possumus.  Nos  autem  viam  inversam  secuturi  valorem  tangentis  tri- 
gonometricae  (a),  radice  x  in  aequatione  noatra  substituta,  investigabi- 
mus.     Cum  verumtamen,  hoc  posito,  quantitatis  (a),  qui  primo  nobis 

oecurrit,  valor: 

f(c)  -  f\x9) 


a  = 


X  —  X 


ad  torminuni  --  reducatur,  ut  verum  hujusce  tormini  valorem  indagemus, 

artiiicio  analytico  utamur,  oportet. 

18)  Docet  enim  algebra,  primo,  unaquaeq\ie  aequatio,  cui  radicem 
x  =^  x  satisfacere  velimus,  per  factorem  (x  —  x)  dividi  possit,  deinde 
et  acquationi,  quae  per  divisionem  prodeat,  valor  radicis  x  =  x'  con- 
venifit,  necesse  esse.  In  quibus,  si  ad  aequationem  nostram  trans- 
feruntur,  methodus  aequationis,  per  quam  quantitas  (a)  determinatus 
obtinendae  nititur. 

Sed  statim  parabolae  scilicet  superioris  ordinis  aequationem  sim- 
plicissiniam:  y*  =  px  traetantes,  exemplo  utemur  (nee  ea  enim,  quae 
Biot  1.  c.  §§  107,  127,  167,  193  exposuit,  repetamus  .    »Sint  igitur  eodem 

tempore: 

y>  =  px 

y Ä  =  px 
y  —y =  a{x  —  x). 

Üuabns  prioribus  colkitis  aequationibus,  elicitur: 

y*  —  y'*=p(x  —  X) 

quod,  cum  e  tertia  aequatione  derivetur  etiam: 

y  ^y'+a(x  —  x), 
ita  trausmutabimus: 

(?/'  -f-  a[%  —  oc])s  —  y 3  =  p{x  —  x) 
3y'2a(x  -  x)  +  3y  a\x  -  xj  +  a\x  -  x)*  —  p(x  —  x)  =  0. 
Qua  aequatione  per  (x  —  x)  divisa  obtinebitur: 
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radice  x    quantitati  x  substituta,  prodit  denique: 

3ny8— jp  — 0 

„_  JL." 

Casus,  qui  calculum  differentialem  exigunt;  aequatioue  generali 

fl?)  —  f(x)  =  a(x-x) 
in  exauien  vocata,  detenninare  facile  est.    De  brevi  denique  inter  alge- 
bram   et   analysin  superiorem  limite   pluria  afferri  liceret,  quod  vero, 
statim  tertiam  tangentium  construendarum  methodum  aggressuri,  mis- 
sum  faciamus. 

19)  E  definitione,  quam  supra  (13)  dedimus,  tangentem  secantium 
limitem  esse,  quaiiim  cum  curva  intersectionis  puncta  sibi  appropin- 
quent,  et  argumento  absque  elucet,  omnem  rectam,  quae  punctum  quod- 
dam,  intra  tangentem  et  curvam  situm,  cum  puncto  contactus  con- 
jungat,  curvam  secare.  Quod  vero  pronuntiatum,  via  analytica,  distinc- 
tius  confirmabimus. 

Si  iterum,  brevitatis  causa,  originem  coordinatarum  in  ipso  con- 
tactu  ponimus,  curvae  et  taugen tis  aequationes  haece: 

y  =  Atx  +  A%x2  +  A3x*  H 

y  =  Atx 

prodeunt.    Alia  rectae  coordinatarum  originem  transeuntis  aequatio  est: 

y  =  Alx. 

Quod  si  deinde  rectam  per  punctum  quoddam  (cujus  abscissa  est  x) 
intra  curvam  et  tangentem  situm,  descriptam  esse,  supponimus,  tum  Al 
limitibus  Ax  et  {Ai  +  A2xl  +  Azx'*  -f-  etc.)  circumscribitur.  Scriba- 
nrns  igitur, 

m  >  n 
posito: 

A*  =  Ax  +  l  (A2x  +  Asx*  +  ■  •  •) 
uude  prodit  rectae  aequatio: 

V  =  [_A  +  £ {A%*  +  A*'*  H — )]* 

quam  si  ad  puncta,  in  quibus  cum  curva  congruat,  determinanda  cum 
hujusce  aequatione: 

y  =  Ayx  +  Atx2  +  A3x3  -f-  •  •  • 
combinamus,  obtinebitur: 

[A+  1{A,x'  +  ABx*  +  ...)]*-  Axx  +  A2x*  +  A,x>  +  . .  ■ 

unde  derivabimus: 

2* 
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A2X  +  ASX*  + 


F(x) 


I  \ 


n 
m 

n 
m 


(A,x  +  Asx*  +  •  •  •) 


F{*). 


Hinc  sequitur,  cum  soliun  functiones  algebraicas  inter  oculos  habeami 
aliquam  aequationis  radicem  (omittamus  enim  an  plures  radices  aequ 
tioni  satisficiant)  inter  limites  0  et  x  contineri.  Quod  in  lingua 
geometricam  translatuni,  ita  pronuntiaremus,  omnem  rectam,  qu 
punctum  quoddam  intra  curvam  et  tangentem  situm  cum  contadr 
utriusque  lineae  puncto  conjungat,  curvam  secare. 

20)  (Fig.  IV.)     Inde  a  generali  hoc  pronuntiato  profecti,  via  i 
directa   sed   satis   eleganti    (licet   enim    et  hie  magistrum  sequi    op 

mum)  tangentium  theoriam  expon 
mus.  Sed  ne  res  inutile  compliceti 
duos  casus  singulatim  illustrabimi 
Curvae  M1TM",  per  aequ 
tionem 

V  =  f\?) 
coordinatis  reetangulis,  datae  parte 
MM'y  eodem  sensu  erga  axem  0 
X  conversam  (quod  MM'  satis   par 
posito  semper  statui  licebit)  com 
deremus,  et  quidem 
I.  MM'  erga  axem  OX  convexam  esse  ponamus.    Curva  deinde  i 
determinata  in  puncto  M  cum  reeta  TMm>  cujus  aequatio  sit: 


-'■'  -^ 


T 


0 


P' 


Fig.  IV. 


congruat;  tum;  si 


m 


y  =  mx  +  n 


(0P=a  posito)  curvam  MM'   in  puncto  M  reeta   TM  tangi,    coi 

stituamus. 

Argumentum.     Reeta  TMm,  quae  ordinatam  MP  secat,  sat  pr< 

longata  parallelam  etiam  M'P'}  quam  ex  altero  curvae  puncto  M'  no 

malern  in  axem  OX  demittamus,  secabit.    Quod  si  factum  in  puncto  : 

ponimus,  omnia  reetae  M' P'  puneta  intra  M'  et  m,  pari  modo  et  inti 

curvam  et  rectam  TMm  sita  sint,  oportet.    Si  igitur  rectam  illam  TM \ 

tangentem  esse  velimus,  reeta  Mm,  quae  punctum  quoddam  (m)  linet 

M'm  cum  puncto  M  conjungit,  inter  M  et  M'  curvam  secet,  necesi 

est.     Gui  conditioni 

m  =  Ax 
posito  satisfaciemus. 
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Nam  si  contrarium  ponimus,  quamvis  proxime,  recta  TMm  locum 
suum  tenente,  puncta  M  et  M'  sibi  accedant,  semper  tainen  • 

P'M'—  P'm 

quantitas  positiva  sit,  oportet.  Quod  vero  illis  sub  conditionibus  fieri 
non  posse;  facile  demonstratu.  PP'  enim  h  nominato,  quiscunque  sit 
situs  alterius  puncti  M',  seinper  tarnen  habetur: 

PM'=f(a  +  h)  =  f(a)  +  Äxh  +  A^  +  A$h*  +  •  • . 

Porro,  si  rectae  Mm'  aequatio  sit  haec: 

y  =  ilx  +  v 

(cum  angulus  NMm'>  NMm  atque  rectae  Mm  et  Mm  utraeque  per 

punctum  M  transeant): 

(i  >  m 

et  pari  modo  cum  m  =  Ax : 

obtineri,  necesse  est.     Habebitur  autem: 

P'm'  =  fi(a  +  h)  -\-  v 
et  denique  differentia: 

FM'-  P'm  =  f(a)  -  faa  +  v)  +  (At  —  /i)Ä  +  A2h2  +  A9h*  +  • . . 

aut  etiam,  cum  f(a)  —  (pa  +  v)  evanescat: 

P'M'-  P'm'=  (At  -  f*)*  +  A^h*  +  AJi*  H 

Quam  parve  igitur  h  ponatur, 

(4  -  fi)h  +  A,h*  +  Ash*  +  ■  ■■  >  0 

eiigitur;  cui  conditioni,  cum  h  tarn  parve  sumi  liceat,  ut  omne  seriei 
membrum  summam  omniurn  sequentium  superet,  satisfieri  non  potest. 
Tum  enim  primi  seriei  termini  signum  signum  totius  seriei  indicat; 
qui  terminus  autem,  cum 

(*>  Ai 

habeatar,  negativus  sit,  oportet. 

Hinc  statim  elucet,  curvam  intra  puncta  M  et  M'  recta  iterum 
^cari.  Quod  cum  pari  modo,  in  omni  recta,  quae  punctum  quod  vis 
rectae  M'm  cum  puncto  M  conjungit,  obtinuerimus,  recta  Tnt,  secun- 
duin  definitionem,  quam  supra  dedimus,  curvam  in  puncto  M  tangit. 

II.  (Fig.  V.)  Curvam,  quae  partem  suam  concavam  axi  abscissarum 
Vertat,  consideraturi,  priori  definitioni  nonnullas  tantum  mutationes 
«dannis,  necesse  est.     Sint  iterum 

c^vae  M M '  et 

y  =  mx  +  n 

m 

y  =  fix  +  v 
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rectarum  Ttn  et  Mm'  aequationes,  tum  vero,  via  analoga  ut  supra: 

iftx) 


/*< 


dx 


[x  =  ä]  <  Ax 


Fig.  V. 


habebitur,  et  nisi  recta  curvam  intra  puncta  M  et  M'  secat,  quai 

TliftiPTTl  * 

Pm'-  PM'=  ([i  -  Ax)h  —  A2h*  -  Azh* 

(quisque  termino  h  substituatur  valor)  positivam  esse,  sat  apparebi 
Cum   vero   h   satis  parve  posito  contrarium    obtineatur,  recta   Tm  c 

hie  curvam  in  puncto  M  tangit. 

21)  Cum  satis,  ut  videtur,  persui 
sum  nobis  liaberemus,  omnes  tangei 
tium  definitiones  eundem  finem  (a  qu 
nos  exordiri  conati  sumus)  circumscr 
bere,  longum  esset,  ut,  tribus,  quae  rei 
de  diversis  partibus  aggrediuntur,  the< 
riis  delineatis.  diutius  liisce  in  rebus  vei 
saremur,  nee  non  aliis  definitionibus  particularibus  lucem  afferremu 
Sed  antequam  viam  seriei  Tayloriae  interpretandae,  quam  diu  reliquimu 
persequamur,  videamus  et  haec. 

Quae  ad  reetam  speetant,  tangens  trigonometrica  Al7  quavis  al 
scissa  sumta,  nullo  modo  mutatur;  et  vice  versa  illa  cujusvis  linea 
cujusvis  linearum  systematis  pars,  quae  pro  omnibus  variabilis  x  val( 

ribus  ei  convenientibus  ita  determinatur,  ut    •  -   aequalis  sit  constant 

ff  tlr 

reetae  aequivalet.     Nunc  autem  si 

dy  —  A 
Tx  T    x 

habemus,  seeundum  id,  quod  (11)  pronuntiavimus,  curvae  parti  J, 
quae  coordinatarum   differentialibus  dy,  dx  respondet,  recta  substiti 

potest.     In  omni  autem  curva  continua,  ut  ^  -  funetio  sit  variabilis  i 

tangentis  erga  axem  situs,  x  et  minime  tantum  mutato,  variabit.  Hii 
ideo  Leibnitii  prineipium  emanat,  „figuram"  —  ut  ipsis  viri  celebe 
rimi  verbis  utar  —  „curvilineam  censendam  esse  aequipollere  polygor 
infinitorum  laterum;  unde  sequitur,  quidquid  de  tali  polygono  demo: 
strari  potest,  sive  ita,  ut  nullus  habeatur  ad  numerum  laterum  respectu 
sive  ita,  ut  tanto  magis  verificetur,  quanto  major  sumitur  laterum  num 
rus,  ita  ut  error  tandem   fiat  quovis  dato  minor:  id  de   curva  posi 

pronuntiari."    Acta  eruditorum  MDCLXXXIV.*) 

_  —     _ .  • 

*)  Si  inde  ab  hoc  pronuntiato  exordiremur,  tangentium  definitio  per  se  nol 
oecurreret.    Sed  nee  diutius  hisce  in  rebus  yersemur;  sufficit  enim,  ut  hie  qu 
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Quamquam  hoc  principiuin  non  in  capite  geometriae  analyticae 
poneremus,  saepius  tarnen  idoneum  mihi  videtur,  ut  ea,  quae  via 
solummodo  analytica  investigata  sint;  clarius  ante  oculos  ponantur; 
quod  verbi  causa  in  mechanica  cum  utilitate  fieri  licet.  Haec  vero 
nunc  relinquemus,  cum  deinde  locuin,  quem  illud  pronuntiatum  in 
analysi  occupat,  distinctius  determinari  liceat. 

22)  Brevitatis  causa  origine  coordinatarum  in  ipsum  contactus 
punctum  translata,  nee  non 

4»  ""d*»i".s'.»(af,E"0) 

et  sie  porro  suintis,  aequatioiiem  liabuimus  haue: 

y  =  AtX  +  Atx*  +  A^x3  +  •  •  •  =  /'(*) 

quam  contemplari  in  sequentibus  continuabimus. 

Evauesceutibus  A,,  Aa  seqaentibusque  coefficientibus,  aequatio 
nostra  in  simplicissiinain  haue  formam: 

y  =  Axx 
reuueitur,  unde  prodit: 

Ax  -  y  ■ 

1  X 

Tum  etiam  terminus  .1,  nullo  modo  cum  variabilis  x  valore  connectitur, 
Jta  ut  seinper  habeatur: 

A*       dx 

dy 

~jz  autem  constante,  aequatio: 

y  =  m 

reetae  convenit. 

23)  Si  vero  et  sequentia  accedunt  membra: 

y  =  Axx  +  A^x2  +  A.,xs  H 

tarn  quotus 

V-  =  A  +  A2x  +  Azx*  +  •  •  • 
Honnisi  x  =  0  ponitur,  valorem  coefticientis  Ax  indicat.     Quo  in  casu 

dy 

^  ftmetio  est  variabilis  jc7  unde 

y  =  f{x) 
fltfvae  obtinebitur  aequatio. 

qne  cognoscamus,  nos,  termino  -=■-  quoeunque  modo  circumscripta,  genoralem  tan- 

ox 

gentium  theoriam  jam  quasi  constituisse. 
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Si  coefficiens 

cum   variabili  x  non    connectitur,   ita  ut   j  -  ,   constans  fiat,   meinbris 

sequentibus  seriei  evanescentibus,  habebitur  solum: 

y  =  Aix  +  A2x2. 

Brevitatis  causa  Ax  =  0  sunito,  aut  aliis  verbis,  axe  abscissarum  ita 

constituto,  ut  cum  tangente  in  origine  coordinatarum  congruat,  aequatio 

nostra  ita  transmutabitur: 

y  =  A2x- 
unde: 

prodit. 

24)  Sed    antequam    hoc   persequainur,    curvae,    qua    occupamur, 
aequationem: 

investigabimus.     Posito  enim: 

—^  =  constanti  =  26 

integrando   obtinebimus : 

-^  =  2bx  +  const. 
ax 

cum  vero  '-     una  cum  x  evanescere  constituamus: 
ax 

const.  =  0 

prodit.     Aequatione 

P-  -  2bx 

ax 

iterum    integrata,   nee   non  constante,    cum  y  et  x  simul   evanescant, 

omissa,  habebitur: 

y  =  bx2 

(quae,  ut  cum  yulgari  parabolae  aequatione  y2  =  2px  congruat,  sufficit, 

ut  axes  coordinatarum  commutemus,  atque  pro  b  scribamus       ].    Habe- 
mus igitur 

y  =  hx2==  ft—  x2 

x2  =  2py  ~ 
aequationem  parabolae,  cujus  Vertex  punctum  contactus  est. 

25)  Quae  ad  reliquas  speetant  curvas  omnes,  l-r\  est  funetio  varia- 
bilis  x,  atque  ex  aequatione: 

y  =  A2x*  +  A^x*  +  A^  H 

derivabitur: 
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*■  =  A%x  +  A^  +  A4x*  H 

quotus  qui  quanto  magis  x  diminuitur,  eo  magis  ad: 

?/-    =   AaX, 

x  x    ' 

cujus  limes: 

lim.  -y-  =  0 
x 

accedit;  aut  denique  x  infinite  parvo: 

x  =  dx(x  =  0)  =  dx0 

supposito,  obtinebitur: 


dx. 


=  A2dx0  +  A$dx02  + 


Tunc  yero  omne  seriei  membrum  cum  praecedente  collatum,  evanescit; 
neglectis  igitur  A&dx02  ceterisque  membris,  prodit  solum: 

a  -  *** 

**  ... 

fa  pro  analogia  tangentem  trigonometricam  anguli  o,  quem  tangens 

cum  curva  constituit,  nominabimus  (nee  vero,  nos  angulum  «o  in  ipso 
contactus  puncto  metiri  obliviscamur).     Scribamus  igitur: 

tang.  <o  =   ±j  g  (*  -  0) . 

26)  Ut  clarius,  quidquid  de  angulo  contactus  sentiendum  sit, 
appareat,  rem  modo  quam  maxime  generali  considerantes,  viae,  quam 
paragrapho  praecedenti  inivimus,  lucem 
afferemus. 

(Fig.  VI.)  Duae  reetae,  quae 
P08tquam  in  puncto  quodam  congru- 
eruDt,  disgrediuntur,  angulum  consti- 
tount.  Qui  angulus  quanam  ratione 
Vla  geometrica  definiatur,  nos  tri- 
gonometricam denotationem  secuturi 
ponemus 

CAB  =  a=      .       , 

d  est,  angulum  esse  quotum  (numerum)  qui  arcu  per  radium   diviso, 
obtinetur.    Cum  vero  quoti 


A 

P           2> 

Fig.  VI. 

arc.  :pq 
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pq       p  q 


Ap"     Ap" 

queiiiuam  radium  suniamus,  aequalcs  sint,  valorem  anguli  «  in  ipsum 
verticeni  translatum  imaginari,  nobis  licebit.  Pari  modo  nil  interest 
in  quanara  a  vertiee  distantia  lineas  trigonometricas  metiainur,    ita  ut 

exempli  gratia 

,  pm         p'm  p"m" 

habeatur. 

(Fig.  VII.)     Aliter,  quae   ad  angulum   contactus   spectant,    res  se 
habet.    Quotus  enim,  qui  utriusque  lineae  distantia  mp  (quanam  ratione 

constanti   eam    metiamur)    per   distantiam 
m  puncti  (p)  a  puncto  contactus  (A)  divisa, 

obtinebitur,  functio  est  hujusce  distantiae 
(Ap).  Quod  brevissimuni  est,  distantias 
utriusque   lineae,    ope    ordinatarum,    quas 


77t  S 


A 


J'    /'    P  pro  analogia   tangentes  nominemus,   men- 

g"  suri  sumus,  tum  enim  habebimus: 

p  m     p  m      p"  m" 
Ap      Ap        Ap 

tangentes  trigonometricas  anguli  CAB(=  «),   quae  quanto  minus  Ap 

ponitur,  eo  magis  limiti  =  0  accedunt.    De  anguli  nostri  magnitudine 

igitur  non  aliter,  nisi  ad  certani  a  vertiee  distantiam  relata,  sententiam 

ferre,  atque  oinnino  angulos  contactus,  cum  natura  sunt  plane  diversi, 

nullo  modo  cum  angulis  communibus  comparare  possumus. 

27)   Plerumque   verumtamen    anguli  contactus,  ut  inter  se    com- 

parentur,   in   ipso   vertiee,   via   analytica,   determinari   solent.     Quem  - 

ad  fineni 

tang.  <d  =  A2dx  +  Azdx*  -f-  •  •  • 

deduximus,  cui  aequationi,  neglectis  infinite  parvis  superiorum  ordinum .. 

tang.  ra  =  A2dx 

substitui  licet;  id  est,  ut  supra  vidimus,  angulus,  quem  curva  quaedam- 

cum   tangente  constituit,  angulo   contactus,   qui  parabola  communi  et 

tangente  includitur,  aequipollere  censendus  est.  (Fig.  VIII.)     E  parabo— 

lae  aequatione  enim 

2p  y  =  x2 

(ut  viam  inversam  ineamus),  statim  derivabitur: 

V     \  =   x  . 

x      \  2p' 

tang.  co ' 

Talern    angulum   co,    qui,    si    in  ipso   vertiee  eum   metiniur   (ita    enim. 
determinatus  saepius   in   calculo    adhibetur)    quantitati   infinite  parvae 
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primi  ordinis  respondet,  angulum  contactus  primi  ordinis  vocabimus. 
Lex  praeterea,  secundum  quam  ejus  tangens: 


tang.  <o  = 


x 
2p 


erga  verticem  diniinuitur,  in  oculos  iucidit. 

28)  Sed  alia  etiara  via  angulos  contactus  inter  se  coinparare,  nee 
non  eorum  valores  finitos  in  calcu- 
lum  introducere  possemus.  Nam  si 
eos  in  certa  distantia  x}  quae  uni- 
tas  ponitur,  metiri  conveniremus, 
denotationem  praecedentem  adhi- 
bentes,  haberemus: 

tang.  cd  =  A^x  =  A2. 

(Fig.   VIIL)     Terminus    At    igitur 

(quem,  OP  =  1   posito,   reeta  FM 

repraesentat)  tangens  trigonometrica 

anguli  contactus,  ad  abscissae  unitatem  relati,  nominari  licebit.    (Tali 

modo  in  mechanica  vires  acceleratrices  determinantur.    Cf.  (43.)) 

29)  (Fig.  IX.)  Valorem  anguli  contactus  infinite  parvi  primi 
ordinis  ope  Leibnitii  prineipii  in  figura  ante  oculos  positu,  nee  non 
deinde  via  geometrica   deduetu,   facile 

erit.  Nam  si  Om,  mm,  mm'  curvae 
elementa7  polygonum  constituentia  nobis 
significant,  tum  OX  (quem  axem  esse 
abscissarum  ponimus)  curvam  tangit, 
atque  m'mp  =  a  angulum  contactus, 
qui  supplementum  est  anguli  polygoni 
Omni    ad    n,   designat.      Habemus   ad   haec: 


O 


Fig.  IX. 


tang.  cd  =  - 


m  p 


mp 


et  cum,  0p  =  2dx  posito,  mp  =  (Fy  prodeat  (conf.  Lacroix,   Traite 
du  calc.  diff.  et  integr.  I.)  pari  modo 


tang.  co 


d?y 

dx 


.  — * 


) 


*)  Quod  re  vera  cum  prioribus  consentit.    Nam  quod  altera  aequationis  pars 

factore  - — -    careat,  nullius  momenti  est,  cum  qnantitates  infinite  parvas   ante 

oculos  habeamus,  quas  eolummodo  cum  quantitatibus  ejusdem  generis  comparare 
licet.    Ad  angulum 
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30)  Ideo,  si  angulus  in  ipso  vertice  consideratur,  oinnino  angulo 

rectilineo  infinite  parvo  aequipollet.     Quibus  praemissis   valorem  ejus 

indagatum: 

tang.  o  =  A2dx 

et  in  alias  formas  reducere  licet.     Primo  seriei  notissimae: 


tang.o      .    tang.o' 


•  WHIIK  •  UV  ■  1/UIUBL .  UV 

a  =  tang.  o  —  -™t 1 ® « •  • 

o  o 

—  A2  dx  —  4l  dxz  +  ^dx5 


ratione  habita,  intelligemus,  neglectis  solummodo  quantitatibus  infinite 
pafvis  tertii  ordinis,  tangenti  ipsuai  angulum  substitui  posse,  ita  ut 
obtineatur: 


a  =  A2dx. 


Docet  deinde  aequatio  (ds  differentiale  arcus  nominetur): 

,    /,    .     1  d«'         1  dy*    .  \ 

cum   propter  axiiun   situm   -j-'-  sit   infinite   parvuni,    licere   etiam  pro 
differentiali  abscissae  differentiale  arcus  in  calculo  adhibere,  ideo: 

Denique  secundum  notam,  quam  paragrapho  praecedenti  adjecimus, 
nil  obstat,  quominus,  factore        suppresso  ubique  aequatione: 


(O 


(*"■«■- iTito) 


figura  designandum  sufficit,  ut  angulo  m'mp'  angulus  JVOX  substituatur,  tum  enim 

tang.  NOX=    -\    =  ^—r   ,  J  • 
e  op  1 . 2  dx 

Omnino  in  quantitatibus  infinite  parvis  denotandis  vugi  quid  et  arbitrii  est,  quod 
vero,  si  eadem  denotatione  ubique  utamur,  nil  detrimenti  fert. 
Res  praoterea  s  üb  tili  discrimine  nititur  inter  aequationes 


-» *«  x 


et: 


y  (y  -  o) . 

x  \x  =—  0/ 


quae  utraeque  ex  communi  aequatione: 

y  =  A^x* 
elici  posaunt.    Conf.  et  pars  mech.  (48). 
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d*v 

cq  =  2A2ds  =  j^  (x  =  0)ds 

utamur. 

31)  Anguli  contactus  valorem,  quem  modo  constituimus,  quae  ad 
circulum  spectant,  investigabimus.  Circuli  enim  aequationem  ad  axes 
rectangulos,  quorum  alter  abscissarum  cum  tangente  congruat,  ita  scili- 
cet,  ut  punctum  contactus  coordinatarum  initium  sit,  relatam,  talem  esse: 

rr2  =  2ay  —  y2 

(a  circuli  radium  significat)  facile  intellectu,  si  tantum  figuram  ante 

mentem  habeamus.     Qua  aequatione  bis  difFerentiata,  reductione  facta, 

atque  denique: 

z  =  0,    y  =  0 

positis,  passatim  prodit: 

xdx  =  ady  —  ydy      dy  =  (g  *     )  dx 


dx*  =  acPy  —  ycPy  — 


dy2 

\a  —  y/ 


Ideo: 


CO 


dx2  =  a(Py 


d» 


-s5(*-0)*-=r 


Qui  valor,  quidquid  circuli  punctum  consideretur  (cum  omne  coor- 
dinatarum originem  esse  statui  licet)  nullo  modo  mutatur. 

32)  (Fig.  X.)    Quod  idem  per  se-  _ 

quentem,  quam  dare  conaturi  sumus, 
demonstrationem  geometricam,  a  poste- 
riori obtinebitur.  Etenim  statuentibus 
nobis,  radium  CM  (quodcunque  sit 
punctum  M)  curvae  esse  normalem,  cir- 
culi natura  satis  determinata  est.  Posito 
igitur,  duas  rectas  CM  et  CM'  e  centro  T- 
C  in  fines  cordae  MM'  demissas,  huic- 
ce  cordae  esse  normales,  ita  ut  habeatur: 

Cl/3I'=y,    CM'M*=\> 

tum  corda  MM'  circidi  elemento  aequipollere  censenda  est.  Adhunc 
si  rectam  MT  circulum  MM' M"  in  puncto  M  tangere  jubemus, 
angulus  M'  MN  angulo  contactus  aequivalet. 

Quibus  praemissis,   quidquid  igitur  ope  conclusionum  geometrica- 
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rum   de    angulo    rectilineo    M*MN   obtineatur,   de   angulo    contactus 
etiam,  quem  circulus  cum  tangente  constituit,  pronuntiare  poteremus.  — 
CMN  angulus  est,  quem  radius  CM  in  puncto  M  cum  tangente, 
et  ideo  cum  curva  constituit,  igitur: 


n 


CMN=  i-  • 


Pari  modo  cum  MM'  elementum  rectilineum  circuli  sit,  angulus  etiam, 
quem  radius  CM'  in  puncto  M'  cum  curva  constituit: 


unde  sequi  tur: 
deinde  cum: 


obtinebitur 


CM'M=-?- 

CMN  =  CM'M 

CM'M=  M'MC  +  M'CM 
CMN  =  M'MC  +  MMN 


MMC+  M'MN=  M'MC-\-  M'CM 

M'CM 

M'M 
\  CM 

du 
« 


MMN 

<0 


Nervus  argumenti  in  oculos  incidit. 

33)  Cum  a  voluntate  nostra  dependeat,  angulo,  quem  circulus  cum 
tangente  constituit: 


o  = 


ds 


a 


mutato  circuli  radio  (a)  quem  placet  valorem  contribui,  satis  apparet, 
angulo  contactus  primi  ordinis,  quem  curva  qualiscunque  cum  tangente 
constituit,  angulum  contactus,  circulo  cuidam  convenientem,  substitui 
Heere.  Quem  circulum  difficultate  absque  determinabimus.  Intelli- 
gemus enim,  cum  in  investigando  anguli  contactus  primi  ordinis  valore 
coefficientes  differentiales  seeundo  superiores  plane  neglexerimus,  cir- 
culum illum  (si  per  y'=  f(x)  curvae,  per  y  =  f(x)  circuli  aequationem 
designamus)  eo  indicari,  ut  cum  curva  in  hisce  terminis: 

x  =  x     fix)  =  f(x) 

df(x)  _  df(x) 
dx' 


dx 

d?ßx) 
dx* 


d*f{x') 
dx* 


congruere  oporteat.    Talem  circulum  osculatorem  vocamus,  atque  radius 
ejus  in  geometria  analytica  ita: 
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(dx  f  +  dy  »)* 
ys=*       dxd*y 

constituitur.     Habebimus  igitur  denique,   si  y  radiiim  quendam  curva- 
tiirae  nobis  significat: 

,  ds 

ang.  cont.  o  =  —  — 

Nescio  an  in  quibusdam  de  geometria  analytica  libris  de  angulo  con- 
tactus  copiosius  disertum  sit.  Plerumque  veruintamen  in  mecbanica  aequa- 
tio,  quam  modo  constituinius,  adbibetur,  nee  non  ita  scilicet,  via  diversa, 
ope  Leibnitii  prineipii  investigatur:  „Poisson,  Traite  de  mecanique  154." 

34)  Postquam  in  seriei  generalis: 

4b  —  Ax4a  +  A24a?  +  A^a*  +  A^aK  ^ 

prioribus  coefficientibus  interpretandis  explicandisque  diutius  versati 
sumus,  id  quod  adhuc  nobis  restat,  celerius  absolvemus.  Connexu 
terminorum  Al9  A%  cum  angulis  diversi  generis  indagato,  ut  videamus, 
an  non  et  sequentibus  seriei  coefficientibus  Az,  A±  etc.  anguli  respon- 
deant,  res  nos  exhortatur.  Ite  vera  nimiruin,  quod  statim  cognituri 
siinius,  ad  angulos  ordinum  altiorum  (si  bisce  licet  verbis  uti)  reducemur. 
Prinio  ut  sequentia  seriei  membra  evanescant,  terminus 

A    l       d*y  ,    v 

non  a  valore  (a)  dependeat.    Tum  etiam  exigitur,  si  per  c  constantem 
designanius: 

(Py  __ 
dx»~  C 

unde,  c7  c \  ('"  alias  constantes  indicantibus,  paulatim  prodit: 

y  -fff*i  =fffcd3? 

—  I  I  cxdx2  -f-  f  f  c'dxr 

=  C—  cx2dx  +  ic'xdx  +  Cc'dx 

=  2~3  CX    +   2   C  X    +  C   X  +  C    ' 

Si,  ut  jam  supra  feeimus,  coordinatarum  initium  in  punctum  contactus 
transferinius,  nee  non  tangentem  cum  axe  abscissarum  congruere  jube- 

d  ti     • 

mus,  tum  y  et  -,-    simul  cum  x  evanescentibus,  babebitur  solum: 


dx 

y  =  ^  x»  +  -9  x 


2    3' 
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35)  (Fig.  XL)    Quae  ad  casum  particularem  spectant,  ut  et  ~-t 

una  cum  x  evanescat,  aut  aliis  verbis,  ut  nullus  sit  angulus  contactus 

primi  ordinis,  aut  denique,  ut  radius 
curvaturae  infinitus  fiat: 


y  = 


(dx%  +  dytf 


dxd*y 
ds    ds*  /  A\  1 


habebitur: 


y 


2.3 


0? 


parabolae    tertii    ordiuis    aequatio. 

Secundum  conclusiones,  prioribus 
analogas,  valorem  anguli,  quem  talis  parabola  cum  tangente  consti- 
tuit  ita: 


O 


dxx 


aut  si  malimus  ita  etiam: 


'  *        9  Co 

(o  =  A*x  = x~ 

8  2.3 

determinabimus.  Si  talem  angulum  iu  unitate  a  vertice  distautiae 
(quae  ut  supra  in  tangente  sumatur)  metimur,  priorem  denotationem 
secuturi,  obtinebimus: 

Si  vero  in  ipso  vertice  ope  terminorum  analyticorum  ejus  valorem 
constituere  velimus,  tum  emanabit: 

»'-2  «-£«•-<»• 

Qui  angulus  erga  verticem  rapidius  diininuitur,  quam  angulus  con- 
tactus primi  ordinis  a>,  ita  quidein,  ut  in  ipso  vertice  cum  eo  com- 
paratus  infinite  parvus  fieri  censendus  sit. 

36)  (Fig.  XII.)  Generaliter  autem  hicce  angulus  alia  sub  forma 
nobis  occurret;  etenim  non  curva  et  recta,  sed  duabus  curvis,  nimirum 
curva  tertii  ordinis  et  parabola  communi  inclusus,  apparebit.  Sed 
brevitatis  causa  figura  adspiciatur;  angulus  MOQ  scilicet  constituitur 
per  curvain  OM,  cujus  aequatio  secundum  (34)  est: 

J         2 . 3  '      2 

c 

et  per  parabolam  OQ  cujus  parametrum  =  --• 
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Ad  valorem  talis  anguli  finitum  constituendum,  conveniatur  de  ratione 
certa  et  constanti  ejus  metiendi,  oportet.  Hunc  ad  finein  exempli  causa 
ordinatarum  partes  intra  curvam  et  parabolam  MQ9  M'Q'  etc.: 


2.3 


0? 


quae  eodem  modo  ut  coordinatae  paragraphi  praecedentis  erga  yerticem 
diminuuntur,  in  certa  a  vertice  distantia  determinari  possunt.  Quod 
vero  multis  ezpoui  hie  longum  esset. 

37)  Via,  quam  indieavimus,   perrecturi  infinitos  ordines  diversos 
angulorum  indagaremus,  quorum  valores  in  vertice  ita  constituere  licebit: 


OL 


m 


tr 


>  areftang 
d*£ 


dy 
dx, 


);      *>  = 


<Py 

dx7 


&  = 


&*-  *  = 


d*y 

dx 

<Ty 

dx 


Qui  anguli  generaliter  per  duas  curvas,  quarum  aeqnationes  sunt: 

y  =pX*  +ptXn-1  +P2Xn-*  -\ h  J}n-\X  +  pn 


y 


Pl* 


n— 1 


+  p%X*-%  -\ 1-  Pn-lX  +  p, 


includuntur,  nee  non;  quae  ad  casum  particularem  speetant,  per  para- 
bolam ordinis  n: 

y=px* 

et   per  reetam,  quam  azem  abscissarum  esse  jubemus. 


38)  Antequam  partem  geometricam  relinquamus,  breviter  tantum- 
modo  quatenus  ea,  quae  hueusque  exposuimus,  multarum  applicationum 
fundamenta  sint,  attingemus. 

(Fig.  XII.)  Ope  angulorum  contactus  curvam  quamlibet,  funetionis 
f(x)  instar,  seeundum  exponentes  variabilis  x  evolutae,  in  seriem  cur- 
varum  explicari  licet.    Vice  versa  quoque  de  curvis  inferioris  ad  curvas 
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f(x)  dx 
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superioris  ordinis  ascendentes,  curvae  cuidam,  cujus  aequatio  idoneis  ter- 
minis  haben  non  potest,  quam  proxime  appropinquare  poterimus. 

Ita  exempli  gratia,  si  seriem  (quam,  denotatione  terminis  jam 
supra  adhibitis  accommodata,  e  „Lacroix:  Traite  etc."  transscribamus) : 

"  _  )  =  AJa  +  A,Ja9  +  A^Ja*  +  Az4aA  +  •  .  - 

ad  curvarum  quadraturam  applicamus,  curvae  cujus  aequatio  est: 

y  -  /"(*) 

paulatim  rectam,  axi  abscissarum  parallelam,  deinde  tangentem,  tum 
parabolam,  tum  curvam  tertii  ordinis  et  sie  porro  substituimus. 

Quod  distinetius  adhuc  in  construendis  aequationibus  differentiali- 
bus  apparebit.     Nam  si  aequationem: 

in  curvam  vertere  velimus,  pro  ejus  limite  polygonus  Leibnitianus  nobis 
oecurret.     Aequatio  differentialis  seeundi  ordinis 

*  &.  % ».  •)  -  ° 

ad  polygonum  infinitorum  laterum  parabolicorum  (quibus  etiam  arcus 
circuli  substitui  licet)  reducit.  —  Similis  rei  demonstrandae  ratio 
denique;  si  ad  prima  rudimenta  regredimur,  systematis  geometriae  ana- 
lyticae  quod  illust.     Monge  exposuit,  basis  est 

Pars  Meohaniea. 

39)  Si  duo  corpora  (M,  N)  potentiis  quibusdam  compelluntur, 
spatia  percurrunt,  quae,  certis  limitibus  circumscripta,  inter  se  com- 
parari  possunt.  Hunc  ad  finem  locis,  quos  utrumque  corpus  in  iisdem 
temporis  momentis  tenet,  observatis,  habebitur,  si  spatia,  simultaneis 
observationibus  determinata,  per  variabiles  s  et  t  designamus: 

*  — 9(0i 
unde  statini,  ut  supra,  derivabimus: 

4  s,  =  TtM,  +  T%Jt*  +  T9M*  +  •  •  • 

(s,  et  tf  nimirum  singulos  quoseunque  variabilium  valores  indicant, 
nee  non 

rp  d8        rn   &±  ±         rp <^S  _1 , 

1=  dV     *2~dt*2>     ^3_  dt8  2.3  i 

supponxmtur)  quam  aequationem,  ut  facilius  quantitates  variabiles  a 
constantibus  distingui  possint,  hanc  etiam  in  formam: 

s  —  *-  T^t-t,)  +  T,(t—t,y  +  Ts(t-t,y  +  •  •  • 
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reduci  licet.     Seriei  terminum  T19  cujus  vaior  ita: 

elicitur,  celeritatem  vocamus;  ita  enim,  ut  dicamus  celeritatem  corporis 
M9  postquam  spatium  s  peregerit,  Tf  plicem  esse  celeritatis,  qua 
corpus  N  movetur. 

Generaliter  Tt  functio  erit  spatii  t,  a  corpore  N  peracti,  ita  ut 
T,  simul  cum  t,  mutetur;  quo  supposito  solummodo;  t  infinite  t, 
approximato,  celeritas  quoto  duorum  spatiorum  (infinite  parvorum) 
aequipollere  censenda  est: 

Tx  =  Um  *  ""  *■ 


Si  vero  aequatio  s  =  <p(t)  talis  est;  ut  habeatur: 

Za    =  const. 
tum,  membris  sequentibus  evanescentibus,  obtinebitur: 

rp  ^         &/  . 

id  est  celeritas  quotus  est  duorum  quorumvis  spatiorum  sibi  corre- 
spondentium,  quae  ab  utroque  corpore  perfecta  sint.  Quo  casu  cor- 
porum  motus,  qui  Tx  =  1  posito,  omnino  congruerent,  ejusdem  generis  est. 
40)  Quamquani  leges;  secundum  quas  utrumque  corpus  movetur, 
nobis  ignotae  sunt,  licebit  tarnen  via,  quam  in  paragrapho  praecedenti 
designavimus,  utrumque  motum  inter  se  conferri.  Quem  ad  finem 
sufficit  ut;  duobus  corporibus  motis  in  variis  temporis  momentis  ob- 
servatis,  valores  spatiorum  variabilium  s,  t,  sibi  respondentium  con- 
stituamus : 

Sf     Off     Sfff Oft 

*/    *//    h/t **• 

Si  differentias  spatiorum  t,  quae  alterum  corpus  (N)  percurrit,  aequales 
esse  velimus,  solummodo  corpus  (M)  tum  observetur  oportet,  cum 
illud  (N)  aequali  quantitate  dt  progressum  est.  Quo  posito  medio 
in  calculo  differentiali  versati  sumus,  nee  non  seriem  nostram  secun- 
dum methodum  notissimam  interpolare,  at  denique  etiam  funetionem 

s  —  <p{t) 

constituere    poterimus.      Prodeat    exempli    gratia    ex    observationibus 
simultaneis: 

t9  =  1 ,     tf,  =  2  ;     tff,  =  o,     tf,,,  =  4 

Sf  =  7 ,    Sff  =  12,    8/,,  =  19,    8,,,,  =  28 


tum: 


3! 


36  Generalem  analyseoa  applicationem  etc. 

dt  =  tlt        t,  =  ttlt  —  t„  =  tlttl       ttfl  =  1 

2JS,=  Sft         Sf  =  5,      dS,f  ■=»  Sw         5,,  «=  7;      ^Sw  =  S//;/         Sw  =  y 

/Ps,  =  ^s„—  ^s,  =  2,    <r/8s„  =  ^s,„  —  Js„  =  2 
^s,  =  0; 

ideo  habebitur: 

7         1  tt  m,         ,         tt    .    tt    ^—    1        ^ 

+  t*°  "• — r~2 — 2- 

Saids  praeterea  constat,  conditioni: 

zfls  =  const 

satisfacere  aequationem  secundi  ordinis;  quae  facile  ita: 

s  =  4  +  2*  +  ** 

distinctius  determinatus  quam  valores  etiam,  qui  ex  observationibus 
obtinebantur,  confirmant.  Generaliter  igitur  functionem  (t)  datam  esse, 
nee  non  s  =  f(t)  scribi  Hcebit. 

41)  Deinde  statim  perspieimus,  si  leges  motus  utriusque  corporis 
fingimus  atque  constituimus,  omnia  motus  genera  deduetu  facilia  esse. 
Talis  motus  fictus  est  temporis  progressio,  a  cujus  conditionibus 
demonstratio  paragraphi  praecedentis  nullo  modo  dependet.  Nam  (nil 
interest,  quomodo  alii  tempus  definiant)  in  mechanica  tempus  motum, 
id  est  continuos  spatiorum  progressus  nobis  significat  et  motus  quidem 
aequabilis  est.  (Quod  pronuntiatum,  cum  onines,  qui  tempus  definire 
velint,  illud  solummodo  circumscribere  conantur,  tamquam  axioma  in 
capite  posuimus.)  Hisce  rebus  in  sequentibus  lux  afferenda  atque 
motus  ille  aequabilis  definiendus  est.  Quod  facillime  fiet,  si  ad  numeros 
transituri  spatii  unitatem  constituimus.  Hunc  ad  finem  spatium  (=  y), 
quod  corpus  quoddam,  seeundum  leges  quaslibet  motum,  in  aliquo  tem- 
poris intervallo  percurret,  observemus,  nee  non  iinagineinur,  illo  spatio 
peracto,  corpus  eodem  modo  per  aequale  spatium  et  sie  porro  moveri. 
Quo  posito,  n  temporis  intervallis  n  spatia  (=  y),  (quae>unitates  esse 
jubemus)  respondent,  quae  iis  etiam  in  calculo  substituuntur;  tota 
igitur,  quam  corpus  percurrit  via,  per  -9*  designata 

&  =  ny 

(n  numerum  integrum  significante)  habebitur.  Nunc  autem,  ut  statim 
motus  de  quo  agitur  legem  generalem  modo  analytico  designemus, 
ante  oculosque  ponamus,  sufficit  ut  #  et  y  variabiles  nobis  significent; 
tum  etiam  inter  aequationem  nostram  et  aequationem,  quam  ex  illa 
differentiando  obtinebimus: 

d&  =  ndy 
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n  eliminari  potest,  unde  prodit: 

42)  Postquam  indolem  motus  aequabilis,  qui  teniporis  progressus 
nobis  significat»  per  purum  calculum  constituimus,  ab  observationibus 
exorituri,  clarius  hujusce  motus  leges  ante  oculos  ponere  conabimur. 
Etenim  cum  in  praecedentibus  spatium,  quod  tempus  repraesentat,  ex 
multis  tamquam  spatiis  aequalibus  et  a  corporibus,  secundum  easdem 
leges  motus  peractis  composuerimus,  facile  perspicietur,  ad  motum 
aequabilem  observandum  exigi,  ut  ex  arbitrio  eundem  motum  quendam 
reproducere  possimus.  Tum  scilicet  spatii  ita  peracti  pars  (quae  sat 
parva  substituatur)  unitatem  temporis  nobis  significat,  quacum  spatia 
respondentia  et  per  observationes  determinata,  quae  alterum  corpus 
motum  percurrit,  conferri,  nee  non  deinde  motus  aequationem  s  =  f(t) 
(40)  determinari  licebit.  Quoniam  hie  autem  locus  non  est,  ut  de 
temporis  metiendi  methodis  disseratur,  exemplo  tantummodo,  ut 
distinetius,  quod  statuimus  appareat,  usuri  sumus. 

Pluria  corpora  scilicet,  quae  sub  iisdem  conditionibus  elabuntur;eodem 
modo  moveri,  a  priori  intelligimus,  neque  non  experientia  confirmatum 
videmus.  Nunc  vero  si  exempli  gratia  pro  unitate  temporis  spatium, 
quod  tale  corpus  descendens  inde  ab  initio  motus  usque  ad  certum 
limitem  (15  pedes  si  placet)  percurrit,  constituamus,  tum  spatia,  quae 
alterum  corpus  in  diversis  viae  ejus  locis  percurrit,  cum  tali  unitate 
comparari  possunt.  Si  spatia  aequalia  ei  respondent,  ita  scilicet,  ut 
aequationi  paragraphi  (38) 

8  -  s,  ~  T±(t  -  t,) 

(Tj  numerum  indicante)  satisfaciant,  corpus  aequabiliter  moveri  con- 
cludimus. 

Sed  antequam  pergamus,  duo  adhuc  determinabimus;  primo  spatium 
esse  viam  a  puncto  mathematico  (quod  ex  arbitrio  in  corpore,  quod 
movetur,  imaginamur)  perfeetam;  deinde  in  sequentibus  casum  parti- 
cularem  supponemus,  punctum  illud  reetam  describere. 

43)  Si  celeritatem  Tx  non  esse  funetionem  temporis  t  velimus,  ad 
aequationem  hujusce  formae  reducemur: 

s  =  f{t)  =  at  +  b 
aut  si  malimus: 

s  —  s„  =  a(t—t„) 

si  sff  et  t„  singulos  duos  variabilium  valores  significant.  Tum  scilicet  celeri- 
tas  in  omnibus  motus  locis  eadem  ceusenda  est.  E  contrario  autem  si  Ti 
est  fünetio  tn  celeritas  continue  variabit,  ita  scilicet,  ut  variatio  cele- 


38  Generalem  analyaeos  applicationom  etc. 

ritatis  in  omni  motus  puncto  quantitati  infinite  parvae  respondeat, 
quae  vero,  quae  ad  certum  tempus  pertinent,  motui  mntationem  effi- 
cacem  affert.  Ut  primo  casum  simpliciorem  in  examen  vocemus,  aequa- 
tioiiis  nostrae  jam  saepius  adhibitae: 

s  -  s,  -  TS  -  t,)  +  Ta(t-  t,f  +  T3(t-  t,f  +  •■■ 
alteram  partem  non  duobus  excedere  terminis,  supponemus,  ita  ut 

non  simul  cum  t,  mutetur.     Tum  aequatione  haue  in  formam: 

s  -  s,  =  (T,  +  T,[t  -  *,]) (t  -  t,) 

redueta,  in  oculos  ineidit,  celeritatem  in  omni  temporis  intervallo 
quantitate  huic  intervallo  proportionali  crescere  aut  diminui,  prout 
T2  negatiyum  aut  positivum  sit.  Si  vero  Tt  non  funetio  est  tn  tum 
integrando  aequationem  generalem  seeundi  ordinis  obtinebimus,  nam 
ut  calculum  indicem,  passatim  habebitur: 

^2       c       d*al.2 


J  \  (2et  +  c)dt 

— /*-{  ct>  +  c>t  +  d 


// 


Constantes  arbitrariae  c,  c",  faciles  determinatus  nam  c"  ab  initio, 
inde  a  quo  spatia  metiri  exordiamur,  dependet;  c   autem  celeritatem: 

3  C  -  0) 

indicat.  Si  igitur  spatia  s  inde  a  motus  origine  metimur,  nee  non 
initialem  corporis  celeritatem  aequalem  ponimus  0,  tum  ad  aequationem 
simplicissimam  motus  accelerati: 

s  =  ct* 
reducemur. 

Sequentibus    autem    non   evanescentibus    seriei  nostrae  terminis: 

T3,  T4  etc.,  nee  non   (seeundum  id  quod  modo  exposuimus)  termino 

Tx  suppresso,  obtinebitur: 

s-s,  =  Tt{t  -  t,y  +  t&  -  tfy  +  r4(<-  t,y  + .. . 

unde  elicitur: 

Tum  T2  una  cum  tt  mutatur,  et  solummodo,  quae  ad  limites  speetant, 
constans,  et  quidem  infinite  parvum  primi  ordinis  censendum  est: 
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=  ^((7=^T*)- 
Term inus  Tif  aut  si  malimus:  2Tt\=^ **)>  ^  nominatur*) 

-44)  Respicientibus  nobis  in  viam,  quam  paragraphis  praecedentibus 
cons*fcituimus,  apparet  nos;  inde  ab  experientia  profectos,  motus  func- 
tionom  investigasse;  deinde  illa  functione  via  analytica  explicata,  ejus 
eleme:iita  tamquam  (si  licet  talibus  verbis  uti)  celeritatem  atque  celeri- 
tatis  continuam  mutatiouem  (acceleratiouem)  constituisse.  Nunc  autem 
secnndum  generale  principium  hisce  phaenomenis  causas  viresve  subjici, 
imo  etiam  hasce  per  eosdeni  terminos  analyticos  designari  licebit. 
Celeritati  nimirum  potentia  absoluta  respondet: 

pot.  abs.  =  c  =  -ir. ; 

accelexationi  vis  aceleratrix,  vis 

de       d*8 


v  = 


dt        dt1 


(Vulgarem  denominationem,  quae  celeritatem  et  vim  juxtaponit  non 
aecuratam  esse  in  oculos  ineidit.)  Quibus  physicis  causis,  quarum  veram 
natur&m  perspicere  nemini  fortasse  contigit,  per  calculum  circumscriptis 
certos  etiam  agendi  modos  iis  attribuere,  nee  non  viam  inversam  secu- 
turi  xtaotum,  qui  virium  conditionibus  quibusdam,  ita  constitutis,  con- 
venia/fc,  indagare  possumus. 

a*)  Cum  vires  acceleratrices  solummodo  inter  se,  nee  vero  cum  potentiis  ab- 

1     d*8 
«olutis  conferri  possint,  re  ipsa  nil  interest,  utrum  per  T%  =  - — -   ,-r^,  instar  plu- 

rium  scriptorum  antiquorum,  an  per: 

—        d*s 

Tim  designamus,  si  tantum  eundem  denotandi  modom  retinemus,  ita  scilicet,  ut 
ea^em  denotatione,  cujus  ope  aequationes  constituimus,  et  in  iis,  quae  per  calculum 
oUinebuntur,  interpretanda  utamur.  Quodsi  exempli  gratia  spatium  (=  y),  quod 
corpus  libere  descendens  in  primo  seeundo  percurrit,  vim  attractionis  vocamus, 
prodit: 

f  -  \  m  1     d*8 

E  contrario  autem  si  spatium  aequale  g{*=  2y),  quod  corpus,  nisi  porro  sollici- 
taretur,  in  altero  seeundo  percurreret,  sive  celeritatem,  quam  in  fine  primi  seeundi 
acquiaivit,  gravi  tatia  vim  (relatam  scilicet  ad  unitatem  temporis)  nominamus, 
tarn  prodit: 

m        d%8 
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45)  Quamquam  omnes,  quae  nobis  notae  sunt  quaestiones  mecha- 
nicae,  non  secunduni  coefficientem  differentialem  spatii  ad  tempus  relati 
excedunt,  nosmet  tainen  iuterrogemus  oportet,  quidquid  seriei  nostrae 

a  -  s,  -  T, (t -  Q  +  T,(«  -  t,y  +  Ta(t  -  t,y  +  TS  -*,)*  +  ••• 

coefficientes  sequentes  T3,  Tk  etc.  significent.     Sed  antequam  ad  legem 

generaleni,  quam  ab  initio  constituimus,  regredimur,  quidquid  de  tertio 

coefficiente: 

T  —*-±      1  - 
-£»  — dt»  1.2.8 

censendum  sit,  in  particulari  casu  ficto  ante  oculos  ponemus.  Si  hunc 
ad  finem  corpus  descendens  consideramus,  tum,  nee  mutatae  corporis 
distantiae  a  virium  traheutium  centro,  uec  medii  obstautis  ratione 
habita,  obtinebitur: 

d*8 

jtj  =  const.=  g. 

Secundum  leges  attractionis  universalis  quantitas  (g)  a  massa 
stellae,  ubi  corpus  delabi  imaginaniur,  dependet,  in  sole  ex.  c.  corpus 
grave  rapidius  quam  in  terra  descendit.  Praeterea  vim  attractionis 
eadem  ratione,  qua  massa  corporum  traben tium  augeri  constituamus. 
Quibus  praemissis,  stellae  massam,  quam  buc  usque  constantem  consi- 
deravinius,  continue  mutari  supponamus;  tum  scilicet,  si  per  M  prinii- 
tivam  massam,  per  ft  ejus  accrenienta,  per  g  novas  hisce  convenientes 
vires  acceleratrices  designamus,  babebitur: 

g:g  =M:  M+p, 
nnde  derivabimus: 


r 

9 
dt* 


iow  -»(»+*)• 


Terminus  (ft)  quodammodo  a  tempore  dependet,  ut  autem  simplicissi- 

mum  casum  exponanius,  sint  massae  aecrementa  ut  tenipora,  quae  iis 

conveniunt,  sit: 

t :  t,  =  fi :  p, 

unde  si  t,  temporis  unitatem,  cui  p,  respondet,  significat,  generaliter 
valor  yariabilis  (p)  ita: 

elicitur.     Habemus  ideo: 

£-»(»+ £ ') 

et  denique: 

dzs  p,  , 

d?=9M==  const- 
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Cum  g  sit  numerus  constans,  tertius  coefficiens  differentialis  quoto 
niassarum  duarum  aequipollere  censendus  est. 

46)  Si  viam  inversam  secuturi  coefficieutem  ^  ,  esse  constantem: 

d*s  _ 

dt*  ~c 

jubemus,  integrando  prodit: 

d*8         *   \     * 
Tt,=ct  +  c. 

Quod  ad  casum  particularem,  ut  c   evanescat,  pertinet,  sit: 

2p(«-0)-0 

oportet.  (Cui  couditioni  satisfacieinus,  si  stellam  punctum  attrahentem 
ex  nihilo  exoriri  imaginamur.)     Tum  habemus: 

Hac  via  progressuri;  ad  motus  aequationem  tertii  ordinis  perveniremus. 
Sed  hactenus. 

47)  Intelligitur  praeterea,  nos,  nisi  massae  accrementa  ut  tempora 
sunt,  aut  aliis  verbis  si  p,  functio  temporis  est,  ad  quartum  coefficientem 

T  = i d*s 

4         1.2.3.4  dt4 

reduci.  Tum  enim,  quinto  sequentibusque  terminis  T5,  T6  etc.  evanes- 
centibus,  aequationes  hujusce  formae  obtinebuntur: 

d*8  V,  , 

—  =  gm-£  =  gmn  =  const. 

si  yariatio  massarum  (tempori  proportionalis)  a  causa  quadam  N  de- 
pendet,  nee  non  (vf)  ipsius  causae  in  temporis  unitate  mutationem 
significat  {g,  m,  n  sint  numeri  abstracti). 

48)  Respicientibus  nobis  denique  ad  ea,  quae  in  exemplo  exposui- 
rnus,  legem  generalem  paragraphi  (7)  confirmare  licet.     Re  vera  enim 

termini  T19  Ti9  Tif  T4  etc.,  aut  si  malimus  -77,  -tts-,  js,  -rn-  etc.  diversos 

virium  ordines  indicant.  Si  mutationes,  quas  novus  omnis  horum  ter- 
niinorum  praecedenti  affert,  ad  tempus  =  0  referuntur,  infinite  parvae 
censendae  sunt.  Si  vero,  ut,  quae  ad  duos  priores  speetant,  fieri  solet, 
pro  tempore  =  1  constituuntur,  quantitates  finitae  sunt,  quae  a  motus 
aequatione  dependent. 
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49)  Sed  lege  generali  intellecta,  non  longius  in  coefficientibus 
superioribus  determinandis,  demonstrationem  extendenius.  Accedit  adhuc, 
quod  problemata  et  geometrica  et  mechanica,  quae  nobis  occurrunt, 
theoriae  generali,  quae  eo  nititur,  ut  aequationes  pro  potestatibus  varia- 
bilis  in  classes  distribuantur,  non  sufficienter  sese  accommodent;  ita 
ut  ad  ea,  quae  Monge  prinio  pronuntiavit,  nee  non  quae  dein  de  cele- 
berrimi  alii  geometrae  approbayerunt,  reduci  videamur:  quod  scilicet, 
cum  difficultas  aequationum  solvendarum  non  solum  a  gradu  earum 
dependeat,  de  alia  earum  in  ordines  reducendarum  ratione  multa  ex- 
speetanda  sint. 

(Parisiis  menseMajo  MDCCCXXIIL) 


2. 

Thtartmes  et  problemes  snr  les  contacts  des  sections  coniqnes.1) 

(Gergonne's  Annales  de  Math^matiqueB,  Band  17,  S.  37—59.  1826.) 

On  sait  que,  pour  determiner  une  conique  sur  un  plan,  il  faut 
cinq  conditions  distinctes,  et  dejä  M.  Brianchon  a  traite  tous  les  cas 
oü  ces  conditions  sont  de  passer  par  des  points  ou  de  toucher  des 
droites  donnees.*) 

Mais  on  peut  aussi  exiger  d'une  conique  cherchee  quelle  ait  avec 
une  conique  dejä  tracee  un  ou  plusieurs  contacts  d'ordre  plus  ou  moins 
eleves  et  completer  ensuite  les  conditions  du  problerae,  en  observant 
qu'un  contact  simple,  en  un  point  donne,  equivaut  ä  deux  conditions, 
qu'im  contact  du  second  ordre,  en  ce  meme  point,  equivaut  ä  trois 
•  conditions,  et  en  observant  aussi  que  deux  coniques  tracees  sur  un 
meme  plan  ne  peuvent  avoir  au  plus  entre  elles  que  deux  contacts 
simples  ou  un  contact  unique  du  troisieme  ordre. 

Ces  considerations   donnent  naissance   ä   une  serie  de  problemes 

curieux  qui  ont  fait  le  sujet  des  recherches  de  IL  Poncelet,  dans  son 

„Tratte  des  proprietes  projectives  des  figures."  *)     Ce  que  nous  nous  pro- 

p08ons  ici  est  de  considerer  quelques  cas  de  cette  thdorie  qui  reposent 

sur  des  considerations  fort  simples  et  conduisent  ä  des  constructions 

qui  ne  le  sont  pas  moins.    Elles  ont  l'avantage  de  se  deduire  toutes 

de  deux  lemmes  fondamentaux  qui  en  sont  comme  l'expression  generale, 

et  que  nous  allons  d'abord  etablir. 

Le  sujet  de  ce  memoire  etant  eminemment  du  nombre  de  ceux 
oü  les  propositions  se  correspondent  deux  ä  deux;  afin  de  rendre  cette 
correspondance  plus  apparente,  nous  lui  donnerons  la  forme  deja 
adoptee  en  divers  endroits  du  present  recueil.1) 


*)  Memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre  (in  8°.,  Paris,  Bachelier,  1817). 
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Soient  A,  B,  C,  F  les  quatre 
points  communs  ä  deux  coniques 
traeees  sur  nn  meme  plan.  Par 
les  deux  derniers  C,  F  soient  me- 
nees  arbitrairement  des  secantes 
aux  deux  courbes,  coupant  respec- 
tivement  la  premiere  en  D  et  E} 
et  la  seconde  en  D'  et  E';  les 
hexagones  ABCDEF  et  ABC 
D'E'  F  seront  respeetivement  in- 
scrits  ä  ces  courbes.  Soient  donc 
G  le  point  de  concours  de  DD' 
et  AF}  et  soit  H  celui  de  EE' 
et  BC\  par  le  theoreme  de  Pascal 
le  point  de  concours  de  AB  soit 
avec  DE  soit  avec  D'E'  devra 
etre  en  ligne  droite  avec  les  deux 
points  G  et  II]  ce  qui  revient  a 
dire  que  les  trois  droites  AB,  DE, 
D'E'  doivent  concourir  en  un 
meme  point  K)  on  a  donc  le  lemtne 
que  voiei: 


Lemme  I.  Deux  coniques  etant 
circonscritcs  ä  un  meme  quadrüa- 
tere]  si,  par  les  deux  extiretnites 
d'un  meme  cote  de  ce  quadrilatere, 
on  mene  aux  deux  courbes  des  se- 
cantes arbitraires;  les  cor  des  menees 
ä  ces  courbes,  par  les  points  ou 
olles  seront  respeetivement  coupees 
par  ces  secantes,  iront  concourir 
toutes  deux  sur  la  direction  du  cote 
opposc  du  quadrilatere*) 

Lorsque  deux  coniques  circon- 
scrites  a  un  meme  triangle  ont  a 


Soient  A,  B}  C,  F  les 
tangentes  communes  a  de 
niques  traeees  sur  un  mem 
Sur  les  deux  dernieres  Cf  I 
pris  arbitrairement  des  poii 
lesquels  soient  menees  der 
gentes  D  et  E  ä  la  pi 
courbe  et  deux  tangentes  D 
a  la  seconde;  les  hexagones 
DEF  et  ABCD'E'F 
respeetivement  circonscrits 
courbes.  Soient  donc  G  la 
qui  Joint  le  point  DD'  au 
AF}  et  soit  H  celle  qui  j 
point  EE'  au  point  BC\ 
theoreme  de  M.  Brianch 
droite  qui  Joint  le  point  A 
avec  le  point  DE}  soit  a 
point  D'E'  devra  passer 
point  de  concours  de  G  et 
qui  revient  ä  dire  que  let 
points  AB,  DE,  D'E'  c 
appartenir  ä  une  meme  dre 
on  a  donc  le  lemme  que  vo 

Lemme  I.  Deux  coniqua 
inscrites  ä  un  mime  quadr 
si,  sur  les  deux  cötes  d'un 
sommet  de  ce  quadrüatire,  on 
arbitrairement  deux  points  pt 
eun  desquels  on  mene  des  ta 
aux  deux  courbes;  les  points 
cours  des  tangentes  respective 
deux  courbes  seront  en  ligne 
avec  le  sommet  opposc  du  < 
latire.*) 

Lorsque  deux  coniques  in 
a  un  meme  triangle  touchei 


*)  On  doit  remarquer  qu'il  ne  s'agit  pas  seulement  ici  de  quadrilatei 
vexe8,  mais  encore  de  quadrilateres  dans  lesquels  deux  cötes  opposds  sc 
raient  entro  les  deux  autres. 
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Tun  de  ses  sommets  une  tangente 
commune,  et  ont  consequemment 
un  contact  simple  en  ce  point; 
rien  n'empeche  de  les  considerer 
comme  circonscrites  ä  un  meme 
quadrilatere,  dont  un  cöte,  d'une 
longueur  nulle,  est  dinge  suivant 
la  tangente  commune;  notre  lemme 
est  donc  encore  applicable  ä  ce 
cas;  et,  en  Fappliquant  tour-a-tour 
aux  differents  cötes  du  quadrilatere 
devenu  triangle,  on  obtient  les 
theoremes  suivants: 

Theoreme  I.  Deux  coniques  e'tant 
circonscrites  ä  un  meme  triangle  et 
ayant  ä  Vun  de  ses  sommets  une 
tangente  commune;  si,  par  ce  sommet, 
on  mene  deux  secantes  arbitraires 
ä  ces  courbes  et  qu'on  mene  ensuite 
ä  chacune  feiles  une  corde  par  les 
points  oit  eUe  est  coupce  par  ces  deux 
secantes;  les  deux  cordes  ainsi 
menees  iront  concourir  sur  la  direc- 
tum du  cöte  oppose  du  triangle. 

Theoreme  IL  Deux  coniques  e'tant 
circonscrites  ä  un  meme  triangle  et 
ayant  ä  Tun  de  ses  sommets  une 
tangente  commune;  si,  par  chaque 
extremüe  du  cöte  oppose ,  on  mene 
une  secante  arbitraire  aux  deux 
courbes,  et  qu'on  mene  ensuite  ä 
chacune  (Felles  une  corde,  par  les 
points  oü  la  coupent  les  deux  secantes; 
les  deux  cordes  ainsi  menees  iront 
concourir  sur  la  tangente  au  sommet 
oppose. 

Theoreme  III.  Deux  coniques 
etant  circonscrites  ä  un  meme  triangle 
et  ayant  ä  Tun  de  ses  sommets  une 
tangente  commune;  si,  par  chacune 


de  ses  cötes  au  meme  point,  et 
ont  consequemment  un  contact 
simple  en  ce  point;  rien  n'empeche 
de  les  considerer  comme  inscrites 
ä  un  meme  quadrilatere,  dont  un 
angle,  egal  ä  deux  droites,  a  ses 
deux  cötes  diriges  suivant  la  tan- 
gente commune;  notre  lemme  est 
donc  encore  applicable  a  ce  cas; 
et,  en  Fappliquant  tour-ä-tour  aux 
differents  cötes  du  quadrilatere 
devenu  triangle,  on  obtient  les 
theoremes  suivants: 

Theoreme  I.  Deux  coniques  etant 
inscrites  ä  un  meme  triangle  et 
touchant  un  de  ses  cötes  au  meme 
point;  si,  sur  4%  cöte,  on  prend  ar- 
bürairement  deux  points,  et  que  par 
ces  points  on  mene  des  tangentes 
aux  deux  courbes;  les  points  de  con- 
cours  des  deux  cotiples  de  tangentes 
ä  ces  courbes  seront  en  ligne  droite 
avec  le  sommet  oppose  du  triangle. 

Theoremell.  Deux  coniques  etant 
inscrites  ä  un  meme  triangle  et 
touchant  un  de  ses  cotes  au  meme 
point;  si,  sur  chacun  des  deux 
autres  cötes,  on  prend  arbitrairement 
un  point,  et  que,  par  chacun  des 
deux  points  ainsi  choisis,  on  mene 
des  tangentes  aux  deux  courbes;  les 
points  de  concours  des  deux  couples 
de  tangentes  ä  ces  courbes  seront  en 
ligne  droite  avec  celui  oü  elles  tou- 
chent  le  troisieme  cöte  du  triangle. 

Theoreme  III.  Deux  coniques 
etant  inscrites  ä  un  meme  triangle 
et  touchant  un  de  ses  cötes  au  meme 
point;  si,  sur  chacun  des  deux  cötes 
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des  extremites  de  Yun  des  cötes  ad- 
jacents  ä  ce  sommet,  on  mene  une 
secante  arbitraire  aux  deux  courbes, 
et  q\t'on  mene  ensuite  ä  chacune 
(Fettes  une  corde,  par  les  points,  oft 
la  coupent  les  deux  secantes;  les 
deux  cordes  ainsi  menees  iront  con- 
courir  sur  l'autre  cote  adjacent  ä 
cet  angle. 

Ces  theorfemes  donnent  la  Solution 

■ 

du  problfeme  suivant: 

Probleme  I.  Une  conique  etant 
donnee  et  trois  points  etant  donnes 
sur  son  perimetre,  determiner,  en 
n'employant  que  la  regle  seulement, 
tant  de  points  qu'on  voudra  d'une 
autre  conique  qui  fauche  la  pre- 
miire  en  l'un  des  points  donnes, 
la  coupe  aux  deux  autres  et  passe 
en  outre  par  un  quatrieme  point 
quelconque  donne  sur  son  plan. 


Solution.  Soient  A,  B>  C  les 
trois  points  donnes  sur  le  peri- 
metre de  la  premiere  courbe,  et 
soit  P  un  autre  point  quelconque 
de  son  plan;  tout  se  reduit  ä 
trouver  un  quelconque  des  points 
d'une  autre  conique  qui  touche  la 
premifere  en  C,  la  coupe  en  A  et 
B  et  passe  en  outre  par  le  point  P. 

Pour  cela  soit  menee  la  tan- 
gente  en  C  ä  la  courbe  donnee. 
Soient  menees  ä  cette  courbe,  par 
le  point  C7  deux  secantes,  l'une 
CV  et  l'autre  arbitraire.  Soient 
respectivement  D  et  E  les  points 
oü    cette    courbe    est    coupee    de 


de  Tun  des  sommets  adjace, 
prend  arbitrairement  un  pc 
que  par  chacun  des  deux 
ainsi  choisis,  on  mene  des  ta 
aux  deux  courbes;  les  poi 
concours  des  deux  couples  < 
gentes  ä  ces  courbes  seront  e 
droite  avec  l'autre  sommet  o 
au  meme  triangle. 

Ces   theoremes   donnent 
lution  du  probl^me  suivant 

Probleme  I.  Une  coniqu* 
donnee  et  trois  tangentes 
courbe  etant  aussi  donnees, 
miner,  en  n'employant  que  l 
seulement,  tant  de  tangentet 
voudra  ä  une  autre  coniq 
touche  la  premiere  ä  son  p 
contact  avec  Vune  des  tangent 
nees}  touclie  les  deux  autres  ta 
donnees  et  touche  en  outi 
quatrieme  droite  quelconque 
sur  son  plan. 

Solution.  Soient  A,  B, 
trois  tangentes  donnees  ä 
mihre  courbe,  et  soit  P  un« 
droite  quelconque,  donnee  s 
plan;  tout  se  reduit  ä  trou\ 
quelconque  des  tangentes 
autre  conique  qui  touche  ] 
miere  ä  son  point  de  conta< 
C,  touclie  les  tangentes  A 
et  touche  en  outre  la  droit 

Pour  cela  soit  determine  1( 
de  contact  de  C  avec  la  pr 
courbe.  Soient  pris  sur  C 
points,  Tun  ä  son  intersectic 
P  et  l'autre  arbitraire.  P 
deux  points  soient  menees 
tivement   des   tangentes   D 
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lOuveau  par  ces  secantes.  Soit  F 
e  point  oü  la  droite  AB2)  est  cou- 
pee par  la  droite  DE,  et  soit 
menee  FP]  cette  droite  coupera 
la  secante  CE  en  un  point  Q  qui 
appartiendra  (theoreme  I)  ä  la 
Jourbe  cherchee. 

Auire  Solution.  Par  les  points 
l  et  B,  soient  menees  ä  la  courbe 
onnee  deux  secantes,  la  premiere 
L  P  et  Tautre  arbitraire.  Soient 
**pectivement  D  et  E  les  points 
i  cette  courbe  est  coupee  de 
>uveau  par  ces  secantes.    Soit  F 

point  oü  la  tangente  en  C  est 
*upee  par  la  droite  DE,  et  soit 
raiee  FP'7    cette   droite    coupera 

secante  BE  en  un  point  Q  qui 
»partiendra  (theoreme  II)  ä  la 
►iirbe  cherchee. 

Troisieme  Solution.  Par  les  points 

et  C,  soient  menees  ä  la  courbe 

onnee  deux  secantes,  la  premiere 

LP  et  l'autre  arbitraire.     Soient 

D  et  F  les  points  oü  cette  courbe 

est  coupee   de    nouveau    par    ces 

secantes.     Soit  E  l'intersection  de 

DF  et  de  B  C.    En  menant  BE, 

cette  droite    coupera    CF   (theo- 

ferne  Uf)  en  un  nouveau  point  R 

de  la  courbe  cherchee. 

fomarque.  Cette  derniere  Solu- 
tion a  sur  les  deux  autres  l'avan- 
kge  qu'elle  n'exige  pas  que  Ton 
mene  la  tangente  par  le  point  G2) 

Si  Ton  con^oit  que  Tangle  ar- 
bitraire des  deux  secantes  du  theo- 
reme I  diminue  jusqu'ä  devenir  nul, 


ä  la  conique  donnee.  Soit  Joint 
le  point  DE  sm  point  AB2)  par 
une  droite  F.  Par  le  point  FP 
et  le  point  CE  soit  menee  une 
droite  Q]  cette  droite  sera  (theo- 
reme I)  une  nouvelle  tangente  ä 
la  courbe  cherchee. 

Auire  Solution.  Sur  les  tangentes 
A  et  B,  soient  pris  deux  points, 
Tun  AP  et"  Tautre  arbitraire.  Par 
ces  deux  points  soient  menees 
respectivement  ä  la  courbe  donnee 
deux  tangentes  D  et  E.  Soit  F  la 
droite  qui  Joint  le  point  de  con- 
tact  de  C  avec  le  point  DE  et 
soit  Joint  FP  au  point  BE  par 
une  droite  Q;  cette  droite  sera 
(theoreme  II)  une  nouvelle  tan- 
gente ä  la  courbe  cherchee. 

Troisieme  Solution.  Sur  les  tan- 
gentes A  et  G,  soient  pris  deux 
points,  le  premier  AP  et  Fautre 
arbitraire,  par  lesquels  soient  mer 
nees  ä  la  courbe  donnee  les  tan- 
gentes D  et  F.  Soit  E  la  droite 
qui  Joint  le  point  DJ?7  au  point 
BC.  En  joignant  le  point  FE 
au  point  CF  par  une  droite  JB, 
cette  droite  sera  (theoreme  III) 
une  nouvelle  tangente  ä  la  courbe 
cherchee. 

Bemarque.  Cette  derniere  Solu- 
tion a  sur  les  deux  autres  l'avan- 
tage  qu'elle  n'exige  pas  que  Ton 
determine  le  point  de  contact  de 
la  tangente  G*) 

Si  Ton  con<joit  que  la  distance 
arbitraire  entre  les  deux  points  du 
theoreme  I  diminue  jusqu'ä  devenir 


48 


Thäoremes  et  problemes  aar  les  contacts  des  sections  coniques. 


les  deiix  cordes  deviendront  des 
tangentes,  et  il  en  resultera  le 
theoreme  suivant: 

Theoreme  IV.  Deux  coniqucs  etant 
cireonscrites  ä  un  tncme  triangle  et 
ayant  ä  Vun  de  ses  sommets  une 
tangente  commune,  si7par  ce  sommet, 
on  mene  une  secante  arbitraire  ä 
ces  courbes,  puis  des  tangentes  par 
les  points  oü  cette  secante  les  coupe; 
ces  deux  tangentes  iront  concourir 
sur  la  directum  du  cöte  oppose  du 
triangle. 

On  pourra,  d'aprfes  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  IL  üne  conique  etant 
donnee,  et  trois  points  etant  donnes 
sur  son  perimetre;  de'terminer,  en 
riemployant  que  la  regle  seulement} 
tant  de  points  qu'on  voudra  cPune 
autre  conique  qui  touche  la  premiere 
en  Vun  des  points  donnes,  la  coupe 
aux  deux  autres  et  touclie  en  outre 
une  droite  quelconqtie,  donnee  sur 
son  plan. 


Solution.  Soient  toujours  A7  B}  C 
les  trois  points  donnes,  sur  le  peri- 
metre de  la  premiere  courbe;  C 
etant  encore  celui  d'entre  eux, 
oü  eile  doit  etre  touchee  par  la 
seconde. 

Soit  F  le  point  oü  AB  est  cou- 
pee  par  la  droite  donnee.  Par  ce 
point  F7  soit  menee  une  tangente 
a  la  courbe  donnee,  et  soit  T  son 
point  de  contact  avec  eile.  En 
menant    CT,    coupant    en    P    la 


nulle,  les  points  de  conco 
tangentes  deviendront  des 
de  contact,  et  il  en  r£su 
th£orfeme  suivant: 

TMoremelV.  Deuxconiqt 
inscrites  ä  un  meme  tria 
touchant  un  de  ses  cotis  a\ 
point;  si,  sur  ce  coti,  on  pr 
bitrairement  un  point  et  qt 
point  on  mene  des  tangeni 
deux  courbes;  leurs  points 
tact  seront  en  ligne  droite 
sommet  oppose  du  triangle. 

On  pourra,  d'aprfes  cela,  r 
le  probleme  suivant: 

Probleme  IL  Une  coniqt 
donnee,  et  trois  tangentes 
courbe  etant  aussi  donnees 
miner  en  riemployant  que 
seulementy  tant  de  tangenk 
voudra  ä  une  autre  conü 
touche  la  premiere  ä  son  j 
contact  avec  Vune  des  tangen 
nees,  touche  les  deux  autr 
gentes  donnees  et  passe  en  ox 
un  point  quelconquef  donne 
plan  de  la  courbe. 

Solution.  Soient  toujours 
les  trois  tangentes  donne* 
premiere  courbe;  C  etant 
celle,  dont  le  point  de  confc 
lui  etre  commun  avec  la  * 

Soit  F  la  droite  qui  j 
point  AB  au  point  donn 
un  des  points  oü  cette  d: 
coupe  la  courbe  donnee,  s 
nee  une  tangente  T  a  cette 
En  joignant  le  point  CT  a 
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droite  donnee,  ce  point  P  sera 
(Theoreme  IV)  son  point  de  con- 
tact  avec  la  courbe  cherchee;  de 
sorte  que  le  probleme  se  trouvera 
ramene  au  precedent. 

Hemarque.  Gomme  par  le  point 
Fy  on  peut  mener  deux  tangentes 
a  la  courbe  donnee,  on  aura  deux 
points  de  contact  T,  et  par  suite 
deux  droites  CT  et  deux  points 
P.  Le  probleme  a  donc  deux 
Solutions. 

Lorsque    deux    coniques    n'ont 

qu'une  seule  corde  commune  et  se 

touchent  aux  deux  extre*mites  de 

cette  corde,  la  corde  commune  peut 

etre  consideree  comme  deux  cötes 

opposes  et  egaux  d'un  quadrilatere 

uipcrit,  dont  les  deux  autres  cötes 

opposes,  d'une  longueur  nulle,  sont 

diriges  suivant  les  tangentes  aux 

deux  extremites    de   cette    corde; 

**otre  Lemme  ne   cesse   pas  pour 

c«la  d'etre  vrai  et  applicable  aux 

divers  cötes  du  quadrilatere;  et  il 

e»  resulte    alors    les    theoremes 

snivants: 

Theoreme  V.  Deux  coniques  ayant 

**e  corde  commune  unique   et   se 

touchant   aux    deux   extremites   de 

cette  corde;  si,  par  Vune  des  extre- 

***$$   de    la    corde    commune  7    on 

kur  mene  deux  secantes  arbitraires, 

**  jt^on  mene  ensuite  une  Corde  ä 

tfoeune  des  courbes,  par  les  points 

°h  die  est   coupee  par   ces    deux 

Pontes;  les  deux  cordes  ainsi  menees 

*W  concourir  sur  la   tangente  ä 

'tote  extremitede  la  corde  commune. 

PlQcker,  Werke.  I. 


donne  par  une  droite  P,  cette 
droite  P  sera  (Theoreme  IV)  une 
tangente  ä  la  courbe  cherchee  par 
le  point  donne;  de  sorte  que  le 
probleme  se  trouvera  ramene  au 
precedent. 

Bemarque.  Comme  la  droite  F 
coupe  ,1a  courbe  donnee  en  deux 
points,  on  aura  deux  tangentes  T, 
et  par  suite  deux  points  CT  et 
deux  droites  P  Le  probleme  a 
donc  deux  Solutions. 

Lorsque  deux  coniques  n'ont 
qu'un  seul  angle  qui  puisse  leur 
etre  circonscrit  et  touchent  Tun  et 
l'autre  cötes  de  cet  angle  au  meme 
point,  r angle  circonscrit  peut  etre 
considere  comme  un  quadrilatere 
circonscrit,  dont  deux  sommets 
opposes  se  confondent,  et  dont  les 
deux  autres  sommets  sont  situes 
aux  points  oü  les  deux  courbes 
touchent  les  deux  cötes  de  cet 
angle;  notre  Lemme  ne  cesse  pas 
pour  cela  d'etre  vrai  et  applicable 
aux  divers  sommets  du  quadri- 
latere; et  il  en  resulte  alors  les 
theoremes  suivants:' 

Theoreme  F.  Deux  coniques  dtant 

inscrites  ä  un  meme  angle  et  tou- 

ctiant  en  un  meme  point  chaeun  des 

deux  cötes  de  cet  angle;  si}  sur  Vun 

des  cötes  de  Vangle  circonscrit,  on 

prend  arbitrairement  deux  points,  et 

que}  par  chaeun  d'eux,  on  mene  des 

tangentes  aux  deux  courbes;  les  points 

de   concours    des   deux   couples  de 

tangentes  seront  en  ligne  droite  avec 

le  point  oü  les  courbes  touchent  Vautre 

cöte  de  Vangle  circonscrit. 

A 
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Theoreme  VT.  Dens  coniques 
ayant  une  corde  commune  unique  et 
se  touchant  aux  deux  extremites  de 
cette  corde;  si,  par  diactine  des  ex- 
tremites de  la  corde  commune,  on 
leur  mime  une  secante  arbitraire,  et 
qu'on  mene  ensuite  ä  chaeune  d'elles 
une  corde,  par  les  points  oü  la 
coupent  les  deux  secantes;  les  deux 
cordes  ainsi  menees  iront  concourir 
sttr  la  corde  commune  eile  mime. 

On  pourr^  d'apres  cela,  resoudre 
e  probleme  suivant: 

Problhne  III.  Une  coniqne  etant 
donnee,  et  deux  points  etant  donnes 
sur  son  perimiirc;  determiner,  en 
n'employant  que  la  regle  seuleitient, 
tant  de  points  quon  voudra  d'une 
autre  conique  qui  toudte  la  premüre 
aux  deux  points  donnes,  et  passe  en 
outre  par  un  troisieme  point  queV 
conque,  dorne  sur  son  plan? 


Solution.  Soient  A,  B  les  deux 
points  donnes  sur  le  perimetre 
de  la  premiere  courbe,  et  soit  P 
iui  autre  point  quelconque  de  son 
plan.  Tout  se  reduit  a  trouver 
un  quelconque  des  points  d'une 
autre  conique  qui  touche  la  pre- 
miere aux  points  A  et  B,  et  qui 
passe  en  outre  par  le  point  P. 

Pour  cela,  soit  menee  la  tan- 
gente  en  B  a  la  courbe  donnee. 
Soient  menees  ä  cette  courbe,  par 
le  point  A7  deux  secantes,  Tune 
AP,  et  Tautre  arbitraire,  coupant 
de  nouveau  la  courbe  en  D  et  IL 


Theoreme  VI.  Deux  coniques  Hont 
inserites  ä  un  meme  angle  et  touchant 
en  un  meme  point  chaeun  des  deux 
cötes  de  cet  angle;  si,  sur  chaeun  des 
cötes  de  l  angle  circonscrii,  on  prend 
arbitrairement  un  point,  et  que,  par 
chaeun  des  deux  points  ainsi  dioisis, 
on  mene  des  tangentes  aux  deux 
courbes;  les  points  de  concours  des 
deux  couples  de  tangentes  seront  en 
ligne  droüe  avec  le  sommet  meme  de 
X angle  circonscrit. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probhme  III  Une  conique  etant 
donnee,  et  deux  tangentes  ä  cette 
courbe  etant  aussi  donnees;  deter- 
miner, en  n'employant  que  la  regle 
seulement,  tant  de  tangentes  qu'on 
voudra  ä  une  autre  conique  qui 
toucJie  la  premüre  en  ses  points 
de  contact  avec  les  deux  tangentes 
donnees,  et  touche  en  outre  une  troi- 
sieme  droite  quelconque,  donnee  sur 
son  plan? 

Solution.  Soient  A,  B  les  deux 
tangentes  donnees  ä  la  premiere 
courbe,  et  soit  P  une  autre  droite 
quelconque,  donnee  sur  son  plan. 
Tout  se  reduit  ä  trouver  une  quel- 
conque des  tangentes  ä  une  autre 
conique  touchant  la  premiere  aux 
points  de  contact  avec  les  tangentes 
A  et  B  et  touchant  en  outre  la 
droite  P. 

Pour  cela,  soit  determine  le 
point  de  contact  de  B  avec  la 
courbe  donnee.  Soient  pris,  sur 
la  tangente  A,  deux  points,  Tun 
AP  et  Tautre  arbitraire,  par  les- 
quels  soient  menees  ä  cette  courbe 
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Soit  C  le  point  oü  la  corde  DE 
;oupe  la  tangente  en  J5;  en  menant 
7 JP,  cette  droite  coupera  la  secante 
AE  en  un  point  Q  qui  appar- 
biendra  (TÄ&reme  V)  ä  la  courbe 
cherchee. 

Autre  Solution.    Par  les  points  ^4 

et    2?  soient  menees  ä  la  courbe 

dormee  deux   secantes,   Fune    AP 

et    Fautre   arbitraire,   coupant    de 

notiveau  cette  courbe  en  D  et  E. 

Soit   C  le   point   de   concours  de 

DE  et  AB]  la  droite  CP  coupera 

la  secante  BE  en  un  point  Q  qui 

appartiendra  (Theoreme  VI)  a  la 

courbe  cherchee. 

Bemarque.  Cette  derniere  Solu- 
tion a  sur  Fautre  Favantage  de  ne 
point  exiger  que  Ton  mene  la 
tangente  par  le  point  B. 

Si  Ton  confoit  que  l'angle  ar- 
bitraire des  deux  secantes  du  theo- 
reme V  diminue  jusqu'ä  devenir 
nul,  les  deux  cordes  deviendront 
des  tangentes,  et  il  en  resultera  le 
theoreme  suivant: . 

Theoreme  VII.  Deux  coniques 
oyant  une  corde  commune  uniquc, 
ü  se  touchant  aux  deux  extremites 
k  cette  corde;  si,  par  l'une  des  ex- 
tänites  de  la  corde  commune,  on 
fofr  mene  une  secante  arbitraire,  et 
fton  mene  ensuite  ä  chacune  de 
**  courbes  une  tangente,  par  le  point 
to  die  est  coupee  par  cette  secante; 
fe*  deux  tangentes  ainsi  menees  iront 
wwourir  sur  la  tangente  ä  l'autre 
cxbmite  de  la  corde  commune. 


deux  tangentes  D  et  E.  Soit  C  la 
droite  qui  Joint  le  point  DE  au 
point  de  contact  de  B\  en  joig- 
nant  les  points  CP  et  AE  par 
une  droite  Q,  cette  droite  sera 
(Theoreme  V)  une  tangente  a  la 
courbe  cherche*e. 

Autre  Solution.  Sur  les  droites  A 
et  B  soient  pris  deux  points,  Fun 
AP  et  Fautre  arbitraire,  par  les- 
quels  soient  menees  des  tangentes 
D  et  E  ä  la  courbe  donnee.  Soit 
C  la  droite  qui  Joint  le  point  DE 
au  point  A  B\  si  Ton  Joint  le  point 
CP  au  point  BE  par  une  droite 
Q]  cette  droite  sera  (TMoreme  VI) 
une  tangente  a  la  courbe  cherchee. 

Bemarque.  Cette  derniere  Solu- 
tion a  sur  Fautre  Favantage  de  ne 
point  exiger  que  Fon  determine 
le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente B. 

Si  Fon  con$oit  que  la  distance 
arbitraire  entre  les  deux  points 
du  theoreme  V  diminue  jusqu'ä 
devenir  nulle,  les  points  de  con- 
cours des  tangentes  deviendront 
des  points  de  contact,  et  il  en 
resultera  le  theoreme  suivant: 

Theoreme  VII.  Deux  coniques 
etant  inscrites  ä  un  meme  angle,  et 
touchant  en  un  meme  point  les  deux 
cötes  de  cet  angle;  si,  sur  Vun  des 
cotis  de  Tangle  circonscrit,  on  prend 
arbitrairement  un  point  duquel  on 
mene  des  tangentes  aux  deux  courbes; 
les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes seront  en  ligne  droite  avec  le 
point  oü  ces  courbes  touchent  l'autre 
cöte  de  l'angle  circonscrit. 


4* 
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On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleine  IV.  Une  conique  etant 
donnee  et  deux  points  etant  dün- 
nes sur  son  perimctre;  determiner, 
en  riemployant  quo  la  regle  seule- 
ment,  tant  de  points  qu'on  voudra 
Oüune  autre  conique  qui  touche  la 
premiere  aux  deux  points  donnes, 
et  touche  en  outre  une  droite  quel- 
conque}  donnee  sur  son  plan? 

Solution.  Soient  toujours  A  et 
B  les  deux  points  donnes,  sur  le 
pe'rimfetre  de  la  premiere  courbe, 
et  soit  C  le  point  oü  la  tangente 
en  B  est  coupee  par  la  droite  don- 
nee. Par  ce  point,  soit  mene  a 
la  courbe  donnee  une  tangente 
dont  D  soit  le  point  de  contact. 
Soit  menee  AD7  coupant  en  P  la 
droite  donnee;  ce  point  P  sera 
(TJieoreme  VII)  le  point  de  con- 
tact de  la  courbe  cherchee  avec 
cette  droite;  de  sorte  que  le  pro- 
bleme se  trouvera  ramene  au  pro- 
bleme in. 

Lorsque  deux  coniques  qui  n'ont 
qu'une  seule  corde  commune  ont; 
a  Tune  des  extremites  de  cette 
corde;  un  contact  du  second  ordre, 
elles  doivent  in^vitablement  se  cou- 
per a  son  autre  extremite.  Elles  peu- 
vent  alors  etre  considerees  comme 
circonscrites  a  un  niöme  quadrila- 
tere  dont  deux  cotes  consecutifs, 
d^ne  egale  longueur,  se  confondent 
dans  la  corde  commune,  tandis 
que  les  deux  autres,  d'une  longueur 
nulle  et  formant  entre  eux  un 
angle  egal  ä  deux  droites,  se  con- 


On  pourra,  d'apres  cela)  t4 
le  probleme  suivant: 

Probleme  IV.  Une  coniqu 
donnSe  et  deux  tangentes  < 
courbe  etant  aussi  donnies\ 
miner }  en  n'employant  que  l 
seulement,  tant  de  tangentes 
voudra  ä  une  autre  coniq\ 
touche  la  premiere  ä  ses  po 
contact  avec  les  tangentes  d 
et  passe  en  outre  par  un  poii 
conque  donne  sur  son  plan? 

Solution.  Soient  toujours 
B  les  deux  tangentes  donnee* 
premifere  courbe,  et  soit  C  la 
qui  Joint  le  point  donn£  au 
de  contact  de  B.  Par  le 
oü  cette  droite  coupe  la 
donnee,  soit  menee  une  tang< 
ä  cette  courbe.  Soit  Joint  1« 
AD  au  point  donne,  par  une 
P;  cette  droite  P  sera  (Uli 
VII)  une  tangente  ä  la  < 
cherchee  en  ce  point,  de  sor 
le  probleme  se  trouvera  r 
au  probleme  HL 

Lorsque  deux  coniques  q 
peuvent  etre  inscrites  qu'ä  un 
angle  ont,  en  un  meme  po: 
Tun  des  cotes  de  cet  angL 
contact  du  second  ordre,  eile 
vent  inevitablement  toucher  ] 
cote  de  cet  angle  en  deux  ] 
distincts.  Elles  peuvent  alor 
considerees  comme  inscrites 
meme  quadrilatere  dont  deux  x 
consecutifs,  de  meme  grande 
confondent  dans  1'angle  circoi 
tandis  que  les  deux  autres 
grandeur  nulle,  ont  leurs  sor 
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fondent  avec  le  point  de  contact, 
et  ont  pour  direction  commune  la 
tangente  aux  deux  courbes  en  ce 
point.  Notre  Lemme  ne  cesse  pas 
pour  cela  d'etre  vrai  et  indistincte- 
ment  applicable  aux  divers  cotes 
du  quadrilatere;  et  il  en  resulte 
alors  les  theoremes  suivants: 

Theoreme  VIII.    Deux  coniques 
ayant  une  corde    commune  unique 
et   un   contact  du  second  ordre   ä 
Vune  des   extremites  de  cette  corde, 
de  mattiere  ä  se  couper  ä  son  autre 
extremite';   si,  par  le  point  de  con- 
tact des  deux  courbes}  on  leur  mime 
(kuz  secantes   arbitraires,   et  qu'on 
mene  ensuite  une  corde  ä  chacune 
des  courbes,  par  les  points  oü  eile 
es*  coupe'e  par  ces  deux  secantes; 
fes  deux  cordes  ainsi  menees  con- 
courront  sur  la  corde  commune. 

Theoreme  IX.  Deux  coniques 
ayant  une  corde  commune  unique  et 
«»  contact  du  second  ordre  d  Vune 
des  extremites  de  cette  corde,  de  ma- 
niire  ä  se  couper  ä  son  autre  ex- 
bmite,  si,  par  chacune  des  cx- 
bmites  de  cette  corde  commune,  on 
kwr  mene  une  secante  arbitraire, 
d  Qyton  mene  ensuite  ä  chacune 
(Celks  une  corde,  par  les  points  oü 
k  coupent  les  deux  secantes,  les 
feto  cordes  ainsi  menees  iront  con- 
wwir  sur  la  tangente  commune  aux 
feto  courbes. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
te  Probleme  suivant: 

Probleme  V.  Une  conique  etant 
dornte,  et  deux  points  etant  donnes 
sur  son  perimetre;   determiner,   en 


au  point  de  contact  des  deux 
courbes.  Notre  Lemme  ne  cesse 
pas  pour  cela  d'etre  vrai,  et  in- 
distinctement  applicable  aux  divers 
sommets  du  quadrilatere,  et  il  en 
resulte  les  theorfemes  suivants: 


Theoreme  VIII  Deux  coniques 
etant  inscrites  ä  un  meme  angle,  et 
ayant,  en  un  point  de  Vun  des  cotes 
de  cet  angle,  un  contact  du  second 
ordre,  de  moniere  ä  toucher  Vautre 
cötede  V angle  en  deuxpoints  distincts; 
si,  par  deux  points  pris  arbitraire- 
ment  sur  le  premier  de  ces  cotes, 
on  mene  des  tangentes  aux  deux 
courbes;  les  points  de  concours  des 
deux  couples  de  tangentes  ä  ces 
courbes  seront  en  ligne  droite  avec 
le  sommet  de  Vangle  circonscrit 

Theoreme  IX.  Deux  coniques 
etant  inscrites  ä  un  meme  angle,  et 
ayant,  en  un  point  de  Vun  des 
cotes  de  cet  angle,  un  contact  du 
second  ordre,  de  maniere  ä  touclicr 
Vautre  cöte  de  Vangle  en  deux  points 
distincts,  si,  sur  chacun  des  deux 
cotes  de  Vangle  circonscrit,  on  prend 
arbitrairement  un  point,  et  que,  par 
chacun  des  deux  points  ainsi  choisis, 
on  mene  des  tangentes  aux  deux 
courbes,  les  deux  points  de  concours 
des  couples  de  tangentes  ä  ces  courbes 
seront  en  ligne  droite  avec  le  point 
de  contact  de  ces  mvmes  courbes. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  V.  Une  conique  dtant 
donnee  et  deux  tangentes  ä  cette 
courbe  etant  aussi  donnees;   deter- 
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riemployant  que  la  regle  seulcinent, 
tant  de  points  qu'on  voudra  d'une 
autre  conique,  qui  ait  avec  la  pre- 
miere,  en  Vun  des  points  donnes,  un 
contact  du  second  ordre,  qui  la  coupe 
ä  V autre  point  donne,  et  passe  en 
outre  par.  un  troisieme  point  qucl- 
conqtte,  donne  sur  son  plan? 


Solution.  Soit  A  le  point  oü 
les  deux  courbes  doivent  avoir 
entre  elles  un  contact  du  second 
ordre,  et  soit  B  le  point  oü  elles 
doivent  se  couper;  soit  de  plus 
P  un  point  du  plan  de  la  courbe 
donnee,  par  lequel  doit  passer  la 
courbe  cherchee. 

Par  le  point  A  soient  menees  ä 
la  courbe  donnee  deux  secantes, 
l'une  AP  et  l'autre  arbitraire. 
Soient  D  et  E  les  points  oü  ces 
deux  secantes  rencontrent  de  nou- 
veau  cette  courbe.  Soit  C  le  point 
oü  DE  coupe  AB]  en  menant 
PC,  cette  droite  rencontrera  AE 
en  un  point  Q  appartenant  ä  la 
courbe  cherchee.*) 

Autre  Solution.  Soit  toujours  A 
le  point  du  p&imetre  de  la  courbe 
donnee  oü  la  courbe  cherchee  doit 
avoir  avec  eile  un  contact  du 
second  ordre,  et  soit  B  le  point 
oü  ces  deux  courbes  doivent  se 
couper.  Soit  enfin  P  un  point 
par  lequel  doit  passer  la  courbe 
cherchee. 


miner,  en  riemployant  qy 
seulement,  tant  de  tange 
voudra  ä  une  autre  coniq 
un  contact  du  second  ord 
premicre  au  point  oü  efi 
chee  par  une  des  tangenU 
qui  touche  aussi  Vautr 
donnee,  et  touche  en  outn 
sieme  droite  quelconque,  < 
son  plan? 

Solution.  Soit  A  la  ta 
point  de  contact  de  la 
deux  courbes  doivent  a 
elles  un  contact  du  sec< 
et  B  la  droite  qu'ell« 
toucher  en  deux  points 
Soit  de  plus  P  une  droi 
a  laquelle  la  courbe  ch( 
etre  tangente. 

Sur  la  droite  A  soienl 
points,  Fun  AP  et  Yb 
traire.  Soient  D  et  2 
gentes  menees  ä  la  cour 
deux  points.  Soit  enfin 
qui  Joint  entre  eux  les  j 
et  AB-,  en  menant  du 
au  point  AE  une  droit 
droite  sera  unö  nouvell 
ä  la  courbe  cherchee.*) 

Autre  Solution.  Soit  i 
la  tangente  a  la  courbe 
point  de  contact  de  1 
courbe  cherchee  doit  ; 
eile  un  contact  du  sec 
et  soit  B  celle  que  les  de 
doivent  toucher  en  d 
distinets.  Soit  enfin  P  Vi 
que  doit  toucher  aussi 
cherchee. 


*)  Cette  construetion  a  6t6  indiqude,  «ans  demonstration,  par  Ä 
(Annalos  de  Mathematiques,  tom.  VIII,  pag.  153). 
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Par  les  points  A  et  B,  soient 
ineiiees  ä  la  courbe  donnee  deux 
secantes,  l'une  -4P  et  Fautre  ar- 
bitraire, coupant  de  nouveau  la 
courbe  donnee  en  D  et  E.  Soit 
menee  DE  coupant  en  C  la  tan- 
gente  en  A.  Soit  enfin  menee  CP 
coupant  en  Q  la  secante  BE\  alors 
le  point  Q  sera  (Theoreme  IX)  un 
nouveau  point  de  la  courbe  de- 
mandee. 

Bemarque.  La  premiere  de  ces 
deux  Solutions  a  sur  l'autre  l'a- 
vaiitage  de  ne  point  exiger  que 
Ton  trace  la  tangente  en  A. 

Si  Ton  confoit  que  1'angle  arbi- 
traire  des  deux  secantes  du  theo- 
reme VJil  diminue  jusqu'a  devenir 
nul,  les  deux  cordes  deviendront 
des  tangentes,  et  il  en  resultera 
le  theoreme  suivant: 

Theoreme  X.  Deux  coniques  ayant 

w«e  eorde  commune  unique  et  un 

cmtad  du  sccond  ordre  ä  Vune  des 

extremite's  de  cette  cordef  de  manüre 

ö  se  couper  ä  son  autre  extremite; 

$i)  par  le  point  de  contact  des  deux 

wurbes,  on  leur  mene  une  secante 

wbitraire,  et  qu'on  mvnc  ensuitc  une 

tongente  ä  chacunc  des  deux  courbes, 

Pur  le  point  oü  eile  est  coupee  par 

°*ß   secante;    les    deux    tangentes 

iwsi  tnenees  iront  concourir  sur  la 

tode  commune. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
k  Probleme  suivant: 

Ürötleme  VI.  Une  coniqtie  etant 
ütonee  et  deux  points  etant  donnes 
w  son  perhnetre;   determiner,   en 


Sur  les  droites  A  et  Ii7  soient 
pris  deux  points,  Fun  AP  et 
Tautre  arbitraire,  par  lesquels 
soient  menees  les  tangentes  7)  et 
E  ä  la  courbe  donnee.  Soit  Joint 
le  point  DE  an  point  de  contact 
de  A  par  une  droite  C.  Soit  enfin 
Joint  le  point  CP  au  point  BE 
par  une  droite  (>5  cette  droite  Q 
sera  (Theoreme  IX)  une  nouvelle 
tangente  a  la  courbe  demandee. 

Bemarque.  La  premiere  de  ces 
deux  solutions  a  sur  l'autre  Tavan- 
tage  de  ne  point  exiger  que  Ton  de- 
termine  le  point  de  contact  de  la 
tangente  A. 

Si  Ton  con9oit  que  la  distance 
arbitraire  entre  les  deux  points 
du  theoreme  VIII  diminue  jusqu'a 
devenir  nulle,  les  points  de  con- 
cours  des  tangentes  deviendront 
des  points  de  contact,  et  il  en 
resultera  le  theorfeme  suivant: 
.  Theoreme  X.  Deux  coniques  dtant 
inscrites  ä  un  mcme  angle,  et  ayant, 
en  un  point  de  Vun  des  cötes  de  cet 
angle,  un  contact  du  second  ordre, 
de  manüre  ä  toucher  l'autre  cöte  de 
X angle  en  deux  points  distinets;  si, 
d'un  point  pris  arbitrairetnent  sur 
le  premier  de  ces  cötes,  on  mene  des 
tangentes  aux  deux  courbes,  les  points 
de  contact  de  ces  tangentes  seront 
en  ligne  droite  avec  le  sommet  de 
langte  circonscrit 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  VI.  Une  conique  etant 
donnee  et  deux  tangentes  ä  cette 
courbe  etant  aussi  donnees;  deter- 
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n'cmployant  quo  la  regle  seulement, 
tant  de  points  qu'on  voudra  cFune 
autre  conique,  qui  ait  avec  la  pro- 
miete,  en  Vun  des  points  donnes,  un 
contact  du  second  ordre,  qui  la  coupe 
ä  X autre  point  donne,  et  qui  touche 
en  outre  une  droite  quelconque,  don- 
nee sur  son  plan? 

Solution.  Soit  toujours  A  le 
point  du  perimetre  de  la  courbe 
donnee  oü  la  courbe  cherchee  doit 
avoir  avec  eöe  un  contact  du  se- 
cond ordre,  et  soit  B  le  point  oü 
ces  deux  courbes  doivent  se  couper; 
soit  enfin  C  le  point  oü  la  droite 
donnee  coupe  la  corde  commune 
AB.  Soit  menee,  par  ce  point  C, 
une  tangente  a  la  courbe  donnee, 
et  soit  D  son  point  de  contact;  en 
menant  AD,  cette  droite  coupera 
la  droite  donnee  en  un  point  P, 
qui  sera  (Theoreme  X)  son  point  de 
contact  avec  la  courbe  cherchee; 
de  sorte  que  le  probleme  se  trou- 
vera  ramene  au  probleme  V. 


Ecmarque.  Coinme,  par  le  point 
C}  on  peut  mener  deux  tangentes 
a  la  courbe  donnee,  on  pourra 
avoir  deux  points  de  contact  1), 
et  par  suite  deux  droites  AD  et 
deux  points  7^  de  maniere  que  le 
probleme  a  deux  Solutions. 

Lorsque  deux  coniques  ont  en 
un  point  commun  un  contact  du 
troisieme  ordre,  elles  ne  sauraient 
avoir  alors  aueun  autre  point  com- 
mun, ni  consequemment  aueune 
corde  inscrite  commune.    On  peut, 


mincr,  en  n'cmployant  que  la  regle 
seülement,  tant  de  tangentes  qu'on 
voudra  ä  une  autre  conique,  qtii  ait 
avec  la  premiere,  au  point  oü  eile 
est  touchee  par  une  des  tangentes 
donnces,  un  contact  du  second  ordre, 
qui  touche  aussi  V autre  tangente  don- 
nee, et  passe  en  outre  par  un  point 
quelconque,  donne  sur  son  plan? 

Solution.  Soit  toujours  A  la 
tangente  a  la  courbe  donnee  au 
point  de  contact  de  laquelle  la 
courbe  cherchee  doit  avoir  avec 
eile  un  contact  du  second  ordre, 
et  soit  B  celle  que  les  deux  courbes 
doivent  toucher  en  deux  points 
distinets;  soit  enfin  C  la  droite 
qui  Joint  le  sommet  de  l'angle  cir- 
conscrit  au  point  donne.  Par  le 
point  oü  estte  droite  coupe  la 
courbe  donnee,  soit  menee  une  tan- 
gente D  a  cette  courbe;  en  joig- 
nant  le  point  iD  au  point  donne, 
par  une  droite  P,  cette  droite  sera 
(Theoreme  X)  une  tangente  menee 
par  ce  point  ä  la  courbe  cherchee; 
de  sorte  que  le  probleme  se  trou- 
vera  ramene  au  probleme  V. 

Remarque.  Comme  la  droite  C 
coupe  la  courbe  donnee  en  deux 
points,  on  pourra  avoir  deux 
tangentes  D,  et  par  suite  deux 
points  AD  et  deux  droites  P;  de" 
maniere  que  le  probleme  a  deux 
Solutions. 

Lorsque  deux  coniques  touchent 
une  nieme  droite  en  un  meme 
point,  et  ont  en  ce  point  un  con- 
tact du  troisieme  ordre,  elles  ne 
sauraient  alors  avoir  aueune  autre 
tangente  commune,  ni  consequem- 
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lans  ce  cas,  les  considerer  comme 
etant  toutes  deux  circonscrites  ä 
an  meme  quadrilatere  dont  les 
cötes,  d'une  longueur  nulle ;  sont 
diriges  suivant  la  tangenie  com- 
mune, et  dont  les  sommets  se  con- 
bndent  tous  quatre  avec  le  point 
e  contact.  Notre  Lemme  ne  cesse 
ia  pour  cela  d'etre  vrai,  et  il  en 
:sxdte  le  theoreme  suivant: 

ZTlutoreme  XI.  Deux  coniques 
styant  qyiun  seid  point  commun, 

ayant  consequemment,  en  ce  point, 
i  contact  du  troisieme  ordre;  si, 
vir  fe  point  de  contact  des  deux 
wrbes,  on  leur  mene  deux  secantes 
'hitraires,  et  quon  joigne  ensuite 
**•  des  cordes  les  points  oü  ces 
0€tntes  coupent  les  deux  courbes; 
§  cordes  ainsi  menees  iront  con- 
>urir  sur  la  tangenie  commune. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
*  Probleme  suivant: 

Probleme  VII.  Une  conique  etant 
lonnee  et  un  point  etant  donne  sur 
wn  perimetre;  determiner,  en  n'em- 
oloyant  que  la  regle  seulement, 
tont  de  points  quon  voudra  d'une 
(tutre  conique  qui,  ayant  avec  la 
premicre,  au  point  donne,  un  con- 
tod  du  troisieme  ordre,  passe  en 
wfre  par  un  point  quelconque,  donne 
sm  son  plan? 

Solution.  Soit  A  le  point  du 
perimetre  de  la  courbe  donnee  oü 
la  courbe  cherchee  doit  avoir  avec 
eile  un  contact  du  troisieme  ordre, 


ment  aueun  angle  circonscrit  com- 
mun. On  peut,  dans  ce  cas,  les 
considerer  comme  etant  toutes  deux 
inscrites  ä  un  meme  quadrilatere 
dont  les  angles,  d'une  grandeur 
nulle,  ont  tous  leurs  sommets  au 
point  de  contact,  et  dont  les  cötes 
sont  tous  quatre  diriges  suivant  la 
tangente  commune.  Notre  Lemme 
ne  cesse  pas  pour  cela  d'etre  vrai, 
et  il  en  resulte  le  theoreme  suivant: 

Theoreme  XL  Deux  coniques 
n1  ayant  qu'une  seule  tangente  com- 
mune, et  ayant  consequemment  entre 
elles,  sur  cette  tangente,  un  contact 
du  troisieme  ordre;  si,  sur  la  tan- 
gente commune  aux  deux  courbes, 
on  prend  arbitrairement  deux  points 
par  lesqucls  on  leur  mene  des  tan- 
gentes;  les  points  de  concours  des 
deux  couples  de  tangmies  ä  ces  courbes 
seront  en  ligne  droite  avec  leur  point 
de  contact. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  VII.  Une  conique  etant 
donnee,  et  une  tangente  ä  cette  courbe 
etant  aussi  donnee;  determiner,  en 
riemployant  que  la  regle  seulemcnt, 
tant  de  tangentes  qu'on  voudra  ä 
une  autre  conique  qui,  ayant  avec 
la  premitre,  en  son  point  de  con- 
tact avec  la  tangente  donnee,  un 
contact  du  troisieme  ordre,  touche  en 
outre  une  droite  quelconquc  donnee 
sur  son  plan? 

Solution.  Soit  A  la  tangente 
donnee  ä  la  premiere  courbe  et  au 
point  de  contact  de  laquelle  la 
courbe    cherchee   doit   avoir    avec 
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et  soit  P  le  point  donne,  sur  le 
plan  de  cette  courbe. 

Par  le  point  A  soient  menees  ä 
la  courbe  donnee  deux  secantes, 
Fune  AP  et  Tautre  arbitraire.  Soient 
D  et  E  les  points  oü  ces  deux 
secantes  coupent  cette  courbe,  et 
soit  menee  DE,  coupant  en  C  la 
tangente  en  A.  Soit  enfin  menee 
CP,  coupant  en  Q  la  secante  arbi- 
traire AE\  le  point  Q  sera  (Theo- 
reme XI)  un  nouveau  point  de  la 
courbe  cherchee. 

Si  Ton  confoit  que  Tangle  ar- 
bitraire des  deux  secantes  du  theo- 
reme XI  diminue  jusqu'ä  devenir 
nul,  les  deux  cordes  deviendront 
des  tangentes;  et  il  en  resultera 
le  theoreine  suivant: 

Theoreme  XII  Deux  coniques 
riayant  qu'un  seid  point  commun, 
et  ayant  consequemment,  m  ce  point, 
un  contact  du  troisimie  ordre;  si, 
par  le  point  de  contact  des  deux 
courbes,  on  leur  mime  une  secante 
arbitraire  et  ensuite  des  tangentes, 
par  les  deux  points  oü  cette  secante 
les  coupe;  ces  deux  tangentes  iront 
concourir  sur  la  tangente  commune 
aux  deux  courbes. 

On  pourra,  d'apres  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  VIII.  Une  conique  etant 
donnee,  et  un  point  etant  donne  sur 
son  perimetre;  determiner,  en  riem- 
ployant  que  la  regle  seuletncnt,  tant 
de  points  qu'on  voudra  tfune  autre 
conique  qui,  ayant  avec  la  prämiere, 
au  point  donne,  un  contact  du  troi- 


celle-la  un  contact  du  troisieme 
ordre,  et  soit  P  la  droite  donnee, 
sur  le  plan  de  cette  courbe. 

Soient  pris  sur  la  droite  A  deux 
points,  Tun  AP  et  l'autre  arbi- 
traire. Soient  D  et  E  les  tan- 
gentes menees  ä  la  courbe  donnee, 
par  ces  deux  points.  Soit  C  la  droite 
qui  Joint  le  point  de  contact  de  A 
au  point  DE.  Soit  Joint  enfin  le 
point  CP  au  point  AE,  par  une 
droite  Q;  cette  droite  Q  sera  (Theo- 
reme XI)  une  nouvelle  tangente  ä 
la  courbe  cherchee. 

Si  Ton  conjoit  que  la  distance 
arbitraire  entre  les  deux  points 
du  theoreme  XI  diminue  jusqu'ä 
devenir  nulle,  les  points  de  concours 
des  tangentes  deviendront  des  points 
de  contact,  et  il  en  resultera  le 
theoreme  suivant: 

Theoreme  XII  Deux  coniques 
riayant  qu'une  seule  tangente  com- 
mune, et  ayant  consequemment  entre 
ellcs,  sur  cette  tangente,  un  contact 
du  troisieme  ordre;  si,  par  un  point 
pris  arbitrairement  sur  la  tangente 
commune,  on  leur  mene  des  tangentes; 
les  points  de  contact  de  ces  deux 
tangentes  sc  trouveront  en  ligne 
droite  avec  le  point  de  contact  des 
deux  courbes. 

On  pourra,  d'aprfes  cela,  resoudre 
le  probleme  suivant: 

Probleme  VIII  Une  conique  etant 
donnee,  et  une  tangente  ä  cette  courbe 
etant  aussi  donnee;  determiner,  en 
n'employant  que  la  regle  seulement, 
tant  de  tangentes  qu'on  voudra  ä 
une  autre  conique  qui,  ayant  avec 
la  premiere,  en  son  point  de  contact 
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sütnc  ordre,  touchc  en  outre  une 
droite  quelconque,  donnc'e  sur  son 
plan? 

Solution.  Soit  A  le  point  du 
perimetre  de  la  courbe  donnee  oü 
la  courbe  cherchee  doit  avoir  avec 
eile  un  contact  du  troisieme  ordre. 
Soit  en  outre  C  le  point  oü  la 
tangente  en  A  est  coupee  par  la 
droite  donnee.  Par  ce  point  C,  soit 
menee  ä  la  courbe  donnee  une 
tangente  dont  D  soit  le  point  de 
contact,  alors  le  point  P,  oü  la 
droite  donnee  sera  coupee  par  AD, 
sera  (Theoreme  XII)  le  point  de 
contact  de  cette  droite  donnee  avec 
la  courbe  cherchee;  ce  qui  rame- 
nera  le  probleme  au  probleme  VII. 


avec  la  tangente  donnee,  un  contact 
du  troisiitne  ordre,  passe  en  outre 
par  un  point  quelconque,  donne  sur 
son  plan? 

Solution.  Soit  A  la  tangente 
donnee  ä  la  courbe  donnee ,  au 
point  de  contact  de  laquelle  la 
courbe  cherchee  doit  avoir  avec 
eile  un  contact  du  troisieme  ordre. 
Soit  en  outre  C  la  droite  qui  Joint 
le  point  de  contact  de  A  au  point 
donne.  Par  le  point  oü  cette  droite 
C  coupe  la  courbe  donnee,  soit  me- 
nee ä  cette  courbe  une  tangente  Z); 
joignant  alors,  par  une  droite  P, 
le  point  donn£  au  point  AD,  cette 
droite  sera  (Theoreme  X II)  la  tan- 
gente, en  ce  point  donne,  a  la 
courbe  cherchee;  ce  qui  ramenera 
le  probleme  au  probleme  VII. 


Rien  n'empecherait,  dans  tout  ce  qui  precede,  de  supposer  que 
l'une  des  deux  coniques  dont  il  s'agit  est  le  Systeme  de  deux  droites, 
du  moins  lorsqu'il  n'est  question  que  d'intersections  et  de  contacts 
simples;  mais  on  ne  ferait  que  retomber  ainsi  sur  les  proprietes  con- 
nues  des  hexagones  inscrits  et  circonscrits,  et  sur  les  consequences 
egalement  connues  qui  en  derivent. 

On  doit  remarquer  aussi  que  tous  nos  theoremes  et  problemes  peu- 
vent  etre,  sans  restriction,  transportes  a  la  sphere,  pourvu  qu'on  y 
remplace  les  droites  par  des  arcs  de  grands  cercles,  et  les  coniques 
planes  par  ce  que  M.  Magnus  a  appele  coniques  spheriques,  dans  le 
memoire  de  la  page  33  du  precedent  volume. 


3. 

Recherche  graphique  da  eercle  oscalatear,  poar  les  lignes 

da  second  ordre. 

(Gergonne's  Annales  de  Mathematiques,  Band  17,  S.  69 — 72.  1826.) 

Soit  rapportee  une  ligne  du  second  ordre  ä  Tun  quelconque  de 
ses  points,  pris  pour  origine  des  coordonnees,  et  ä  sa  tangente  en  ce 
point  prise  pour  axe  des  y,  Taxe  des  x  etant  dirige  suivant  la  normale; 
l'equation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

y2  +  2  axy  +  bx*  +  2cx  —  0  (1) 

oü  a,  b,  c  seront  des  quantites  determinees.  II  faut  en  effet,  d'apres 
la  Situation  donnee  de  la  courbe  qu'en  posant  x  =  0,  on  ait  dein 
valeurs  nulles  pour  y. 

Toutes  les  autres  lignes  du  second  ordre  touchant  celle-lä  ä  Fori- 
gine  seront  comprises  dans  l'equation  generale 

j/2  +  2  Axy  +  Bx%  +  2Cx  =  0,  (2) 

oü  A}  B}  C  seront  des  quantites  indeterminees. 

Deux  lignes  du  second  ordre  pouvant,  en  general,  se  couper  en 
quatre  points,  et  un  point  de  contact  etant  la  reunion  en  un  seul  de 
deux  points  d'intersection;  il  s'ensuit  que  les  courbes  (1)  et  (2),  outre 
leur  point  commun  a  Torigine,  doivent  en  avoir  encore  deux  autres, 
reels  ou  imaginaires.  Cherchons  Tequation  de  la  droite  qui  Joint  ces 
deux  derniers. 

II  est  connu  que,  si  Ton  combine  ensemble,  d'une  maniere  quel- 
conque, les  equations  de  deux  lieux  geometriques,  Fequation  resultante 
sera  celle  d'un  troisieme  lieu  geometrique,  contenant  les  points  com- 
muns  aux  deux  premiers;  donc,  en  particulier,  la  diflerence  des  equa- 
tions (1)  et  (2)  appartient  ä  un  lieu  geometrique  qui  contient  le  point 
de  contact  qu'ont  les  deux  courbes  ä  l'origine  et  les  deux  autres  points 
oü  elles  se  coupent;  or,  cette  difference  est 

x  {2(A  —  a)y  +  {B  -  h)x  +  2{C  -  c)}  —  0, 
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qui  exprime  le  Systeme  de  deux  droites,  dont  Fune  est  Taxe  des  y  qui 
contient  uniquement  le  point  de  contact,  donc  Fautre 

2(A  -  a)y  +  (B  -  b)x  +  2{C  —  c)  =  0  (3) 

est  la  droite  qui  Joint  les  deux  points  d'intersection  des  deux  courbes. 
Si  ces  points  d'intersection  sont  imaginaires,  la  droite  (3)  deviendra 
ce  que  M.  Poncelet  a  appele  corde  ideale,  mais  on  pourra  toujours  la 
construire. 

Si  Ton  profite  de  Findetermination  des  constantes  A,  B,  C,  pour 
faire  en  sorte  que  la  droite  (3)  passe  par  Forigine,  ce  qui  se  reduit 
ä  poser  C  =  c,  Fun  des  deux  points  d'intersection  viendra  se  joindre 
au  point  de  contact;  de  sorte  que  les  deux  courbes  auront  alors,  a 
Forigine,  un  contact  du  second  ordre.  Ainsi,  toutes  les  courbes  com- 
prises  dans  l'equation  generale 

y2  +  2Axy  +  Bx'  +  2cx  =  0,  (4) 

dans  laquelle  A  et  B  sont  indetermines,  ont  ä  Forigine,  avec  la  courbe 
(1),  un  contact  du  second  ordre.  Les  deux  courbes  ont  en  outre  une 
intersection  qui,  dans  ce  cas,  est  necessairement  reelle. 

Si  Fon  profitait  de  Findetermination  des  constantes  A,  B,  C,  pour 
faire  coincider  la  droite  (3)  avec  Faxe  des  y,  ce  qui  se  reduirait  a 
poser,  a  la  fois,  A  =  a  et  C  =  c,  les  points  d'intersection  se  confon- 
draient  alors  tous  deux  avec  Forigine;  de  sorte  que  les  deux  courbes 
auraient  en  ce  point  un  contact  du  troisieme  ordre.     L'equation 

y%  +  2axy  +  Bx2  +  2  ex  =  0;  (5) 

oü  B  est  indetermine,  est  donc  l'equation  commune  ä  toutes  les  lignes 
du  second  ordre  qui  ont  avec  la  courbe  (1),  ä  Forigine,  un  contact  du 
troisieme  ordre.  Dans  ce  cas  les  deux  courbes  ne  peuvent  plus  se 
couper  autre  part. 

Quelles  que  soient  la  nature  de  la  courbe  (1)  et  sa  Situation  par 
rapport  aux  axes,  la  courbe  (4)  peut  fort  bien  devenir  un  cercle,  puis- 
qu'il  ne  s'agit  pour  cela  que  de  supposer  ä  la  fois  A  =  0  et  B  =  1. 
Ainsi,  ü  y  a,  pour  eliaque  point  d'une  ligne  du  second  ordre,  un  cercle 
qui  a  avec  la  courbe,  en  ce  point,  un  contact  du  second  ordre.  C'est  ce 
cercle,  qu'on  appelle  le  cercle  osculateur  de  la  courbe;  il  la  coupe,  en 
outre,  en  un  autre  point. 

Mais  l'equation  (5)  ne  saurait  devenir  celle  d'un  cercle,  qu'autant 
qu'on  aurait  dejä,  dans  Fequation  (l),  a  =  0;  c'est-ä-dire,  qu'autant 
que  Forigine  des  coordonnees  serait  un  des  sommets  de  la  courbe; 
c'est-ä-dire,  qu'un  cercle  ne  saurait  avoir  avec  une  ligne  du  second  ordre, 
en  Vun  de  ses  points,  un  contact  du  troisieme  ordre,  qu'autant  que  ce  point 
est  un  des  sommets  de  la  courbe. 
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La  courbe  (2)  variant  sans  cesse,  la  corde  commune  (3)  avec  la 
courbe  (1)  demeurera  constamment  parallele  ä  elle-meme,  si  le  rapport 

A^_-  demeure  constant.     Or,  c'est  ce  qui  arrivera,  en  particulier,  si, 

A  et  B  demeurant  constants,  on  fait  seulement  Tarier  C}  dans  l'equa- 
tion  (2);  et  cela,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  constantes 
de  A  et  2?;  donc,  il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  lorsqu'on  aura 
i4  —  0  et  B  =  1 ,  c'est-ä-dire,  lorsque  Fequation  (2)  exprimera  un 
cercle;  ainsi,  tant  de  cercles  qu'on  voudra,  tangents  en  un  meme  point  ä 
une  ligne  du  second  ordre,  la  coupent  de  maniere  que  les  cordes  qui  joignent 
les  points  d'intersection  sont  toutes  paralleles.  Celui  de  ces  cercles  pour 
lequel  la  corde  passe  par  l'origine  est,  d'apres  ce  qui  precede,  le 
cercle  osculateur  de  la  courbe,  en  ce  point. 

De  la  resulte  une  construction  facile,  pour  obtenir  le  centre  de 
courbure,  et  consequemment  le  cercle  osculateur  d'une  ligne  du  second 
ordre,  en  Tun  de  ses  points.  Par  ce  point  soit  men£e  ä  la  courbe 
une  normale  sur  laquelle  soit  choisi  un  point  tel  qu'en  decrivant,  de 
ce  point  comme  centre,  un  cercle  passant  par  le  point  donn£,  ce  cercle 
coupe  la  courbe  en  deux  autres  points.  Soient  menees  ä  la  courbe 
une  corde  par  ces  deux  points,  et  par  le  point  donne  une  nouvelle 
corde,  parallele  a  celle-lä.  La  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette 
derniere  corde  coupera  la  normale  au  centre  de  courbure  cherche. 

Cette  construction  revient  ä  une  autre  construction  dejä  connue; 
mais  il  etait  difficile  dyy  parvenir  par  une  voie  plus  simple. 
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(Gergonne's  Annales  de  Mathe matiques,  Band  18,  S.  29    47.  1827.) 

Nous  nous  proposons,   dans   ce  qu'on  va  lire,  de  deduire  d'une 

Jyse  que  le  lecteur  trouvera  peut-etre  assez  simple,  diverses  Solutions 

[vjl     probleme  oü  il  s'agit  de  decrire  un  cercle  qui  touche  trois  cercles 

lonnes,  ainsi  que  d'autres  problemes  compris  dans  celui-lä,  comme  cas 

pa.T-ticuliers.     Nous  enseignerons  aussi,  plus  generalement,  ä  decrire  un 

cercle  qui  en  coupe  trois  autres  sous   des  angles  donnes;   et  aussi  ä 

decrire   un   cercle  qui  coupe    quatre    cercles   donnes    sous    des   angles 

ega.nx;  ou,  plus  generalement,  sous  des  angles  dont  les  cosinus  soient 

entre  eux  dans  un  rapport  donne.     Nous   montrerons  enfin  comment 

on  peut  resoudre  des  problemes  analogues  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

Dans  un  des  numeros  du  Journal  de  M.  Crelle,   publie  ä  Berlin, 

M.  Steiner  a  donne,   sans   demonstration,   la  construetion  de  divers 

problemes,  parmi  lesquels  ceux-ci  se  trouvent  compris,  en  declarant  que 

ses  construetions   se   deduisaient   d'une   theorie   qu'il   a  exposee  avec 

assez  de  developpement;   mais  la  publicite  que  ce  geometre  a  donnee 

a  aon  travail  ne  nous  a  pas  paru  un  motif  süffisant  pour  renoncer  a 

publier  un  sommaire  du  nötre,   qu'on  sera  peut-etre   bien   aise  de  lui 

comparer,  et  dont  on  trouvera  peut-etre  meme  la  marche  plus  rapide 

et  plus  simple  a  quelques  egards. 

I.  Soient 

c  =  0,         c'=0,         c"=0, 

fes  equations  de  trois  cercles,  traces  sur  un  meme  plan,  et  rapportes 
aox  meines  axes;  chaeune  des  trois  equations 

c'-c"=0,       c"-c  =  0,       c  —  c  =  0, 

etant  lineaire  en  x  et  y,  et  ayant  lieu  en  meme  temps  que  Celles  de 
deux  de  ces  cercles,  sera  consequeinment  celle  de  leur  corde  commune, 
reelle  ou  ideale,  c'est-a-dire,  de  leur  axe  radical;  mais  fchaeune  de  ces 
trois  dernieres  equations  est  evideminent  coniporte*e  par  les  deux  autres; 
Jone  elles  sont  toutes  trois  satisfaites  par  le  meme  Systeme  de  valeurs 
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de  x  et  de  y;  donc,  finalement,  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  qud- 
conques,  traecs  sur  un  metne  plan,  et  pris  tour  ä  tour  deux  ä  deux,  can- 
courent  Ums  trois  en  un  metne  point  que  nous  appellerons  ä  l'avenir  Je 
centre  radicäl  des  trois  cercles  dont  il  s'agit*). 

*)  Ge  tour  de  raieonnement,  dont  la  premiere  idle  parait  appartenir  ä 
M.  Gergonne,  mdrite  une  attention  toute  particuliere,  attendu  qu'ii  peut  Stare 
utilement  employe  dans  beaueoup  d'autres  rencontres. 

Nous  nous  bornerons  seulement  ici  ä  faire  remarquer  que  le  theoreme  sub- 
siste,  lorsqu'on  remplace  un  ou  deux  des  cercles  donnds,  ou  meme  tous  les  trois, 
par  des  points,  dont  on  peut  mettre  les  dquations  sous  cette  forme 

(Ä  __  ay  +  (y  __  iy  =  0. 

Deux  points  qui  ont  avec  un  meme  cercle  le  meme  axe  radical  sont  dits  con- 
jugues  Tun  ä  l'autre,  par  rapport  ä  ce  cercle.   Soit  un  cercle  donnd  par  l'dquation 

*'  +  y»  =  r», 

et  deux  points  donnds  par  celles-ci 

(«-a)H(j/-&NO, 

leurs  axes  radicaux  par  rapport  au  cercle  seront  donnds  par  les  dquations 

2ax  +  2by  —  (a*  +  b*  +  rs)  =  0, 

2a'«  +  2b'y  —  (a  *  +  6'»  +  r*)  —  0. 

Afin  donc  que  ces  deux  axes  radicaux  se  confondent,  on  devra  avoir 

a        b  _a*  +b*  +rf 
V  =  b'  ~~  a'*  +  Vr+"r*  ' 

La  premiere  partie  de  cette  double  dquation  prouve  que  les  deux  points  dont  il 

s'agit  doivent  etre  cn  ligne  droite  avec  le  centre  du  cercle;  d'oü  il  suit  que,  si 

Ton  suppose   b  =  0,   on  devra   avoir   aussi  b'=  0.     Notre    double   dquation  se 

reduira  ainsi  a 

a         a*  +  r* 

a7~  (*'■"+!■'■ ' 
d'oü  Ton  tirera 

oa  =  rf; 

ce  qui  prouve  1°  que  les  deux  points  doivent  etre  situds  d'un  meme  cötd  du  centre; 
2°  que  le  rayon  doit  etre  inoyen  proportionnel  entre  leurs  distances  a  ce  centre. 

11  rdsulte  de  la  que,  si  Fun  de  ces  points  est  sur  la  circonfdrence ,  l'autre 
se  confondra  avec  lui;  et  que  consequemment  Taxe  radical  d'un  cercle  et  d'un 
point  de  sa  circonference  n'est  autre  que  la  tangente  a  ce  cercle  en  ce  point. 

Rien  de  plus  facile  d'apres  cela  que  d'obtenir  l'dquation  de  la  tangente  a 

un  cercle 

*f  +  y*  -  r», 
en  Tun  quelconque 

(*  -  x'Y  +  (y  -  y')*  -  0 

de  ses  points.     En  prenant  en  effet  la  difference  de  leurs  dquations,   et  ayant 

egard  a  la  condUion 

*'■  +  y'2  «  r\ 

on  aura,  sur-le-champ,  pour  l'dquation  cherchde  de  la  tangente  au  cercle, 

*'*  +  y'y  =  r-. 
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On  pourra  facilement;  d'apres  cela,  decrire  un  cercle  qui,  passant 
par  deux  points  donnes,  touche  un  cercle  donne.  On  peut  remarquer,  en 
effet,  que  le  probleme  a  deux  Solutions  et  que  les  deux  cercles  qui  le 
Tesolvent  ont,  avec  le  cercle  donne,  un  centre  radical  qui  doit  se 
trouver  a  la  fois  sur  la  droite  qui  Joint  les  deux  points  donnes,  et  au 
point  de  concours  des  tangentes  communes  ä  ces  deux  memes  cercles 
et  au  cercle  donne.  Ce  centre  radical  demeurera  donc  le  meme  si  Ton 
remplace  Tun  des  deux  cercles  cherches  par  un  autre  cercle  qui,  pas- 
sant comme  lui  par  les  deux  points  donnes,  coupe  le  cercle  donne; 
puisque  ce  point  se  trouvera  toujours  ä  l'intersection  des  deux  memes 
droites.  Decrivant  donc  arbitrairement  un  tel  cercle,  sa  corde  com- 
mune avec  le  cercle  donne'  coupera  la  droite  menee  par  les  deux 
points  en  un  point  duquel  menant  des  tangentes  au  cercle  donne,  leurs 
points  de  contact  avec  lui  seront  aussi  ceux  oü  il  doit  etre  touche  par 
les  cercles  cherches.  Menant  donc  des  rayons  par  ces  deux  points,  ces 
rayons  seront  coupes  par  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  donnes  aux  centres  des  deux  cercles  cherches. 

2.  Cette  construction  se  trouve  en  defaut,  lorsque  le  cercle  donne 
degenere  en  une  droite  donnee.  Voyons  comment  alors  on  peut  y 
soppleer.     Soient 

(x-a)*  +  (y-by=r\ 

(x-ay  +  (y-b'y  =  r*, 

fea  equations  de  deux  cercles  quelconques,  en   retranchant  on  aura 
2(a  -  a')x  +  2(6  —  b')y  +  (/*  -  a2  -  V)  -  (/*  —  a'2  —  V2)  =  0. 

*  donc  on  place  Torigine  en  un  quelconque  des  points  de  Taxe 
ra<Hcal,  on  aura 

r*  _  (a*  +  ft»)  =  r'i  _  (a'2  +  &'*). 

06  qui  veut  dire  que  si,  de  l'un  quelconque  des  points  de  Taxe  radical 
*  deux  cercles,  on  mene  des  tangentes  ä  ces  deux  cercles,  ces  tangentes 
at4ront  meme  longueur. 

II  sera  facile,  d'apres  cela,  de  decrire  un  cercle  qui,  passant  par 
"***&  points  donnes,  touclxe  une  droite  donnee.  On  voit,  en  effet,  que  les 
^eUx  cercles  qui  resolvent  le  probleme  doivent  avoir  pour  axe  radical 
*a  droite  qui  Joint  les  deux  points  donnes  et  pour  tangente  commune 
»  droite  donnee;  d'oü  il  suit  que  la  premiere  de  ces  deux  droites  doit 
^uper  Tautre  au  milieu  de  Tintervalle  entre  les  deux  points  de  contact. 

l*  meme  mlthode  est  applicable  a  toutes  les  lignes  da  second  ordre.  Appliquäe 
*ux  lignes  des  ordres  plus  elev^s,  au  Heu  de  leurs  tangentes,  eile  donnerait  leurs 
lignes  osculatrices. 

Plflcker,  Werke.  I.  5 


66  Memoire  sur  les#contacts  et  sur  les  intersections  des  cercles. 

Or,  si  ä  Tun  des  deux  cercles  cherches  on  en  substitue  un  autre,  ] 
sant  comme  lui  par  les  deux  points  donnes,  Taxe  radical  ne  chang 
pas,  et  les  tangentes  menees  aux  deux  cercles  de  Tun  quelcon 
des  points  de  cet  axe  seront  encore  de  meme  longueur.  La  < 
struction  se  reduit  donc  a  ce  qui  suit:  Soit  decrit  arbitrairement 
cercle  qui  passe  par  les  deux  points  donnes;  par  l'intersection  d< 
droite  qui  Joint  ces  deux  points  avec  la  droite  donnee  soit  menee 
tangente  ä  ce  cercle;  soit  portee  la  longueur  de  cette  tangente 
part  et  d'autre  du  meme  point  sur  la  droite  donnee;  on  determii 
ainsi  ses  points  de  contact  avec  les  cercles  chercheV,  alors  les  per] 
diculaires  elevees  ä  cette  droite  par  ces  deux  points  couperont 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  Joint  les  deux  po 
donnes  aux  centres  de  ces  meines  cercles. 

3.   Occupons-nous   presentement   de  la  recherche  des   cercles 
touchent  trois  cercles  donnes.     Soient  les  equations  de  ces  trois  cer 

(*  _  a'J  +  (y  _  by  _  r"* ; 

soient  trois  autres  cercles,  concentriques  avec  ceux-la,  ayant  des  raj 
respectivement  egaux  aux  leurs,  augmentes  d'une  meme  longueur  q 
conque  li}  positive  ou  negative.  Les  equations  de  ces  nouveaux  cer 
seront 

(x-a)*  +  (y-by  =  (r  +  Rf, 

(*-«')'  +  (y  -*>')'  =  (»•'  +  RY, 

(x-a"y  +  (y-by  =  (r"+Ry. 

On  obtiendra  les  equations  des  axes  radicaux  de  ces  derniers  cer 
en  prenant  les  differences  de  leurs  equations  deux  a  deux.  Suppos 
pour  plus  de  simplicite,  qu'on  ait  pris  pour  origine  des  coordonne 
centre  radical  des  trois  cercles  primitifs;  on  aura  alors 

ra  _  (a*  +  6*)  =  rn  _  (a-  +  ytj  _  r-2  _  yt  +  h><%^ 

et  en  consequence  les  equations  des  axes  radicaux  des  trois  nouve 
cercles,  pris  tour  a  tour  deux  ä  deux,  seront 

(a  -  a)x  +  (6'  -  b")  y  +  (/  —  r")  22  =  0, 
(a-  a  )x  +  (6"-  b  )y  +  (/'-  r  )R  —  0, 
(a  —  a')x  +  (b  —b')y  +  (r  -  r  )R  =  0. 

En  prenant  la  somme  de  leurs  produits  respectifs  par  r,  r}  r" 
longueur  li  disparait,  et  Ton  obtient  l'equation  lineaire 
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\r(a-  a")  +  r  (<*"—  a)  +  r"(a  -  a')}  x 

+  { r{b'-  b")  +  /(&"-  6)  +  r"(b  -  b') }  y  =  0, 

d'une  droite  qui  passe  par  Forigine  et  qui  doit  contenir  evidemment 
le  centre  radical  des  trois  nouveaux  cercles,  quel  que  soit  R.  On  a 
doDC  ce  theorfeme:  Si  les  rayons  de  trois  cercles,  traces  sur  un  meme 
plan,  croissent  ou  decroissent  d'une  meine  quantite  quelconque,  leur  centre 
radical,  variable  de  position,  parcourra  une  ligne  droite.  Cette  droite  est 
facile  ä  obtenir,  pnisqu'elle  doit  passer  par  le  centre  radical  des  trois 
cercles  primitifs  et  par  le  centre  radical  des  trois  cercles  qu'on  d&lui- 
rait  en  augmentant  ou  diminuant  leurs  rayons  d'une  meme  quantite 
quelconque. 

4.  On  sait  que  les  equations  des  centres  de  similitude  directe  des 
trois  cercles  primitifs,  pris  tour  ä  tour  deux  ä  deux,  sont 

r  a   —  r  a  f  r  a  —  ra  (  ra  —  r  a 

X  — "  ?         Tri       y         I  X  """^  Tf  f         I  X  — —  ;       7 

r  —  r  I  r  —  r  I  r  —  r 


=  r'b"  —  v',b0  =  r"b  —  rb"  =  '&'- *"& 

k  r  m—m  r "  \  r*  ——  r  \ 


? 


r  —  r 

lesquels  points  sont  sur  une  meme  droite,  qu'on  appelle  Taxe  de  simi- 
litude directe  des  trois  cercles,  et  dont  on  trouvera  facilement  Fequation 

[r{V  —  &")+  /(&"-  b)  +  r"(6  —  V))x  = 

{ r(a  —  a")  +  r\a  —  a)  +  r"{a  —  a))y 
_  [r(a'b"—  ab')  +  r\a"b  —  ab")  +  r"{ab'  —  ab)}  >). 

or,  cette  droite  est  perpendiculaire  ä  Fautre;  on  a  donc  ce  nouveau 
theoreme:  La  droite  que  parcourt  le  centre  radical  de  trois  cercles,  lorsque 
tors  rayons  croissent  ou  decroissent  cPune  meme  quantite  quelconque,  est 
ftiyendiadaire  ä  leur  axe  de  similitude  directe.  II  suffira  donc,  pour 
obtenir  cette  droite,  d'abaisser  du  centre  radical  des  trois  cercles  une 
perpendiculaire  sur  leur  axe  de  similitude  directe. 

5.  Si  des  centres  de  similitude  directe  des  trois  cercles  primitifs, 
pns  tour  a  tour  deux  a  deux,  on  decrit  trois  nouveaux  cercles,  tels 
Ve  chacun  d'eux  ait  avec  les  deux  cercles  dont  le  centre  de  similitude 
^  8on  centre,  le  meme  axe  radical,  ces  trois  nouveaux  cercles  auront 
widemment  leur  centre  radical  commun  avec  les  trois  premiers;  et 
comme  ils  ont  leurs  centres  en  ligne  droite,  ils  devront  avoir  un  axe 
fadical  unique  passant  par  ce  centre  et  perpendiculaire  a  cette  droite. 
|*t  axe  radical  ne  sera  donc  autre  chose  que  la  droite  dont  il  s'agit 
1(a>  on  a  donc  encore  ce  nouveau  theoreme:  La  droite  que  parcourt  le 
centre  radical  de  trois  cercles  dont  les  rayons  croissent  ou  decroissent  ä 
*°  fois  dune  meme  quantite  quelconque,  est  Vaxe  radical  commun  de  trois 
wkes  cercles  qui  ont  leurs  centres  aux  centres  de  similitude  directe  de 
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ces  trois  cercles }  pris  tour  ä  tour  deux  ä  deux,  et  dont  chacun  a  Je 
meine  axe  radical  avec  deux  de  ces  cercles;  ce  qui  peut  offrir  une  troi- 
sieme  determination  de  la  droite  dont  il  s'agit. 

Si,  au  Heu  d'augmenter  ou  de  diminuer  ä  la  fois  les  rayons  des 
trois  cercles,  on  faisait  croitre  les  uns  et  decroitre  les  autres,  mais 
toujours  d'une  meme  quantite  quelconque,  leur  centre  radical  decrirait 
encore  une  ligne  droite;  mais  cette  droite  serait  alors  perpendiculaire 
a  Tun  des  axes  de  similitude  inverse  des  trois  cercles;  eile  serait  axe 
radical  commun  de  trois  nouveaux  cercles  dont  les  centres  seraient 
aux  trois  centres  de  similitude  situes  sur  cet  axe,  et  dont  chacun 
aurait  toujours  le  meme  axe  radical  avec  deux  des  cercles  donne's.  On 
doit  remarquer  enfin  que  tout  ce  qui  precede  subsiste  encore,  lors- 
qu'on  remplace  un  quelconque  des  cercles  donnes  par  une  droite  ou 
un  point. 

L'application  de  ceci  au  probleme  qui  nous  occupe  est  visible. 
Que  Ton  demande,  en  effet;  un  cercle  qui  touche  ä  la  fois  trois  cercles 
donnes;  supposons  ce  cercle  dejä  obtenu,  et  soit  12  son  rayon.  Suppo- 
sons,  pour  fixer  les  idees,  que  ce  cercle  touche  les  trois  autres  de  la 
meme  maniere,  c'est-ä-dire,  qu'il  les  touche  tous  trois  exterieurement 
ou  qu'il  les  enveloppe  tous  trois;  ou  enfin  qu'il  en  soit  lui-meme  en- 
veloppe.  Si  Ton  decrit  trois  nouveaux  cercles  concentriques  avec  les 
premiers,  et  passant  tous  par  le  centre  de  celui-lä,  ce  centre  en  sera 
le  centre  radical;  mais  leurs  rayons  ne  seront  que  les  rayons  des 
cercles  primitifs,  augmentes  ou  diminues  du  rayon  If;  donc  le  centre 
du  cercle  cherche  se  trouvera  (4)  sur  la  perpendiculaire  ä  Taxe  de 
similitude  directe  des  trois  cercles  primitifs,  menee  par  leur  centre 
radical.  En  variant  donc  les  hypotheses,  sur  la  nature  des  contacts, 
on  parviendra  ä  ce  theoreme  general:  Les  centres  des  huit  cercles  qui 
touclient  ä  la  fois  les  trois  meines  cercles  donnes  sont  distribttes,  deux  ä 
deux,  sur  les  perpendiculaires  abaissees  du  centre  radical  de  ces  trois 
cercles  sur  leurs  quatre  axes  de  similitude. 

On  pourrait,  en  partant  de  lä,  et  en  suivant  une  marche  analogue 
ä  celle  de  Viete,  dans  son  ApoUonius  Gallus,  parvenir  a  la  Solution 
du  probleme;  mais,  en  poursuivant  notre  analyse,  nous  en  deduirons 
des  constructions  beaucoup  plus  elegantes  et  plus  brieves. 

6.  Soient 

(x  -  aj  +  f  =  r'\  (0 

les  equations  de  deux  cercles;  en  prenant  leur  axe  radical  pour  axe 
des  y}  nous  aurons 
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a*  —  r2  =  d%  —  r  2. 
Soit  ensuite 

(x-Ay  +  (t,  —  By  =  R*  (o) 

l'equation  d'un  troisieme  cercle  que;  pour  fixer  les  idees,  nous  suppo- 
sons  toucher  exterieurement  les  deux  premiers;  il  en  resultera 

{A  —  ay  +  B*  =  (R  +  ry, 

(A  —  aj  +  B*  =  (R  +  r')2; 

d'oü,  en  retranchant  et  ayant  egard  ä  la  relation  ci-dessus, 

{a-d)A=  —  (r  — r')fl. 

Si  au  contraire,  le  cercle  (C)  enveloppait  les  deux  autres  ou  en  etait 
enveloppe,  le  signe  du  second  membre  serait  positif;  de  sorte  que, 
pour  comprendre  les  deux  cas  dans  un  seul,  il  faudra  ecrire 

(a  —  a')A  =  ±(r-  r)Ä; 

dans  tous  les  cas,  A:R  sera  une  quantite  constante. 

Si  donc  on  considere  deux  cercles  touchants  (C),  (C),  on  aura 

Ä=^r,    ou    RA'—  R'A  =  0, 


E       R' 

d'oü  resultera  encore 

RA'-  R'Ä 
R  —  R' 


=  o-, 


or,  c'est  la  la  valeur  de  x  pour  le  centre  de  similitude  directe  des 
deux  cercles  (C),  (C);  donc  ce  centre  de  similitude  est  sur  Taxe  radical 
de  (c)  et  (</).  Ainsi,  le  centre  de  similitude  directe  de  deux  cercles  qui 
ont  avec  deux  autres  cercles  un  mcnie  mode  de  contact,  est  sur  Vaxe 
radical  de  ces  deux-ci.  On  demontrera  avec  la  meme  facilite  que  ce 
sera  le  centre  de  similitude  inverse  de  ces  deux  cercles  qui  sera  sur 
Faxe  radical  des  deux  autres,  si  les  premiers  ont  des  modes  de  con- 
tact  inverses  avec  les  deux  autres.  II  est  d'ailleurs  evident  que  ces 
relations  doivent  etre  reeiproques;  c'est-ä-dire,  qu'ä  Finverse  Tun  des 
deux  centres  de  similitude  des  deux  cercles  (c)  et  (c)  doit  se  trouver 
sur  Taxe  radical  des  deux  cercles  (C)  et  (C).  Donc,  si  Ton  a  un 
troisieme  cercle  (ß")f  tangent  comme  les  deux  autres  au  deux  cercles 
(c),  (c');  le  centre  radical  de  ces  trois  cercles  co'incidera  avec  Fun  des 
deux  centres  de  similitude  de  ces  deux-ci,  savoir  avec  leur  centre  de 
similitude  directe  ou  avec  leur  centre  de  similitude  inverse,  suivant 
que  les  trois  cercles  (C),  (V),  (C")  seront  touches  de  la  meme  ma- 
niere  ou  d'une  maniere  dififerente  par  les  deux  cercles  (c)  et  (c');  d'oü 
Ton  voit  encore  que  si  les  cercles  (C),  (C),  (C")  ....  etaient  en  plus 
grand  nombre,  ils  auraient  tous  leur  centre  radical  au  meme  point. 
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7.  Si  donc  de  ce  point  comme  centre  et  avec  la  tangente  menee 
du  meme  point  a  Tun  d'eux  pour  rayon,  on  decrit  un  nouveau  cercle, 
il  coupera  tous  les  cercles  (C),  (C),  (C")  ....  orthogonalement;  et> 
ä  cause  de  cette  propriete,  nous  l'appellerons  le  cercle  orthogonal  de 
tous  ceux-lä.  Or,  si  les  deux  cercles  (c),  (c)  se  coupent,  on  pourra 
considerer  leurs  points  d'intersection  comme  deux  cercles  de  rayon 
nul  qui  les  touchent  tous  deux;  d'oü  il  suit  qu'alors  le  cercle  ortho- 
gonal passera  par  ces  deux  points;  ce  qui  offre  un  moyen  facile  de  le 
construire  dans  ce  cas.  Dans  tous  les  cas,  il  aura  meme  axe  radical 
avec  ces  deux-lä. 2) 

8.  Deux  cercles  (c),  (c)  etant  traces  sur  un  meme  plan,  on  peut 
toujours  concevoir  tant  d'autres  cercles  qu'on  voudra  qui  les  touchent  tous 
deux,  soit  de  la  meme  maniere  soit  d'une  maniere  differente.  Soient 
(CO,  (0'),  (C")  trois  de  ces  cercles;  on  voit  que  les  cercles  (C),  (CT), 
(G"),  pris  deux  a  deux,  auront  Tun  de  leurs  centres  de  similitude  (7) 
sur  Taxe  radical  de  (c)  et  (c)  et  que  consequemment  trois  de  leurs  six 
centres  de  similitude  seront  sur  cette  droite.  C'est  le  theoreme  de 
Monge,  qu'on  peut  encore  enoncer  ainsi:  Les  quatre  axes  de  similitude 
de  trois  cercles  sont  en  meme  temps  les  axes  radicaux  de  quatre  couples 
de  cercles  tangents  ä  la  fois  ä  ces  trois-lä. 

9.  De  ce  qui  precede  on  peut  dcduire  divers  modes  de  construc- 
tion  des  cercles  tangents  a  la  fois  a  trois  cercles  donnes. 

I.  Soient  construits  le  cercle  qui  coupe  orthogonalement  les  trois 
cercles  donnes,  ainsi  que  leurs  quatre  axes  de  similitude.  Si  ces  axes 
coupent  le  cercle  orthogonal,  on  achevera  (8)  la  construction,  en  decri- 
vant  (1)  des  cercles  passant  par  chaque  couple  de  points  d'intersection 
et  touchant  en  meme  temps  Tun  quelconque  des  cercles  donnes. 

10.  Soient  p  et  p  les  deux  points  oü  les  cercles  (c)  et  (cT)  sont 
touches  par  (C);  la  droite  pp  passera  par  Tun  des  centres  de  simili- 
tude de  (c)  et  (c)9  ou,  ce  qui  revient  au  meme  (6),  par  le  centre 
radical  des  trois  cercles  (CT),  (C),  (6T").  De  plus,  les  tangentes  com- 
munes  aux  points  p  et  p  vont  concourir  en  un  point  de  Taxe  radical 
de  (c)  et  (c),  centre  radical  de  (c),  (c)  et  (C);  d*oü  il  suit  que  cette 
droite  pp  passe  par  le  pole  de  cet  axe  radical  relatif  a  (C).  De  la 
resulte  cette  autre  construction. 

11.  Que  Ton  construise  le  centre  radical  des  trois  cercles  donnes, 
leurs  quatre  axes  de  similitude  et  les  douze  pöles  de  ces  quatre  axes, 
par  rapport  ä  ces  trois  cercles.  Que  Ton  mene  ensuite  des  droites  du 
centre  radical  a  ces  douze  pöles.  Ces  droites  determineront,  sur  les 
trois  cercles,  leurs  wnglrquatre  points  de  contact  avec  les  huit  cercles 
qui  resolvent  le  probleme. 
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L'on  sait  qu'on  peut  construire  le  pole  d'une  droite  par  Finter- 
section  des  polaires  de  deux  quelconques  de  ses  points.  En  prenant 
pour  ces  points  deux  centres  de  similitude,  on  tombe  precisement  sur 
Yelegante  construction  de  M.  Gergonne*). 

11.  La  polaire  d'un  point  quelconque  de  pp  passant  par  son  pole, 
iniersection  des  tangentes  communes  en  p  et  p'9  ce  point  est  aussi 
situe  sur  la  polaire  du  centre  radical  de  (C),  (C),  (C")  relative  a  (C), 
ce  qui  fournit  cette  troisieme  construction: 

III.    Que    Ton   construise    les    quatre    axes    de    similitude,    et   en 

outre  les  polaires    du   centre  radical  relatives  aux  trois   cercles,    ces 

polaires  auront  avec  les  axes  de  similitude  douze  points  d'intersection, 

desquels  menant  des  tangentes  aux  cercles  respectifs,  on  obtiendra  de 

nouveau  les  vingt-quatre  points  de  contact  des  huii  cercles  cherches. 

Les  constructions  indiquees,  sans  analyse,  parM.Poncelet  ** )  doi  vent 
Decessairement  rentrer  dans  les  precedentes.3) 

12.  Les  inodifications  que  doi  vent  subir  ces  diverses  constructions 

lorsqu'on  substitue   des   points    ou   des    droites    ä  un    ou  ä   deux  des 

freies  donn£s,  n'offrent  aucune  difficulte.4)    On  peut  prouver,  par  exeniple, 

ex*    toute  rigueur  analytique,   que   les   deux   points    oü  un   cercle   est 

°°upe   par    la   perpendiculaire  menee  a  une  droite  indefinie,  par  son 

Centre;   sont  les  deux  centres  de   similitude  de  ce  cercle  et  de  cette 

^roite.     Ainsi,   en   combinant  un  cercle  avec  deux  droites,   les  quatre 

a^es  de  similitude  formeront  un  rectangle  inscrit,   dont  les  diagonales 

8fc*ont  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  droites  donnees.    En 

nou8  arretant  a  ce  cas,  pour  y  appliquer  la  seconde  construction,  Ton 

yoit  d'abord  que  les  pöles  des  axes  de  similitude  sont  les  sommets  du 

Parallelogramme  circonscrit  au  cercle,   dont  les  cötes  sont  paralleles 

a^x  droites  donnees;  le  point  d'intersection  de  ces  droites  est  d'aiüeurs 

l<ä  le  centre  radical;  et  Ton  obtient  ainsi  la  construction  suivante: 

Pour  decrire  un  cercle  qui  touche  ä  la  fois  un  cercle  donne  et 
deux  droites  donnees,  circonscrivez  au  cercle  donne  un  parallelogramme 
dont  les  cötes  soient  respectivement  paralleles  aux  deux  droites  don- 
Ü&8;  joignez  ses  quatre  sommets  ä  Tintersection  de  ces  deux  droites 
par  quatre  autres  droites  qui,  par  leurs  intersections  avec  la  circon- 
förence,  determineront  les  points  oü  le  cercle  donne  doit  etre  touche 
P*r  les  huit  cercles  qui,  en  general,  resolvent  le  probleme. 

13.  Reprenons  presentement  notre  analyse  du  no.  6.  Au  lieu  de 
auppoger  que  le  troisieme  cercle  (C)  touche  les  deux  autres  (c)  et  (c), 
^pposons  qu'il  les  coupe  sous  des  angles   egaux  ou  supplementaires 

*)  Annale8  de  Mathämatiques,  Band  7,  S.  802. 
**)  Annales  de  Mathämatiques,  Band  11,  S.  318. 
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quelconques,  que  nous  representerons  par  o.  Convenons,  pour  fixer 
les  idees,  de  prendre  constamment  pour  l'angle  de  deux  cercles  l'angle 
de  deux  arcs  dont  les  concavites  sont  tournees  daiis  le  meme  sens; 
nous  aurons 

(A  —  af  +  B2  =  2P  +  r*  +  2rR  .cos.  a, 

{A  —  aj  +  B*  =  R2  +  r'*  +  2/ R.  cos.  eo; 

les  sigiies  inferieurs  etant  relatifs  aux  Supplements;  nous  aurons  en 
retranchant,  et  ayant  toujours  egard  ä  la  relation  qui  resulte  de  ce 
que  Faxe  des  y  est  Taxe  radical  des  deux  cercles  coupes, 

(o  —  a)A  =  +  (r  +  r) R  cos.  o . 

En  conside*rant  trois  cercles  (C),  (C),  (C")  coupant  (c)  sous  les 

angles   respectifs   co}  coy  o";  et  (c)   sous   les  meines  angles  ou  sous 

leurs  supplementaires,  on  aura 

R  cos  (o  R'  cos  a  jß"  cos  a>" 

Ä~     x  ~A'         =  "      Ä"        ' 

et  par  consequent 

ATK  cos <o'_—  ATR'^ cos  cf         AR"  cos  co"  —  A" R  coa  co 
R'  cos  m  —  R"  cos  co"  R"  cos  co"  —  R  cos  co 

A' R  cos  o  —  jiJB'  cos  co'  ~ 

R  cos  co  —  IT  cos  co'  ' 

d'oü  Ton  voit  que  Taxe  des  y,  c'est-a-dire,  Taxe  radical  des  deux  cercles 
(c)  et  (c)9  est  un  axe  de  similitude  de  trois  cercles  concentriques  ä 
(C),  (C),  (C")  et  dont  les  rayons  R  cos  co,  R'  cos  co',  R"  cos  co"  seraient 
egaux  aux  leurs,  diminues  dans  le  rapport  de  Fünfte  aux  cosinus 
respectifs  des  angles  cd,  (o}  a")  savoir  Taxe  de  similitude  directe  ou 
un  axe  de  similitude  inverse,  facile  ä  reconnaitre,  suivant  que  les  trois 
angles  (o,  g>'}  cd"  sont  de  meme  espece  ou  d'especes  differentes. 

Les  dernieres  expressions  ne  changeant  pas  tant  que  les  rapports 

C08  CO         cos  co'  cos  co" 

~r  ~  ~r~       x" "" 

restent  les  meines;  il  en  resulte  que  tout  cercle  qui  coupe  (C),  (C), 
(C")  sous  des  angles  dont  les  cosinus  sont  dans  le  rapport  constant 
de  A,  A',  A"  a  le  meme  axe  radical  avec  (c)  et  (c').  Parmi  ces  cercles, 
se  ränge  evidemment  le  cercle  orthogonal  des  trois  cercles  (C)}  (C), 
(C"),  pour  lequel  ces  trois  cosinus  sont  nuls;  d'oü  resulte  la  con- 
struction  suivante  du  probleme  oü  Ton  propose  de  decrire  un  cercle 
qui  coupe  trois  cercles  donnes  sous  des  angles  donnes  co,  co',  co". 

Soit  diminue  le  rayon  de  chacun  des  cercles  donnes  dans  le  rap- 
port de  l'unite  au  cosinus  de  l'angle  sous  lequel  il  doit  etre  coupe  par 
le  cercle  cherche.    On  obtiendra  ainsi  trois  nouveaux  cercles,  dont  on 
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determinera  un  des  axes  de  similitude,  savoir  Taxe  de  similitude 
directe,  si  les  trois  angles  &,  o',  ra"  soDt  de  meine  espece  et  celui  des 
trois  axes  de  similitude  inverse  qui  passe  par  le  centre  de  similitude 
directe  des  deux  cercles  pour  lesquels  les  angles  sont  de  nieme  espece, 
dans  le  cas  contraire.  Soit  construit  ensuite  le  cercle  orthogonal  des 
trois  cercles  donnes.  Construisant  enfin  les  deux  cercles  qui  ont  avec 
celui-ci  pour  axe  radical  Taxe  de  similitude  dont  il  vient  d'etre  question; 
et  coupent  un  des  cercles  donnes  sous  F  angle  donne,  ces  deux  cercles 
resoudront  le  probleme.5) 

Cette  construction  se  prete,  sans  dif Beulte,  aux  methodes  ordi- 
naires  de  la  geometrie  analytique,  meme  dans  le  cas  oü  le  cercle  ortho- 
gonal de  vient  imaginaire,  c'est-ä-dire,  lorsque  le  carre  de  son  rayon 
devient  negati£  Le  probleme  a  deux  Solutions  ou  bien  il  est  impos- 
sible.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  cercles  ainsi  construits  coupent 
Fun  et  l'autre  les  cercles  donnes  sous  les  angles  donnes,  ou  bien  ils 
les  coupent  tous  deux  sous  les  Supplements  de  ces  angles,  ou  enfin 
Tun  d'eux  les  coupe  sous  ces  angles  memes,  tandis  que  l'autre  les  coupe 
sous  leurs  Supplements. 

14.  II  resulte  de  ce  qui  vient  d'etre  dit   que  les  centres  de  tous 

les  cercles  qui  coupent  les  trois  donnes  (C),  (C),  (C")  sous  des  angles 

dont   les   cosinus   sont   dans   le   rapport   constant   des   trois  nombres 

X,  X\  X",  sont  situes  en  ligne  droite,  consequence  qu'on  deduirait  aussi 

d'un  calcul  analogue  ä  celui  du  no.  3.     En  combinant  de  meme  les 

deux   cercles   (C),  (C)   avec   un  quatrieme  Cercle  (C'")9   on  trouvera 

une  seconde  droite,  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  ces  trois- 

la  sous  des  angles  dont  les  cosinus  sont  dans  le  rapport  constant  de 

1,  A',  iT";  le  point  oü  cette  droite  coupera  la  premifere  sera  le  centre 

üw  cercle  qui  coupera  les  quatre  cercles  donnes  (C),  (C),  (C"),  (C") 

sous  des  angles  dont  les  cosinus  seront  entre  eux  dans  le  rapport  des 

nombres  i,  l\  X",  X"\ 

La  construction  de  ce  cercle  revient  donc  ä  decrire,  du  point  d'in- 
teraection  des  deux  droites  comme  centre,  un  cercle  qui  ait  avec  For- 
thogonal  de  (C),  (C');  (C"),  pour  axe  radical,  Faxe  de  similitude  dont 
ü  a  ete  question  ci-dessus.  Comme  les  quatre  cercles  donnes  peuvent 
k  combiner  trois  ä  trois  de  quatre  manieres  differentes,  on  peut  con- 
^niire  quatre  droites  passant  par  le  centre  du  cercle  demande;  tout 
^mme  on  peut  aussi  construire  quatre  droites  qui  soient  les  axes 
^caux  du  cercle  cherche  et  des  quatre  cercles  orthogonaux  des 
freies  donnes,  pris  trois  a  trois.  Si  Tun  quelconque  de  ces  axes 
^caux  coupe  le  cercle  orthogonal  correspondant,  le  cercle  ä  con- 
struire sera  reel.8) 


I 
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Le  cercle  cherche  peut  etre  reel  sans  rencontrer  tous  on  parti 
des  cercles  donnes. 

De  ce  qui  precede,  on  deduit  la  construction  suivante  du  cercl 
coupant  quatre  cercles  donnes  (C),  (C),  (C"),  (C")  sous  des  angle 
doDt  les  cosinus  soient  respectivement  entre  eux  comme  les  nombre 
A,  k',  X",  X"'. 

Soient  construits  pour  deux  fois  trois  cercles,  pris  arbitrairemen 
parmi  les  quatre  cercles  donnes,  les  deux  cercles  orthogonaux.  Soies 
diminues  ensuite,  en  conservant  le  rayon  du  premier  des  quatre  cercle 
donnes,  les  rayons  des  trois  autres  dans  les  rapports  de  X  ä  k'7  de 
ä  X",  de  X  a  A"';  et  soient  construits  les  axes  de  similitude  direct 
des  deux  systemes  de  trois  cercles,  pris  parmi  les  quatre  cercles  trän« 
formes,-  qui  repondent  aux  systemes  primitifs  pour  lesquels  on  avai 
construit  les  deux  cercles  orthogonaux;  le  cercle  cherche  sera  celu 
qui,  pris  successivement  avec  les  deux  cercles  orthogonaux,  aura  pou 
axes  radicaux  avec  eux  ces  deux  axes  de  similitude. 

15.  Le  cercle  que  nous  venons  d'enseigner  a  construire  ser 
unique,  tant  qu'on  ne  prendra  pas  indistinctement  1' angle  d'intersectio; 
et  son  Supplement;  dans  le  cas  contraire,  le  probleme  aura  huit  sok 
tions,  comme  il  resulte  des  huit  combinaisons  qu'on  peut  faire  de 
signes  +  et  —  devant  les  rapports  de  Fune  quelconque  des  quatr 
quantites  A,  X',  A",  X'"  aux  trois  autres.  Pour  les  sept  autres  cai 
les  modifications  ä  faire  subir  a  la  construction  qui  vient  d'etre  indi 
quee,  consistent  ä  remplacer  des  axes  de  similitude  directe  par  de 
axes  de  similitude  inverse. 

16.  La  construction  d'un  cercle  qui  coupe  quatre  cercles  donne 
sous  des  angles  egaux  est  implicitement  comprise  dans  ce  qui  prc 
cede  (14).     On  peut  aussi  Tobtenir  par  le  procede  que  voici: 

Soient  construits,  pour  deux  systemes  quelconques  de  trois  cerclei 

.choisis  parmi  les  quatre  cercles  donnes,  deux  couples  de  cercles  tangente 

Le   cercle   ä   construire   devra   passer   par   les   intersections  des  deu: 

cercles  de  chaque  couple;  ou,  plus  generalement,  il  aura  avec  eux  1 

meme  axe  radical. 

17.  La  construction  suivante,  oü  nous  nous  bornons  aux  angle 
d^ntersection  egaux,  n'est  qu'une  legfere  modification  de  celle  du  no.  14 

Soient  construits  les  centres  de  similitude  directe  de  trois  couple 
de  cercles  choisis  ä  volonte  parmi  les  quatre  cercles  donnes;  de  ms 
niere  toutefois  que  ces  quatre  cercles  s'y  trouvent  compris.  De  ce 
trois  points  comme  centres  soient  decrits  trois  cercles  nouveaux,  ayas 
meme  axe  radical  avec  les  cercles  du  couple  correspondant.  Le  cercl 
ä  construire  sera  le  cercle  orthogonal  de  ces  trois  derniers  cercles.') 
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18.  De  la  meme  manierc  qu'il  a  ete  explique  au  no.  12,  on 
ponrra,  par  des  modifications  convenables,  rendre  ces  constructions 
propres  au  cas  oü  des  points  ou  des  droites  remplaceront  un  ou  plu- 
sieurs  des  cercles  donnes. 

19.  Des  constructions  analogues  ä  Celles   qui  yiennent  d'etre  in- 

diquees  se  presentent,  sans  difficulte,  pour  les  problemes  relatifs  aux 

contacts  et  aux  intersections  des  spheres;  et  ces   memes  constructions 

s  appliquent   aussi   immediatement   aux  cercles   traces    sur  une   meme 

sphere.    Nous  nous  arreterons  seulement  quelques  instants  sur  ce  der- 

aier  cas.     L'on  sait  que,   dans  la  protection  stereographique,   dite  de 

Ptolemee    ou    de   Mercator,   les   cercles  se   projettent    suivant  des 

cercles  et  les  angles  suivant  d'autres  angles  qui  leur  sont  egaux.    L'on 

Pent  aller  plus  loin  encore.     En   suivant  la  demonstration  analytique 

^e   la  premiere  partie  de  ce  theoreme,   celle  de  M.  Puissant,8)   par 

eXemple,   on    aperijoit   sur   le   champ   la   verite  du    theoreme    suivant, 

b^aucoup  plus  general.     En  prenant  pour  tableau  un  plan  situei  d'une 

Il*ariere  quelconque,  par  rapport   ä  une   surface  du  second   ordre,  et 

e*x  pla^ant  l'oeil  ä  Textremite  du  diametre  de  cette  surface  qui  passe 

Par  son  point  de  contact  avec  le  plan  tangent  parallele  ä  ce  tableau, 

l^s  projections  des  sections  faites  dans  cette  meme  surface  par  des  plans 

^L^telconques  seront  toutes  des  courbes  semblables.     On  sait  en  outre 

qua'en  general  toute  surface  du  second  ordre  peut,  et  meme  dans  deux 

8^xis  differents,  etre  coupee  par  des  plans  paralleles  suivant  des  circon- 

f^irences  de  cercles.     II  en  resulte  qu'en  projetant  de  la  maniere  qui 

V'ient  d'etre  dite,  sur  un  plan  parallele  ä  ceux  de  ces  cercles,  les  pro- 

jeetions  des  sections  planes  faites  dans  la  surface,  suivant  toutes  les 

Wrections  possibles,  seront  egalement  des  cercles.    En  particulier,  pour 

les  surfaces  de  revolution  du  second  ordre,  l'oeil  doit  etre  a  une  des 

^xtremites  de  Taxe  et  le  tableau  normal  a  cet  axe.     Dans  le  cas  du 

paxaboloi'de  de  revolution,  il  faut  projeter  orthograpbiquement  sur  un 

plan  normal  ä  son  axe. 

II  suit  de  toutes  ces    remarques  qu'on  peut,    pour  des  lignes  du 
second  ordre  tracees  sur  une  surface  du  meme   ordre,   resoudre   des 
Problemes  analogues  ä  ceux  que  nous  avons   resolus  pour  des  cercles 
traces  sur  un  meme  plan,  et  tous  les  problemes  du  meme  genre;  celui 
de  Malfatti,   par  exemple,  dans  toute  sa  generalite.     II   suffira  pour 
^la  de  projeter  les  donnees   sur  un  plan  tellement  situe  que  les  pro- 
jections soient  des  cercles;   de    resoudre   le  probleme   plan   pour   ces 
freies  et   de  projeter  ensuite  les  cercles  obtenus   sur  la  surface   du 
fccond  ordre. 


5. 
Recherches  snr  les  courbes  algäbriques  de  tons  les  degräs. 

(Gergonne'8  Annales  de  Mathematiquee,  Band  19,  S.  97—106.  1828.) 

Je  me  propose,  dans  Pessai  que  Ton  va  lire,  de  donner  quelques 
exemples  d'une  methode  ä  Taide  de  laquelle  on  peut  deduire,  imm&- 
diatement  et  sans  aucune  sorte  de  calcul,  un  grand  nombre  de  pro- 
prieteö  generales  des  courbes  de  tous  les  degres,  de  la  simple  consi- 
deration  de  la  Constitution  algebrique  des  equations  qui  les  repre- 
sentent.  Dans  un  autre  essai,  qui  suivra  de  pres  celui-ci,  j'etendrai 
ces  considerations  aux  surfaces  courbes. 

§i- 

On  sait  que  cinq  points  sont  necessaires  sur  un  plan  pour  deter- 
miner  completement  une  courbe  du  second  degre,  et  que,  generalement 
parlant,  il  n'en  saurait  passer  qu'une  seule  par  cinq  points  donnes; 
d'oü  il  suit  qu'on  en  peut  faire  passer  une  infinite  par  quatre  points 
donnes;  il  n'est  donc  pas  etonnant,  d'apres  cela,  que  deux  courbes  de 
ce  degre  se  coupent  en  quatre  points. 

Mais  on  sait  aussi  que  neuf  points  suffisent  sur  un  plan  pour 
determiner  completement  une  courbe  du  troisieme  degre,  et,  qu'en 
general,  il  n'en  saurait  passer  plus  d'une  par  neuf  points  donnes;  on 
doit  donc,  d'apres  cela,  eprouver  quelque  surprise  de  voir  deux  courbes 
de  ce  degre  se  couper  en  neuf  points. 

Pareillement,  quatorze  points  süffisant  sur  un  plan  pour  deter- 
miner completement  une  courbe  du  quatrieme  degre,  et  une  courbe 
unique  de  ce  degre  pouvant  en  general  etre  conduite  par  ces  quatorze 
points,  on  ne  saurait  voir  sans  surprise  deux  courbes  de  ce  degre  se 
couper  en  seize  points. 

En  general,  le  nombre  des  points  necessaires,  sur  un  plan,  pour 
determiner  completement  une  courbe  du  mibme  degre  est,  comme  Ton 

sait,  — ^—  •  — 1 ,    et   il  n'en  saurait   passer   plus   d'une    de  ce 
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degre  par  im  tel  nombre  de  points.  D'un  autre  cöte,  deux  courbes 
de  ce  degre,  tracees  sur  un  meme  plan,  peuvent  se  couper  en  m2  points. 
Si  donc  on  choisit  le  nombre  entier  m  de  teile  sorte  qae  m2  soit  au 

moins  egal  ä  ^-^ —  —  ~T- 1 ,  ce  qui  arrivera  pour  toutes  les  valeurs 

de  m  >  2;  on  aura  un  exemple  de  deux  courbes  du  meme  degre  se 
coupant  en  autant  de  points  au  moins  qu'en  exigerait  la  determination 
complete  de  l'une  d'elles. 

Cramer,  dans  son  Introdudion  ä  Vanalyse  des  courbes  <ügebriques7 
est  le  premier,  je  crois,  qui  ait  signale  cette  espece  de  paradoxe  qui 
s'explique  aisement  en  remarquant  que,  lorsqu'il  est  question  du  nombre 
des  points  necessaires  et  suffisants  sur  un  plan,  pour  determiner  com- 
pletement une  courbe  d'un  degre  determine,  on  sous-entend  toujours 
que  ces  points  sont  pris  au  hasard,  et  ne  sont  lies  entre  eux  par 
aucune  relation  particuli^re.  Je  Tavais  rencontre  moi-meme  en  dis- 
cutant  la  theorie  de  l'osculation  des  lignes  courbes*,  en  cherchant  ä 
Tinterpreter  geometriquement,  j'ai  ete  conduit  ä  quelques  theoremes 
assez  singuliers  au  premier  aspect,  mais  tres-feconds  en  beaux  corol- 
laires;  ils  ont  d^jä  paru  autre  part1),  mais  je  crois  devoir  les  reproduire 
ici  avec  plus  de  developpements.  JJindiquerai  ensuite  bri^vement 
quelques-unes  des  applications  dont  ils  sont  susceptibles. 

§2. 

Bien  qu'en  general,  passe  m  =  2,  le  nombre  m2  des  points 
d'intersections  de  deux  courbes  du  mtöme  degre  soit  plus  grand  que  le 

nombre  '^1 .  m±?.  _  i  des  points  necessaires  pour  determiner  l'une 

d'elles,  on  peut  neanmoins  faire  passer  par  ces  m2  points,  non  seule- 
ment  les  deux  courbes  dont  ils  sont  les  intersections,  mais  encore  une 
infinite  d'autres  courbes  du  wUme  degre,  de  sorte  qu'il  faut  se  donner 
un  point  de  plus  pour  determiner  completement  une  d'entre  elles.  Si, 
en  effet,  on  represente  par 

Jkf=0,      ü/'=  0, 

les  equations  de  ces  deux  courbes,  Fequation  du  meme  degre 

pM  +  Jkf'=0, 

dans  laquelle  [i  est  suppose  un  coefficient  constant  indetermine,  expri- 
mera  une  infinite  d'autres  courbes  du  mihm*  degre,  passant  par  les  m2 
points  d'intersection  des  deux  premieres;  mais  si  Ton  se  donne  arbi- 
trairement  un  nouveau  point  de  Tune  d'elles,  outre  ceux-lä,  il  en 
resultera  une  equation  lineaire  pour  la  determination  de  f*;  de  sorte 
qu'alors  la  courbe  sera  completement  determinee. 
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Cela  pose,  soient  — ~~ —  — — — -  —  2  points  donne*s  sur  un  plan; 

concevons  qu'on  ait  decrit  toutes  les  courbes,  en  nombre  infini,  qui 
peuvent  passer  par  ces  points,  et  considerons  deux  d'entre  elles 
en    particulier;    elles     auront    m2    points    d'intersection ,    savoir    les 

m  +  1     ro  +  2        0        •   .      j        -         .       s        /m  +  lm  +  2        0\ 

— ] ^ 2  points  donnes,  et  nr  —  J — ^ '  -  —  21   nou- 

veaux  points;  or,  d'apres  ce  qui  precede,  par  ces  m*  points,  on  pourra 
faire  passer  une  infinite  d'autres  courbes  du  mi6me  degre,  lesquelles  seront 
les  autres  courbes  de  la  serie  dont  il  s'agit,  puisqu'elles  passeront  par 

les    ~ ^ 2  points  donnes;  donc  toutes  ces  courbes  passent  aussi 

par  les  m%  —  ( — ^—  •  — 7" 2j  points  restants;  en  invoquant  donc 

le  principe  de  dualite,  on  aura  ces  deux  theoremes: 

Theoreme  I.     Toutes  les  courbes         Theoreme  L     Toutes  les  courbes 
du  m**"*  degre  qui  passent  par  les     de   m*""    classe    qui    touchent    les 

m+lm+2         0         ^  .   ,        m  +  lm  +  2        n        ,  ,     .. 

j 2    mcmes    points     — j ^ 2    memes    droiies 

fixes,    se    coupent    en    outre    aux     fixes,    touchent    en    outre   les 

s         m+l     m+2     .     0  ,  2         m+1     m+2 .     0  . 

mr  —  — £ ^ |-  2,     aiäres     mr ■*- ^ [-  2,     autres 

memes  points  fixes.  memes  droites  fixes. 

Ainsi,  par  exemple,  toutes  les  Ainsi,  par  exemple,   toutes  les 

courbes    du    troisieme    degre    qui  courbes    de    troisieme   classe    qui 

passent  par  les  huit  memes  points  touchent   les   huit   memes   droites 

fixes,   se  coupent  en  outre  en  un  fixes,  touchent  en  outre  une  neu- 

neuvieme    meme   point   fixe.      De  vieme  meme  droite  fixe.   De  meme 

meme  encore,   toutes  les  courbes  encore,  toutes  les  courbes  de  qua- 

du   quatrieme    degre    qui   passent  trieme  classe  qui  touchent  les  treize 

par  les  treize  memes  points  fixes,  memes  droites  fixes,  touchent  en 

se   coupent    toutes    en    outre    en  outre     les     trois     autres     memes 

trois   autres   memes    points    fixes,  droites  fixes,  et  ainsi  du  reste. 
et  ainsi  du  reste. 

Rien  n'empeche  d'admettre,  dans  le  theoreme  qui  precede,  que 
tous  ou  partie  des  points  fixes  donnes  se  confondent  par  groupes  plus 
ou  moins  nombreux  en  un  point  unique,  auquel  cas  les  courbes  dont 
il  s'agit  auront  en  ces  points  des  contacts  d'ordres  plus  ou  moins  eleve's. 

Ainsi,  par  exemple,  au  Heu  de  considerer  toutes  les  courbes 
du  troisieme  degre  qui  passent  par  les  huit  memes  points  fixe«,  on 
peut  considerer  toutes  Celles  qui,  passant  par  les  deux  memes  points 
fixes,  ont  entre  elles,  en  chacun  de  ces  points,  un  contact  de  quatre 
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points  ou  du  troisifcme  ordre;  et  Ton  verra,  en  vertu  du  theoreme, 
qu'elles  doivent  se  couper  toutes  en  un  troisieme  point. 

Nous  n'avons  compare,  dans  ce  qui  precede,  que  des  courbes 
exprimees  par  des  equations  completes  dans  lesquelles  toutes  les 
coefficients  etaient  supposes  indetermines;  mais  en  assujetissant  ces 
courbes  ä  certaines  conditions,  nous  pourrons  rabaisser,  ä  volonte,  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  de  leur  equation  commune.  Nous 
pourrons,  par  exemple,  regarder  comme  donnes,  un  certain  nombre  de 
ces  coefficients  pour  toutes  les  courbes  que  nous  comparons,  ou  bien 
supposer  quil  existe  entre  tous  ou  partie  d'entre  eux  un  certain 
nombre  d'equations  de  condition.  Ces  considerations  conduisent  au 
theoreme  suivant  plus  general  que  celui  que  nous  avions  d'abord  etabli: 

Theoreme  IL  Etant  donnes  n  coefficients  de  Vequation  generale  du 
m****  degre  ä  deux  indeterminees,  ou  encore  itant  donnees  n  equations 
lineaires  entre  tous  ou  partie  de  ces  coefficients;  toutes  les  courbes 
representees  par  Vequation  generale   ainsi  modifiie  et   passant  par   les 

— ~ i~ (w  +  2)  mSmes  points  fixes  dornte,    se  couperont  en 

outre  aux  m* ^      — T h  (w  +  2)  autres  memes  points  fixes. 

II  est  evident  que,  dans  l'application  de  ce  theoreme,  on  ne  doit 
pas  supposer  n  >   -  ->-     •    — ' 1 . 

§3. 

Notre  theoreme,  sous  sa  premifere  forme,  ne  saurait  s'appliquer 
qu'aux  courbes  des  degres  superieurs  au  second;  mais,  sous  la  seconde, 
il  s'applique  fort  bien  aux  courbes  du  second  degre.  11  prend  alors 
la  forme  particuliere  que  voici: 

Etant  donnes  n  coefficients  de  Vequation  generale  du  second  degre  ä 
deux  indeterminees f  ou  encore ,  etant  donnees  n  equations  lineaires  entre 
tous  ou  partie  de  ces  coefficients;  toutes  les  courbes  representees  par  Vequa- 
tion generale  ainsi  modifiee  et  passant  par  les  4  —  n  memes  points  fixes 
donnes,  se  coupent  en  outre  aux  n  autres  memes  points  fixes. 

Ainsi  l'equation   generale  du  second  degre   ä  deux   indeterminees 

etant 

Az*  +  By2  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F=  0,  (1) 

dans  laquelle  ii  est  permis  de  supposer  F  connu;  si  Ton  donne  1.° 
un  des  cinq  autres  coefficients  et  trois  points;  2.°  deux  d'entre  eux 
et  deux  points;  3.°  trois  d'entre  eux  et  un  point;  4-°  enfin  quatre 
d'entre  eux,  il  y  aura,  dans  tous  les  cas,  un  nombre  infini  de  courbes 
representees  par  Fequation  (1),  et  toutes   ces  courbes  passeront  par  les 
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quatre  meme  points.  II  en  sera  de  meme  si,  au  lieu  de  se  donner  un 
certain  nombre  de  ces  coefficients,  on  se  donne  un  egal  nombre 
d'equations  entre  tous  ou  partie  d'entre  eux.  On  va  voir,  par  quelques 
exemples  pris  au  hasard,  avec  quelle  facilite  on  deduit  de  lä  la  plu- 
part  des  proprietes  des  courbes  du  second  degre. 

On  sait  que,  dans  l'hypothese  des  coordonnees  rectangulaires, 
l'equation  (1)  represente  des  hyperboles  equilateres  lorsqu'on  a 
A  +  B  =  0;  donc 

Toutes  les  hyperboles  Jquilatäres  qui  passent  par  les  trois  Wernes 
points  donnes,  se  coupent  en  outre  en  un  quatrieme  point  fixe. 

Le  Systeme  de  deux  droites  perpendiculaires  l'une  ä  l'autre  peut, 
comme  Ton  sait,  etre  considere  comme  une  hyperbole  equilatere;  en 
consequence,  les  trois  systemes  de  bases  et  de  hauteurs,  d'un  meme 
triangle,  peuvent  etre  consideres  comme  trois  hyperboles  equilateres 
ayant  trois  points  communs,  qui  sout  les  sommets  du  triangle;  elles 
doivent  donc  avoir  un  quatrieme  point  commun;  et  ainsi  se  trouve 
demontre    que    les    trois    hauteurs    de    tout    triangle    concourent  en  un 

meme  point 

C  C 

Etant  donne  Tun  des  deux  rapports   -j  ou    B,  on  connait  deux 

diametres  conjugues  de  la  courbe,  dont  un  est  parallele  ä  Tun  des 
axes  des  coordonnees;  donc 

Toutes  les  coniques  qui  mit  deux  diametres  conjugues  paralleles  ä  - 
deux  droites  fixes  y  et  qui  passent  par  trois  points  fixes ,  se  coupent  en  - 
outre  en  un  quatrieme  point  fixe. 

La  construction  de  ce  quatrieme  point  etant  tres-facile,  on  pourra«. 
trouver  tant  de  points  qu'on  voudra,  l.ü  d'une  conique  dont  on  con — 
naitra  quatre  points,  avec  les  directions  de  deux  diametres  conjugues;^ 
2.°  d'une  conique  dont  on  connaitra  trois  points,  avec  les  directions  - 
de  deux  systemes  de  diametres  conjugues. 

Et  de  la  encore  cet  autre  theoreme: 

Toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  quatre  metnes  points  fixes 
ont  un  Systeme  de  diametres  conjugues  paralleles  ä  deux  droites  fixes. 

On  sait  que  Fequation 

By  +  Cx  +  E  =  0 

est  celle  du  diametre  de  la  courbe  (1)  dont  le   conjugue  est  parallele 

ä  Taxe  des  y ;  d'oü  il  suit  que  -»  etant  donne,   on   connaitra  le  point 

d'intersection  de  ce  diametre  avec  Taxe  des  y;  c^st-ä-dire,  si  cet  axe 
rencontre  la  courbe,  le  point  milieu  de  la  corde  interceptee.     Etant 
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donne  un  quelconque  (a7  b)  des  points  de  la  direction  de  ce  diametre, 

on  aura 

Bb  +  Ca  +  E  —  0, 

c'est-ä-dire,  une  equation  lineaire  entre  les  trois  coefficients  B7  C,  E. 

En  connaissant  de  plus  Tun  quelconque  («',  b')  des  points  de  la  direction 

du  diametre  dont  le   conjugue  est  parallele  ä  Taxe  des  x,    on   aura 

semblablement 

Aa'  +  Cb'+  D  =  0; 

c'est-ä-dire,  une  equation  lineaire  entre  les  trois  coefficients  A,  C,  D. 
Enfin,  une  droite  quelconque  etant  donnee  par  l'£quation 

ax  +  ßy  +  y  =  0, 

l'equation  du  diametre  dont  le  conjugue  lui  est  parallele  sera 

a(By  +  Cx  +  E)  =  ß(Ax  +  Cy  +  D); 

Equation  lineaire  par  rapport  a  Ay  B7  C,  D,  E.  On  pourra  se  donner 
une,  deux,  trois  ou  quatre  equations  de  la  meme  forme.  Dans  ce 
dernier  cas,  en  supposant  un  de  •  ces  coefficients  donne,  ce  qui  est 
P^rmis  pourvu  qu'on  rende  au  dernier  terme  F  son  indetermination, 
*ls  seront  tous  completement  determines  excepte  celui-la.  De  ces  con- 
siderations  se  deduisent,  sur-le-champ;  les  theoremes  suivants: 

Toutes  les  coniques  qui  passent  par  trois  points  donnes  et  dans  les- 
9*Aelles  les  conjugues  des  diametres  paralleles  ä  une  meme  droite  fixe  vont 
c°ncourir  en  un  meme  point  fixe,  se  coupent  en  ontre  en  un  quatrivme  point 

Si  tant  de  coniques  qu'on  voudra  passent  toutes  par  les  quatre  mentes 
Points,  les  conjugues  de  leurs  diametres  paralleles  ä  une  meme  droite  fixe 
°oncourront  tous  en  un  meme  point  fixe. 

Ce  dernier  theoreme,  du  a  M.  Lame*)  peut  etre  complete  de  la 
Saniere  suivante: 

Si  la  droite  ä  laquelle  les  diametres  sont  paralleles  tourne  sur  Vun 
&€elconque  des  points  de  sa  direction,  le  point  de  concours  des  conjugues 
**&  ces  diametres  decrira  une  conique}  Heu  geometrique  des  centres  de  toutes 
^s  coniques  passant  par  les  quatre  points  donnes.  *) 

Si  deux  coniques  sont  telles  qu'elles  interceptent,  sur  une  metne  droite 
(*°^nee,  des  cordes  dont  les  milieux  cdincident,  la  meme  chose  aura  Heu 
Pour  toutes  les  coniqties  qui,  passant  par  les  quatre  points  d'intcrsection 
**e  ces  deux  la,  couperont  la  droite  donnee. 

Generalement,  toutes  les  coniques  passant  par  4  —  n  points  donnes, 
^  dssujeties  en   outre  ä   la  condition  que  les   conjugucs  de  n  de  leurs 


*)  Annales  de  Math^matiques,  Bd.  7,  S.  233. 
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diametres  paralleles  ä  n  droües  donnees,  passent  par  n  points  fixes,  $ 
coupent  en  outre  en  n  points. 

Si  n  =  4,  les  coniques  seront  seuiblables  et  concentriques,  d 
maniere  que  les  points  d'intersection  passeront  ä  Tinfini. 

Pour  dernier  exemple,  supposons  deux  points  (a,  b),  (a'}  &')  tel 
que  Tun  d'eux  soit  situe  sur  la  polaire  de  l'autre  relativement  ä  1 
courbe  (1);  cette  circonstance  sera  exprimee  par  l'equation 

b{BV+  Ca  +  E)  +  a(Aa'  +  CV  +  D)  +  (Da  +  Eb'  +  F)  =  0; 
ou 
Aaa+  Bbb'+  C(ab'+  ba)  +  D(a+a')  +  E(b  +  6')  +  F=  0; 

equation  dont  la  syuietrie  prouve  qu'alors  reciproquement  Tautre  poin 
se  trouve  situe  sur  la  polaire  du  preinier.  Or,  c'est  lä  une  equatioi 
lineaire  entre  les  coefficients  de  l'equation  (1),  et  chaque  Systeme  d< 
deux  pareils  points  en  fournirait  une  semblable;  donc 

Toutes  les  coniques  passant  par         Toutcs  les  coniques  touchant  4  —  i 

4  —  n  points  donnes,  et  assujcties  droites  donnees,  et  assujcties  ä   U 

ä  la  condition  que,  par  rapport  ä  condition  que,  par  rapport  ä  dies 

elles,  les  polaires  de  n  points  donnes  les  pöles  de  n  droites  donnees  qttd 

quelconques    passent    respectivemmt  conqurs  soient  situvs  respectivemm 

par  autant  de  points  egalemmt  don-  sur    autant    de    droites    egalemen 

ncs,  se  coupent   toutcs  aux   quatre  donnees,  touehent  toutes  les   quatr- 

mhnes  autres  points.  mfones  autres  droites  fixes. 

On  voit  de  suite  que  ce  dernier  theoreme  conduit  ä  ceux  qui  oc: 
ete  demontres  auparavant,  lorsquon  suppose  que  les  n  pöles  passen 
ä  rinfini. 


6. 

Recherches  sur  les  surfaces  algäbriqnes  de  tous  les  degris. 

(Gergonne's  Annales  de  Mathematiquee,  Band  19,  S.  129—137.  1828.) 

§  i. 

On  sait  que  neuf  points  sont  necessaires  dans  Fespace  pour  deter- 

miner  completement  une  surface  du  second  degre,  et  que,  generalement 

parlant,  on  n'en  saurait  faire  passer  qu'une  seule  par  neuf  points  don- 

nes:  d'oü  il  suit  qu'un  infinite  de  surfaces  de  ce  degre  peuvent  passer 

pax  les  huit  meines  points.     On  ne  saurait  donc  etre  surpris,   d'apres 

&ela,  de  voir  trois  surfaces  du  second   degre  se  couper  en  huit  points. 

Mais  on  sait  aussi  que  dix-neuf  points  sont  necessaires  pour  deter- 

ttüner  completement  une  surface  du  troisieme  degre,  et,  qu'en  general, 

*1    n'en  saurait  passer   plus  d'une  par  dix-neuf  points  donnes;   et  on 

doit,  en    consequence,  eprouver  quelque  surprise    en   considerant  que 

trois  surfaces  du  troisieme  degre  se  coupent  en  vingt-sept  points. 

Pareillement ,  trente-quatre  points  de  Fespace  determinent  com- 
pletement une  surface  du  quatrifeme  degre;  et  neanmoins  trois  sur- 
faces de  ce  degre  peuvent  avoir  entre  elles  soixante-quatre  points 
coininuns. 

En  general,  le  nombre  des  points  de  Fespace  necessaires  pour  la 
Determination  complete  d'une  surface  du  widme  degre  est 

m  +J.     m  +  2     m  +  »        - 
1  2 "    *       8  > 

e*  ces  points  n'en  determinent  qu'une  seule.  D'un  autre  cöte,  trois 
^rfaces  de  ce  degre  peuvent  se  couper  en  m9  points  de  Fespace.  Si 
a°fcc  on  choisit  le  nombre  entier  w,  de  teile  Sorte  que  m3  soit  plus 

CTr^j  w+lm  +  2«i  +  8         .  .  ,      . 

o*und  que  ------- — -± — .  -J \9    ce   qui    amvera  toujours   pour 

^^2,  on  aura  un  exemple  de  trois  surfaces  du  meme  degre,  assu- 
J^ties  ä  passer  par  plus  de  points  qu'il  n'en  faudrait  pour  la  deter- 
^ination  complete  d'une  seule  d'entre  elles. 
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Voilä  donc  un  paradoxe  apparent  tout  ä  fait  analogue  ä  celui  qai 
nous  a  dejä  occupe,  relativement  aux  lignes  courbes,  dans  un  pre- 
cedent  article,  et  qui  s'explique,  comme  celui-la,  en  considerant  que, 
lorsqu'on  parle  du  nombre  des  points  de  Tespace  necessaires  et  suffisants 
pour  la  determination  complete  d'une  surface,  on  sous-entend  toujours 
qu'il  s'agit  de  points  pris  au  hasard  dans  l'espace,  n'etant  lies  entre 
eux  par  aucune  relation;  et  que  tels  ne  sont  point,  en  general,  les  m8 
points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  mlöme  degre. 

Ce  paradoxe  donne  naissance  ä  des  theoremes  analogues  a  ceux 
que  nous  avons  deduits,  a  la  page  97  du  present  volume*),  du  sem- 
blable  paradoxe  relatif  aux  lignes  courbes;  theoremes  non  moins 
feconds  que  ceux-lä  en  consequences  curieuses,  et  dont  la  recherche 
va  presentement  nous  occuper. 

§2. 

Deux  surfaces  du  mibmB  degre  se  coupent,  comme  Ton  sait,  sui- 

vant  une  courbe   a  double  courbure,  dont  la  projection  sur  un   plan 

quelconque   est,    en   general,   une  courbe  du  (w*)iöme  degre;   et   trois 

pareilles  surfaces  se  coupent,   comme  nous  venons  de  Tobserver,   en 

m6  points  au  plus. 

Soient  donc 

Jf  =  0,    M'=0,    M"=0 

les  equations  de  ces  trois  surfaces;  Tequation 

pM  +  ii'M'+M"=0} 

dans  laquelle  ji  et  ft'  sont  supposes  des  constantes  indeterminees, 
sera  celle  de  toutes  les  surfaces  du  wiöme  degre,  passant  par  les  tn9 
points  d'intersection  des  trois  premieres;  de  sorte  que,  bien  que  ces 
points  soient,  en  general,  en  plus  grand  nombre  qu'il  n'est  necessaire 
pour  determiner  completement  une  de  ces  surfaces,  ils  les  laisseront 
toutes  neaninoins  indeterminees.  Mais  si  Ton  se  donne  seulement 
deux  points  de  plus,  ces  derniers,  joints  aux  ma  autres,  determineront 
completement  une  de  ces  surfaces;  car  ils  donneront  naissance  a  deux 
equations  de  conditions  lineaires  en  ft  et  /i',  qui  suffiront  pour  deter- 
miner ces  deux  coefficients,  et,  par  suite,  pour  particulariser  la  sur- 
face  cherchee. 

Remarquons,  en  outre,  que  les  equations 

VlM+M"=0,    (i'M'+  Jf"=0,     (iH+  (i'M'=0, 


*)  [Vgl.  S.  77  ff.  dieser  Ausgabe.] 
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representent  respectivement  toutes  les  surfaces  du  mUmo  degre  passant 
par  les  courbes  ä  double  courbure,  intersections  deux  u  deux  des  sur- 
faces proposees.  Uiie  surface  du  wiöme  degre  n'est  donc  pas  deter- 
minee  par  la  seule  condition  de  passer  par.  les  courbes  ä  double  cour- 
bure,  intersections  de  deux  autres  surfaces  de  ce  degre.  Mais  ici  un 
seul  point  de  Tespace  par  lequel  une  de  ces  surfaces,  en  nombre  infini, 
sera  assujetie  ä  passer,  suffira  pour  la  determiner  completement,   car 

il  en  resultera  une  equation  lineaire,  soit  en  fi,  soit  en  /t',  soit  en   ^  , 

süffisante  pour  fixer  la  valeur  de  ce  coefficient. 

On  voit  par  lä  que  toutes  les  surfaces  du  midmo  degre  qui  passent 
par  les  w3  points  d'intersection  de  trois  autre«  surfaces  de  ce  degre, 
et  en  outre  par  un  point  donne,  ont  la  meme  courbe  d'intersection. 

Concevons  presentement  que,  sur  la  courbe  d'intersection  de  deux 
surfaces  du  wWme  degre,  on  prenne  arbitrairement  — ~  •  — J-  •  —"- 2 

1  £  ö 

points;  si  Ton  y  ajoute  un  nouveau  point  quelconque  de  1'espace,  une 
troisieme  surface,  assujetie  ä  passer  par  tous  ces  points,  sera  com- 
pletement determinee;  mais  nous  venons  de  voir  qu'elle  le  saurait 
aussi,  si  on  l'assujetissait  ä  passer  par  ce  meme  point  et  par  la  courbe 
d'intersection  des  deux  premieres;  en  invoquant  donc  le  principe  de 
dualite,  on  aura  ces  deux  theoremes: 

Theoreme  L    Toutes  les  surfaces         TJworeme  I.    Toutes  les  surfaces 
du  mihne  degre  qui  passent  par  les     de    mirm*    classe    qui    touchent    les 

m  +  lm  +  2m  +  8        ~  m  +  lro  +  2tn-f3        0 

—  '-^ ~ J      —  2     memes     —■;      •     -j-  1    —  2    memes 

1  Z  O  1  2  O 

points,  se  coupent,  en  general,  sui-     plans,  sont}  en  gcneral,  circonscrites 
vant    une    meme    courbe  ä    double     ä  une  meme  surface  developpable, 
caurbure. 

Donc,  en  particuiier, 

Corollaire.     Toutes   les   surfaces  Corollaire.     Toutes   les  surface» 

du  second  ordre  qui   passent  par  du  second  ordre   qui  touchent  les 

les  huit  memes  points,  se  coupent  huit  memes  plans,   sont  inscrites 

suivant  une  meme  courbe  ä  double  ä  une  meme  surface  developpable. 
courbure. 

De  meme,  trois  surfaces  du  m^mt  degre  se  coupant  en  m5  points, 

si  1  on  prend    -        •  -     '      •  —  '      —  6  de  ces  points,  et  qu  on  y  joigne 

deux  points  quelconques  de  1'espace,  une  quatrieine  surface  de  ce 
degre  sera  tout  aussi  completement  determinee,  par  ce  Systeme  de 
points,    quelle  le  sentit  par  les  deux  derniers  et  par  la  totalite  des 
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mz  points  d'intersection  des  trois  premieres;  en  invoquant  donc  encore 
ici  le  principe  de  dualite,  on  aura  ces  deux  theoremes: 

Theoreme  IL      Toutes    les    sur-         Theoreme  IL     Toutes    les   sur- 
faees   du  tniime   degre   assujeties  ä     faces   de   miime   classe  assujeties  ä 

m  + 1     m  +  2    m  +  3        0       ,       ,        m  +  lm  +  2m  +  3         0 

passer  par  -y-  •  — ^—  •  — _' 3     toucher  — ^      •  -~ <j 3 

points  donnes,  passent  en  outre  par    plans  donnes}  touchent  en  outre  les 

7  o         m  +  1     m  +  2    m  +  3    ,    „  «  m  +  1     m  +  2     m  +  3     ,    « 

tnemes  points  fixes.  memes  plans  fixes. 

Donc,  en  particulier, 

Corollaire.    Toutes  les   surfaces         Corollaire.     Toutes  les   surfaces 

du  second  ordre  qui  pässent  par  du  second  ordre  qui  touchent  sepl 

sept  points  donnes,  ont  en  outre  plans    donnes,    ont    en    outre   un 

un  huitieme  point  commun.  huitieme  plan  tangent  commun. 

Ici  encore,  comine  nous  l'avons  dejä  remarque  pour  les  lignes 
courbes,  on  pourra  admettre  que  tous  ou  partie  des  points  fixes  dorn: 
nes  se  confondent  par  groupes  plus  ou  moins  nombreux  en  un  poina 
unique,  auquel  cas  les  surfaces  dont  il  s'agit  auront,  en  ces  points,  de^ 
contacts  Vordres  plus  ou  moins  eleves. 

On  peut  egalement  ici,  comme  alors,  remplacer  chaque  poirc 
donne  de  la  surface  cherchee,  soit  par  Tun  des  coefficients  de  so« 
equation,  soit  par  une  equation  lineaire  entre  tous  ou  partie  de  C€E 
coefficients.  Nos  deux  theoremes  se  changeront  ainsi  dans  les  deu_- 
theoremes  plus  generaux  que  voiei: 

Theoreme  IIL  Etant  donnes  n  coefficients  de  V equation  generale  cP 
mieme  fegr^  q  ^q^  indeterminees ,  ou  encore}  etant  donnees  n  equatiom 
lineaires  entre  tous  ou  partie  de  ces  coefficients ,  toutes  les  surfaces 
representees  par   Vequation  generale    ainsi  modifiee,  et  passant  par  fcs 

m  +  lm  +  2m  +  8        /      i    o\      -  ±    n  *       •     - 

■ ^  _  .  — ^ (w  +.  2)  memes  points  fixes,  se  couperont  sutvam 

une  seule  et  meme  courbe  ä  double  courbure. 

Donc,  en  particulier, 

Corollaire.  Etant  donnes  n  coefficients  de  l'equation  generale  d« 
second  degre,  a  trois  indeterminees,  ou  encore,  etant  donnees  n  equa- 
tions  lineaires,  entre  tous  ou  partie  de  ces  coefficients,  toutes  les  sur 
faces  representees  par  l'equation  generale  ainsi  modifiee,  et  passant  pal 
les  8  —  n  memes  points  fixes,  se  couperont  suivant  une  seule  et  meme 
courbe  ä  double  courbure. 

Theoreme  IV.  Etant  donnes  n  coefficients  de  Vequation  generale  du 

t,  ou  encore,  etant  donnees  n  equations 
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lineaires   enire    tous    ou  partie  de   ces    coefficients,   toutes    les  surfaces 
ripresentees  par   Vequation  generale  ainsi  modifiee,   et  passant  par  les 

ftt     I    1      tu    I    2     tu    I    3 

-j- y y-  —  («  +  3)  memes  points  fixes  donnes,  se  couperont, 

cii    outre }  auz  mr * ~ ' \-  (n  +  3) ,    autres   tnenies 

points  fixes. 

Donc,  en  particulier, 

Corollaire.  Etant  donnes  n  coefficients  de  l'equation  generale  du 
second  degre,  ä  trois  indeterminees,  ou  encore,  etant  donnees  n  equa- 
tions  lineaires,  entre  tous  ou  partie  de  ces  coefficients,  toutes  les  sur- 
faces representees  par  l'equation  generale  ainsi  modifiee,  et  passant 
par  les  7  —  n  memes  points  fixes  donnes,  se  couperont,  en  outre,  aux 
>*   — f-  1,  autres  memes  points  fixes. 

II  est  essentiel  d'observer  que,  dans  tout  ceci,  on  suppose  que 
l'un  des  termes  de  l'equation  generale  est  prive  de  son  coefficient;  ou, 
c«?  qui  revient  au  meme,  que  le  coefficient  de  Tun  de  ses  termes  est 
uxie    quantite  donnee. 

On  fera,  de  ces  diverses  propositions,  un  usage  pareil  a  celui  que 
nous  avons  fait*)  de  leurs  analogues  relatives  aux  lignes  courbes. 
On  en  deduira,  par  exemple,  sans  aucune  sorte  de  calcul,  les  propo- 
sitions suivantes: 

L  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  passant  par  six  points 
donnes,  et  assujeties  en  outre  ä  cette  condition  que  les  plans  diame- 
traux, conjugues  ä  des  diametres  paralleles  ä  une  droite  fixe,  se  coupent 
totis  en  un  point  donne,  passeront  en  outre  par  deux  nouveaux  points 
fixes. 

II.  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  passant  par  cinq  points 
donnes,  et  assujeties  en  outre  a  une  des  conditions  suivantes:  1°  que 
1^8  plans  diametraux  conjugues  ä  des  diametres  paralleles  a  une  droite 
fi^e,  se  coupent  tous  suivant  une  meme  droite  ou  soient  paralleles  a 
**n  meme  plan;  2°  que  les  diametres  conjugues  ä  des  plans  diametraux 
Paralleles  concourent  en  un  point  donne  ou  soient  paralleles  ä  une 
^oite  donne,  passeront  en  outre  par  trois  nouveaux  points  fixes. 

Hl.  Toutes  les  surfaces  du  second  III.  Toutes  les  surfaces  du  second 

ordre  passant  par  six  points  don-  ordre  touchant  six  plans  donnes, 

Ufo.  et  assujeties  en  outre  a  cette  et  assujeties  en  outre  a  cette  con- 

condition    que    les   plans   polaires  dition  que   les    pöles   d'un   meme 

d'iin  meme  point  se  coupent  tous  plan  donne  soient  tous   dans   un 


-*i 


*)  [Vgl.  S.  80  ff.  dieser  Ausgabe.] 
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ßecherches  sur  les  eurfacea  alg^briques  de  tous  lea  degrls. 


en  un  autre  point  donne,  passeront 
par   deux   nouveaux   points   fixes. 

IV.  Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  passant  par  cinq  points  don- 
nes, et  assujeties  en  outre  ä  cette 
condition  que  les  plans  polaires 
d'un  meme  point  se  coupent  tous 
suivant  la  meme  droite,  passeront  en 
outre  par  trois  nouveaux  points  fixes. 

V.  Dans  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  passant  par  sept 
points  donnes,  les  plans  polaires 
d'un  point  quelconque  se  coupent 
tous  en  un  autre  point  fixe. 

VI.  Dans  toutes  les  surfaces 
du  second  ordre  passant  par  huit 
points  donnes,  les  plans  polaires 
d'un  point  quelconque  se  coupent 
tous  suivant  une  meme  droite  fixe. 

VII.  Dans  toutes  les  surfaces 
points  donnes,  les  plans  diametraux 
ä  une  meme  droite  fixe,  se  coupent 

VIII.  Dans  toutes  les  surfaces 
points  donnes,  les  plans  diametraux 
ä  une  meme  droite  fixe,  se  coupent 

IX.  Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre,  assujeties  a  la  condition  que 
les  plans  polaires  de  quatre  points 
donnes  passent  respectivement  par 
quatre  droites  donnees,  ont  la 
meme  courbe  d'intersection. 

Etc.,  etc.,  etc. 


autre  plan  donne,  toucheront  deux 
nouveaux  plans  fixes. 

IV.  Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  touchant  cinq  plans  donnes, 
et  assujeties  en  outre  a  cette  con- 
dition que  les  pöles  d'un  meme 
plan  soient  tous  situes  sur  une 
meme  droite,  toucheront  en  outre 
trois  nouveaux  plans  fixes. 

V.  Dans  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  touchant  sept  plans 
donnes,  les  pöles  d'un  plan  quel- 
conque sont  tous  situes  dans  un 
autre  plan  fixe. 

VI.  Dans  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  touchant  huit  plans 
donnes,  les  pöles  d'un  plan  quel- 
conque sont  tous  situes  sur  une 
meme  droite  fixe. 

du  second  ordre  passant  par  sept 
conjugues  aux  diametres  paralleles 
en  un  meme  point  fixe, 
du  second  ordre  passant  par  huit 
conjugues  aux  diametres  paralleles 
tous  suivant  une  autre  droite  fixe. 
IX.  Toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre,  assujeties  ä  la  con- 
dition que  les  pöles  de  quatre 
plans  donnes  soient  situes  respec- 
tivement sur  quatre  droites  don- 
nees, sont  inscrites  a  une  meme 
surface  developpable. 


7. 

lieber  die  Krümmung  einer  beliebigen  Fläche  in  einem  gegebenen 

Punkte.  # 

(Crelle's  Journal,  Band  3,  S.  324—336.  1828.) 

1.  In  die  Reihe  der  zierlichsten  Resultate,  zu  welchen  die  all- 
gemeinen Untersuchungen  über  krumme  Oberflächen  geführt  haben, 
gehört  unstreitig  auch  der  von  Euler  zuerst  bemerkte  Satz,  dass  jede 
Fläche  in  jedem  ihrer  Punkte  nur  zwei  Krümmungen  hat,  und  die 
Richtungen  dieser  beiden  Krümmungen  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dass  dieser  Satz  allen  möglichen  continuirlichen,  d.  h.  durch  eine  Glei- 
chung darstellbaren  Flächen  zukommt,  beruht  offenbar  darauf,  dass  ein 
Element  einer  solchen  Fläche  im  Allgemeinen  als  ein  Element  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  allen  denjenigen  Beziehungen  anzusehen 
ist,  wo  in  der  analytischen  Entwicklung  nicht  höhere  Differential- 
coefficienten  als  die  der  zweiten  Ordnung  in  Betracht  kommen,  oder 
mit  andern  Worten,  wo  wir  auf  der  Fläche  nach  jeder  Richtung  hin 
nur  drei  auf  einander  folgende  Punkte,  oder,  was  dasselbe  heisst,  nur 
zwei  geradlinige  Elemente  berücksichtigen.  Zugleich  erblickt  man 
aber  auch  auf  diese  Weise,  dass  der  Euler'sche  Satz  für  gewisse 
Punkte  seine  Anwendung  verliert,  nämlich  für  solche  Punkte,  in  wel- 
chen die  Berührungsebene  mit  der  Fläche  einen  Contakt  höherer  Ord- 
nung hat,  wobei  zugleich  mit  den  ersten  Differentialcoefficienten  (bei 
gehöriger  Coordinatenbestimmung)  auch  die  zweiten  verschwinden. 
Alsdann  kann  man  aber  noch  immer  nach  den  Krümmungsrichtungen 
der  Fläche,  d.  h.  nach  denjenigen  Richtungen  fragen,  nach  welchen 
man  zu  Punkten  der  Fläche  kommt,  in  denen  die  Normalen  der  Nor- 
male im  Berührungspunkte  begegnen.1)  Die  Absicht  dieses  Aufsatzes 
geht  nun  eines  Theiles  dahin,  den  Euler'schen  Satz  insofern  zu  ver- 
vollständigen, dass  jene  Krümmungsrichtungen  bestimmt  und  geome- 
trische Beziehungen  derselben  nachgewiesen  werden  sollen. 


90  Ueber  die  Krümmung  einer  beliebigen  Fläche. 

Ferner  hat  Euler  ebenfalls  zuerst  gezeigt,  dass,  wenn  man  durch 
einen  gegebenen  Punkt  irgend  einer  Fläche  nach  allen  beliebigen  Rich- 
tungen Normalebenen  legt,  von  allen  auf  diese  Weise  auf  der  Fläche 
bestimmten  Durchschnittskurven  diejenigen  in  dem  gegebenen  Punkte 
ein  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung  haben,  welche  in  den 
beiden  die  Krümmungsrichtungen  der  Fläche  enthaltenden  Normal- 
ebenen sich  befinden;  und  dass,  wenn  die  Krümmungen  nach  diesen 
zwei  Richtungen  bekannt  sind,  sogleich  sich  die  Krümmung  nach 
jeder  beliebigen  dritten  Richtung  bestimmen  lässt.  Für  die  in  dem 
Obigen  schon  bezeichneten  Punkte  ist,  nach  dem  gewöhnlichen  Aus- 
drucke, die  Krümmung  nach  allen  Richtungen  hin  Null,  d.  h.  der 
Osculationskreis  und  überhaupt  jede  Osculationslinie  zweiter  Ordnung 
geht  in  eine  gerade  Linie  über.  Aber  nichtsdestoweniger  lassen  sich 
die  nach  verschiedenen  Richtungen  genommenen  Krümmungen  in  solchen 
Punkten  unter  einander  vergleichen,  und  für  das  Maass  solcher  Krüm- 
mungen können  wir  allgemein  den  reciproken  Werth  des  Parameters 
p  einer  Parabel  der  w*011  Ordnung 

(1.2....  n)py  =  xn 

nehmen,  wenn  der  Contakt  von  der  (n  —  l)*011  Ordnung  ist.2)  Wir 
können  also  auch  nach  einem  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung 
fragen  und  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  Krümmung  nach  einer  belie- 
bigen Richtung  zu  bestimmen,  wenn  dieselbe  nach  gewissen  Richtungen 
schon  bekannt  ist. 

2.  Es  sei,  in  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten, 

(1)  u  =  <p(x,  y,  z)  =  Q 

die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche.  Zugleich  sei  der  auf  der  Mäche 
gegebene  Punkt  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die  Tangen- 
tialebene in  diesem  Punkte  zur  Ebene  der  x,  y  genommen,  wonach 
also  die  Normale  Axe  der  z  wird.  Die  Normale  in  irgend  einem 
andern  Punkte  der  Fläche,  dessen  Coordinaten  x}  y  und  z  sind,  hat, 
auf  die  Tangentialebene  projicirt,  folgende  Gleichung: 

Y-y — £(*-*>. 


indem  wir  Y  und  X  als  die  eigentlichen  veränderlichen  Grössen  (coor- 

donnees  courantes)  betrachten  und  y-j-j  aus  (1)  in  der  Voraussetzung 

herleiten,  dass  z  constant  sei.  Soll  die  Normale  der  Axe  z  begegnen, 
so  muss  offenbar  ihre  Projektion  durch  den  Anfangspunkt  gehen. 
Hiernach  erhalten  wir  folgende  Bedingungsgleichung: 
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(2)  y  +  */~x  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt,  indem  wir  x,  y  und  z  als  veränderliche  Grössen 
betrachten,  eine  Fläche  dar,  deren  Durchschnitt  mit  der  gegebenen 
Flache  diejenigen  Punkte  bestimmt,  denen  Normalen  entsprechen,  die 
der  Normale   im  Anfangspunkte   begegnen.      Diese  Punkte   liegen  im 

Allgemeinen  auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung.  Wenn  K-)  unab- 
hängig ist  von  z,  d.  li.  wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
unter  folgender  Form  sich  darstellt: 

z  =  1>(x7y), 

so  ist  (2)  auch  die  Gleichung  der  Projektion  dieser  Curve.  Im  ent- 
gegengesetzten Falle  müssen  wir,  um  diese  Gleichung  zu  erhalten,  z 
zwischen  (1)  und  (2)  eliminiren.  Unsere  Aufgabe,  diejenigen  Rich- 
tungen zu  bestimmen,  nach  welchen  wir  von  dem  auf  der  Fläche 
gegebenen  Punkte  aus  gehen  müssen,  um  zu  solchen  consecutiven 
Punkten  zu  kommen,  denen  Normalen  entsprechen,  die  der  Normale 
in  jenem  Punkte  begegnen,  —  reducirt  sich  hiernach  offenbar  darauf, 
an  die  eben  bezeichnete  Linie  doppelter  Krümmung,  im  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  (der  ein  vielfacher  Punkt  ist),  Tangenten  zu  legen. 
Da  diese  Tangenten  auch  die  gegebene  Fläche  berühren  müssen,  so 
liegen  sie  in  der  Ebene  der  x}  y,  und  die  Construktion  derselben 
läuft  darauf  hinaus,  an  die  Durchschnittscurve  dieser  Ebene  und  der 
Fläche  (2)  [Curve,  deren  Gleichung  man  erhält,  indem  man  in  (2) 
z  =  0  setzt]  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  Tangenten  zu  ziehen. 

3.  Nachdem  wir  diese  Bemerkungen  vorausgeschickt  haben,  wollen 
wir  nun  die  einzelnen  Fälle  discutiren  und  zu  diesem  Ende  annehmen, 
die  Entwicklung  von  (1)  gebe: 

(3)  *  «  Ay*  +  Byx  +  Cx*  +  Dy*  +  Ey%x  +  Fyx*  +  Gz*-\ 

+  Jfy»+]fy»-1»  +  Oy""^H h  Qy*x*~*  +  Rytf-i+Sx*-] 

(Nach  der  oben  gemachten  Coordinatenbestimmung  fehlen  nothwendig 
das  constante  Glied  und  die  mit  x  und  y  behafteten  Glieder.)  Als- 
dann erhalten  wir,  wenn  wir  entwickeln,  statt  (2)  folgende  Gleichung: 

^0  =  Bf  +  2(C  —  Ä)yx  —  Bx2 

+  Ey*  +  (2F  -  3D)y*x  +  (3G  —  2E)yx*  -  Fx* 

(4)  «      -[-.... 

+  Ny*  +  (20  —  n  M)y»-\r  -\ (-  (nS  —  2  Q)yx«-X  -  Rxn 

■Ji»    •   •   •   • 
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Die  drei  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  für  sich  allein  gleich  Nul 
gesetzt : 

By*  +  2(C  —  Ä)yx  -  JSa;8  =  0 

stellen  das  System  der  beiden  Tangenten  im  Anfangspunkte  dar,  un< 
die  trigonometrischen  Tangenten  derjenigen  Winkel,  welche  diese  beidei 
Tangenten  mit  der  Axe  der  x  bilden,  sind  durch  die  Wurzeln  folgen 
der  Gleichung  gegeben: 

(5)  Bt*  +  2(C  —  Ä)t  -  B  =  0, 

die  wir  erhalten,  indem  wir  alle  Glieder  der  vorhergehenden  Gleichung 

durch  x2  dividiren  und  --  =  t  setzen*).     Diese  Gleichung  hat   immei 

sc 

reelle  Wurzeln;  bezeichnen  wir  dieselben  durch  t'  und  t",  so  kommt 

«T+l  — 0, 

d.  h.  die  durch  (5)  bestimmten  Richtungen,  die  Krümmungsrichhmget 
der  gegebenen  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte,  sind  auf  einander 
senkrecht. 

4.  Wenn  wir  die  Axe  der  y  in  der  Ebene  der  x,  y  drehen,  br 
sie  mit  der  Axe  der  x  irgend  einen  Winkel  co  bildet,  so  erhalten  wi. 
nach  den  bekannten  Coordinatenformeln 

x  +  y  cos  co  für  x}      y  sin  co  für  y. 

Um  ferner  zu  der  Gleichung  der  Durchschnittscurve  der  gegebener 
Fläche  und  der  neuen  Ebene  der  0,  y  zu  kommen,  brauchen  wir  mu 
in  der  Gleichung  (1)  oder  (3)  die  der  obigen  Coordinaten Verwandlung, 
entsprechenden  Substitutionen  zu  machen  und  alsdann  x  =  0  zu  setzen: 
oder,  was  dasselbe  ist,  sogleich  in  diesen  Gleichungen  y  cos  cd  für  - 
und  y  sin  co  für  y  zu  schreiben.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  aus  (3^ 

z  =i  y*(A  sin*  <o  -{-  B  smcn  cos  o  -\-  C  cos8  co) 

+  y3(Z)  sin3  co  -f"  -Esin2co  cos  co  +  F  sin  co  cos8©  +  G  cosÄco) 

H 

+  y*  (M  sin*  co  -f-  N  sin11""1  <o  cos  co  -}-••••  +  ii  sin  co  cos*""1  m 

+  ScosH<m 

• "Y-    •    •    •    • 

Der  Krümmungshalbmesser  dieser  Curve  im  Anfangspunkte  der  Coor 

dz 
dinaten  ist,  da  -y-  verschwindet,  gleich  dem  reciproken  Werthe  von 

y 

d*  z 

j-t  =  2(A  sin2  (o  +  B  sin  co  cos  a  +  C  cos8  a>). 


(«) 


*)  Vergl.  Euler,  Introductio  in  Analysin  infinitorum  II. 
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Um  das  Maximum  oder  Minimum  dieses  Krümmungshalbmessers,  wenn 

wir  den  Winkel  ca  als  veränderlich  betrachten,  zu  erhalten,  brauchen 

d*z 
wir  nur  den  vorstehenden  Werth  für  -,—t  in  Beziehung  auf  co  zu  diffe- 

;         rentiiren  und  alsdann  — -^  — —  gleich  Null  zu  setzen.    Auf  diese  Weise 

kommt,   wenn  wir  zugleich  durch  cos2©  dividiren  und  t  für  tang  co 

schreiben: 

Bt*  +  (0  -  A)t  -  B  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  (5).  Die  beiden  Krümmungsrich- 
fcungen  der  gegebenen  Fläche  in  dem  auf  derselben  gegebenen  Punkte 
sind  also  zugleich  diejenigen  Richtungen,  nach  welchen  Ebenen,  die 
fcutf  der  Tangentialebene  senkrecht  stehen,  die  Fläche  in  Curven  schnei- 
den, deren  Krümmungshalbmesser  in  dem  gegebenen  Punkte  grösste 
oder  kleinste  Werthe  erhalten. 

Wenn  wir  endlich  den  Werth  des  zweiten  Differentialcoefficienten 
gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  diejenigen  Richtungen,  nach  wel- 
chen wir  Schnitte  fähren  müssen,  damit  die  Krümmungshalbmesser 
der  Durchschnittscurven  unendlich  werden.  Auf  diese  Weise  kommt, 
wenn  wir  hier  tang  ra  =  u  setzen: 

Au*  +  Bu  +  C=0. 

Diese  Gleichung  hat  reelle,  imaginäre  oder  gleiche  Wurzeln,  je  nach- 
dem der  Ausdruck  (B*  —  4AC)  positiv,  negativ  oder  Null  ist.  Be- 
zeichnen wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  u   und  u",  so  ist 

u  +  u  =—  A- 

W'enn  wir  also  voraussetzen,  dass  die  Goordinatenaxen  ursprünglich 
8o  angenommen  worden  sind,  dass  u  -f-  u"  =  0,  so  verschwindet  auch 
&>  und  die  Gleichung  (5)  giebt  t  ■=  0  oder  t  =  oo.  Wir  sehen  hier- 
a^s,  dass  die  Krümmungsrichtungen  der  Fläche  die  Scheitelwinkel 
**albiren,  welche  von  denjenigen  Richtungen,  nach  welchen  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Schnitte  unendlich  sind  (von  den  Richtungen 
töheren  Contakts),  gebildet  werden. 

Die  Bestimmung  der  Richtungen  höheren  Contakts,  wenn  die 
Wden  Krümmungsrichtungen  gegeben  sind,  ist  eine  unbestimmte  Auf- 
gabe. 

5.  Wir  gehen  nun  weiter  und  wollen  voraussetzen,  dass  in  der 
Gleichung  (3)  der  gegebenen  Fläche  A,  B  und  C  Null  seien.  Als- 
dann  erhalten  wir  folgende  Gleichung:  ^ 

(7)        Ey*  +  (2F  -  3D)y*x  +  (3  G  —  2 E)ya*  -  Fx*  =  0, 
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welche  das  System  dreier  Tangenten  der  durch  (4)  dargestellten  Curve 
in  dein  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  welcher  ein  dreifacher  Punkt 
(point  triple)  derselben  ist,  darstellt.  Durch  diese  Tangenten  sind  die 
Krümmungsrichtungen  der  gegebenen  Fläche  bestimmt,  d.  h.  wem 
wir  nach  der  Richtung  dieser  Tangenten,  vom  gegebenen  Punkt  aus 
auf  der  Fläche  fortgehen,  so  begegnen  wir  solchen  consecutiven  Nor 
malen,  welche  die  Normale  in  jenem  Punkte  schneiden.  Diese  Rich- 
tungen bilden  mit  der  ersten  Axe  Winkel,  deren  trigonometrisch. 
Tangenten   durch  nachstehende  Gleichung,   die   wir  aus  (7)  erhalten 

indem  wir  durch  x3  dividiren  und  t  für    y   schreiben,  gegeben  sind: 

(8)  Et*  +  (2F—'dD)t*  +  (3G  -  2E)t—  -F=  0. 

Wir   erhalten    die  Gleichung   der  Durchschnittscurve   der  Flächj 
und  einer  durch  die  Axe  der  z  gehenden  Ebene,  die  mit  der  Eberz 
der  z7  x  irgend  einen  Winkel  cd  bildet,  wenn  wir  in  (6)  A}  B  und 
gleich  Null  setzen.     Da  für  diese  Gleichung  alsdann  die  beiden  Dürr" 

dz  drz 

rentialcoefficienten    r-  und    ,-,  verschwinden,  wenn  wir  z  und  y  gleic 

Null  setzen,  so  wird  der  Radius  des  Krümmungskreises  für  den  A_d 
fangspunkt  unendlich  und  das  Maass  der  Krümmung  der  Durchschnitt 
curve  in  diesem  Punkte  ist  der  dritte  DifFerentialcoefficient: 

d? z  .  . 

-.--,  =  2.3(Z>sin3o>  +  2? sin2©  cos©  +  jFsin  ©  cos2©  +  6rcoss©). 

Wenn  wir  cd  als  veränderlich  betrachten,  so  erhalten  wir  für  Aa 
Maximum  oder  Minimum  dieses  Ausdrucks,  indem  wir  wie  o\p* 
tang  cd  =  t  setzen,  folgende  Bedingungsgleichung  zu  erfüllen: 

Et5  +  (2F  —  3D)t*  +  (36?  -  2E)t  -  F=  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  (8),  und  somit  ist  dargethan,  d»-* 
die  Krümmungsrichtungen  der  Fläche  zugleich  diejenigen  Richtung*^ 
sind,  nach  welchen  die  Schnitte  der  Fläche  ein  Maximum  oder  Mix? 
mum  der  Krümmung  haben. 

Der  dritte  DifFerentialcoefficient  verschwindet,  wenn  wir  den  Winfc* 
cd  vermittelst  folgender  Gleichung,  in  der  wir  u  für  tang  od  schreibet 
bestimmen: 

(0)  Du3  +  Eu2  +  Fu  +  G  =  Q. 

Da  diese  Gleichung  vom  dritten  Grade  ist,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 
drei  Richtungen,  nach  welchen  hin  die  Fläche  mit  der  Tangentialebene 
einen  Contakt  noch  höherer  Ordnung  (der  dritten)  hat.  Diese  Rick- 
hingen    Mlieren    Contakts    stehen    mit    den    Krümmungsrichtungen    in 
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gegenseitigen  Beziehungen,  worüber  wir  in  einige  Entwicklungen  ein- 
gehen wollen. 

6.  Wenn  F  =  0,  so  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung  (8)  gleich 
Null,  d.  h.  die  Axe  der  x  fallt  mit  einer  der  drei  Krümniungsrich- 
tungen    zusammen.     Aber   alsdann   ist    zugleich,    wenn   wir    die    drei 

Wurzeln  der  Gleichung  (9)  u,  u"  und  u"  nennen: 

t    ff  *      f    ttt  t      //   tft       t\ 

n  u  -f-  u  u   +u  m    =0; 

mithin  auch,  wenn  wir  durch  u  u   u"  dividiren: 

(10)  4  +    \:  +  4  =  0. 

Es  ist  also  die  Summe  der  Cotangenten  derjenigen  drei  Winkel,  welche 
die  drei  Richtungen  höheren  Contakts  mit  einer  beliebigen  der  drei 
Krümmungsrichtungen  bilden,  gleich  Null.  Wenn  wir  also  bei  einer 
beliebigen  Annahme  der  ersten  Axe,  die  Winkel,  welche  die  erst- 
genannten drei  Richtungen  mit  dieser  Axe  bilden,  «',  a  und  a" 
nennen,  und  co  denjenigen  Winkel,  welchen  eine  der  drei  Krümmungs- 
richtungen mit  derselben  Axe  bildet,  so  ist 

(11)  cot(a' —  co)  +  cot(a" —  ra)  +  cot(a'" —  cd)  =  0, 
mithin: 

1  +  tang  a'  tang  ia    ,    1-f  tang  a"  tang  m    .    1  +  t&ng  <*"  tang  cd  ^ 

tanga' — tang  cd      '       tanga" — tang  cd      '      tang«'"—  tang  cd 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  wir  entwickeln,  in  Beziehung  auf  tang  cd 
vom  dritten  Grade,  und  durch  ihre  drei  Wurzeln  sind  die  Krüm- 
mungsrichtungen alle  drei  bestimmt. 

7.  Wenn  wir  G  =  0  setzen,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Anblick  der 
Gleichung  (9),  dass  ein  Werth  von  u  Null  wird,  d.  h.  dass  die  Axe 
der  x  mit  einer  der  drei  Richtungen  höheren  Contakts  zusammenfallt. 
Alsdann  folgt  aus  (8),  wenn  wir  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  t'}  t" 
und  V"  nennen: 

t't"+t't'"+t"t'"=  —  2 
oder 

(12)  ^  +  -„  +  T  =  —  2  (v  •  p  •  r)  • 

Es  ist  also  die  Summe  der  Produkte  je  zweier  der  trigonometrischen 
Tangenten  derjenigen  drei  Winkel,  welche  die  Krümmungsrichtungen  der 
Fläche  mit  einer  beliebigen  der  drei  Richtungen  höheren  Contakts  bilden, 
gleich  ( —  2),  oder,  was  dasselbe  heisst,  die  Summe  der  Cotangenten 
dieser  drei  Winkel,  negativ  genommen,  ist  gleich  dem  doppelten  Pro- 
dukt derselben  Cotangenten.  Weim  wir,  bei  einer  beliebigen  Annahme 
der  ersten  Axe,  diejenigen  Winkel,  welche  die   drei  Krümmungsrich- 
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hingen  mit  dieser  Axe  bilden,  co',  co"  und  ©'"  nennen  und  a  de: 
Winkel,  welchen  mit  derselben  Axe  eine  beliebige  der  drei  Ric 
höheren  Contakts  bildet,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

(13)        taug  (a>' —  a)  tang  (©" —  a)  +  tang  (©'—  a)  tang  (cd"' —  a 

-f-  tang  (a>"—  a)  tang  (©"'—  a)  +  2  =  0, 

die  zur  Bestimmung  von  a  durch  a>',  o"  und  <o"  zu  einer  6 
des  dritten  Grades  führt. 

8.  Wir  wollen  noch  einige  einzelne  Fälle  besonders  bei 
machen.  Wenn  zwei  der  drei  Richtungen  höheren  Contakts  zui 
fallen,  so  fällt  mit  denselben  auch  eine  der  drei  Krümmungsiic 
zusammen.  Dies  folgt  sogleich  daraus,  dass,  wenn  man  die  Coef 
F  und  G  der  Gleichung  (9)  gleich  Null  setzt,  auch  in  der  G 
(8)  das  von  t  unabhängige  Glied  ausfallt.  Wenn  alle  drei  Ric 
höheren  Contakts  zusammenfallen,  so  fallen  mit  ihnen  auch  ; 
drei  Krümmungsrichtungen  zusammen,  und  die  dritte  steht  ai 
senkrecht.  Der  letztere  Theil  dieser  Behauptung  ergiebt  sich 
Anblick  von  Gleichung  (13),  in  der,  wenn  a>  —  a  =  o" — a  = 

wendig  ©'" —  a  gleich  sein  muss  -0-  •    Die  Fläche  hat  also  im 

Sinne  nur  eine  einzige  Krümmung,  und  die  Richtung  derselben  i 
recht  auf  den  Richtungen  höheren  Contakts. 

Wenn  eine  der  Richtungen  höheren  Contakts  und  eine  de 
mungsrichtungen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbieren  c 
sowohl  diejenigen  Scheitelwinkel,  welche  von  den  beiden  übrige 
höheren  Contakts,  als  auch  diejenigen,  welche  von  den  beiden 
Krümmungsrichtungen   gebildet   werden.      Dies    erhellet   darai 

wenn  man  in  (12)  --,»■  =  0  und  in  (10)  —.  =  0  setzt,   man  au 

beiden  Gleichungen  folgende  zieht: 

*'+*"— 0,     w'+u"=0. 

Wenn  die  drei  Richtungen  höheren  Contakts  lauter  gleiche 
bilden,  so  werden  dieselben  von  den  drei  Krümmungsrichtungen 
so  dass  diese  unter  einander  ebenfalls  gleiche  Winkel  bilden 
jenen  senkrecht  stehen. 

Es  können  zwei  der  drei  Krümmungsrichtungen  zusanini 
Soll  dies  in  der  ersten  Axe  geschehen,  so  erhalten  wir  folgen« 
Bedingungsgleichungen : 

F=Q,     HG  —  2E, 

und  hiernach  zur  Bestimmung  der  Richtungen  höheren  C 
aus  (9): 
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Zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  nothwendig  imaginär,   weil  der 

Coefficient  von  —  positiv  ist.     Wenn  alle  drei  Krümmungsrichtungen 

zusammenfallen,  so  ist  zugleich  7)  =  0.  Die  letzte  Gleichung  zeigt, 
dass  alsdann  die  einzige  reelle  Richtung  höheren  Contakts  auf  jenen 
Krümmungsrichtungen  senkrecht  ist. 

9.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  können  wir  ohne  Schwierig- 
keit auf  den  allgemeinen  Fall  ausdehnen,  wo  die  Fläche  in  dem  gege- 
benen Punkte  mit  einer  Ebene  einen  Contakt  der  («  —  l)ten  Ordnung 
hat.  und  also  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (3)  mit  denjenigen 
Gliedern  anfangt,  die  y  und  x  in  der  n*™  Potenz  enthalten.  Statt  der 
Gleichungen  (8)  und  (9)  finden  wir  alsdann  folgende: 

(14)       2V>  +  (20  -  nM )(■-*  H h  (nS  -  2Q)t  —  R  —  0, 

fl5)      Mu*  +  Nu*~ l  +  0u*-%  H f-  Q u*  +  Ru  +  S  —  0. 

Diese  Gleichungen  haben  beide,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  wenig- 
stens  eine  reelle  Wurzel;   es  giebt  also,   wenn  eine  Fläche  in  einem 
ihrer  Punkte   mit   einer  Ebene  einen  Contakt  von    gerader  Ordnung 
hat,  in  diesem  Punkte  wenigstens  eine  Krümmungsrichtung  und  eine 
Richtung  eines  Contakts  der  n*6*  Ordnung.     In  demjenigen  Falle,  wo 
die  Ordnung  des  Contakts  eine  ungerade  ist,   braucht  die  Fläche  in 
dem  gegebenen  Punkte  nach  keiner  Richtung  hin  mit  der  Tangential- 
ebene einen  Contakt  höherer  Ordnung  zu  haben;  sie  hat  aber  immer 
wenigstens  zwei  Krümmungen.    Um  diese  letztere  Behauptung  zu  be- 
weisen, wird   es  hinreichend   sein,   beispielsweise  denjenigen  Fall   zu 
betrachten,   wo   n  =  6.     Die   Gleichungen   (15)  und  (14)   werden   in 
diesem  Falle: 

(16)  Mu6  +  Nu5  +  Ou4  +  Pw8  +  Qu2  +  Ru  +  8  =  0, 

(17)  Nt*  +  (20  -  6M)tb  +  (3P  -  52V)*4  +  4(#  —  0)  t3 

+  (5fl  —  3P)*2  +  (65  -  2  Q)  t  —  R  =  0. 

Wir  können,  ohne  der  Allgemeinheit  dieser  Gleichungen  irgend  Ab- 
bruch zu  thun,  annehmen,  JV  sei  positiv.  Wenn  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  (17)  imaginär  sein  sollen,  so  muss  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Gleichungen,  bei  obiger  Voraussetzung,  R  negativ  sein; 
es  muss  ferner  der  Coefficient  von  t2  positiv  sein,  und  folglich  ist,  da 
-B<0,  auch  P  nothwendig  negativ,  endlich  muss  auch  der  Coefficient 
von  J4  positiv  sein,  und  folglich  ist,  da  P<0,  auch  N  nothwendig 

Plückor,  Werke.   I.  7 
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negativ:  was  im  Widerspruche  mit  dem  Vorstehenden  ist.  Wir  können 
also  als  vollständig  bewiesen  ansehen,  dass  jede  Fläche  in  jedem  ihrer 
Punkte  wenigstens  eine  oder  zwei  Krümmungen  hat,  jenachdem  sie  in. 
jenem  Punkte  mit  einer  Ebene  einen  Gontakt  von  gerader  oder  von. 
ungerader  Ordnung  hat. 

10.  Wenn  wir  die  erste  Axe  so  bestimmen,  dass  sie  mit  einer 
Krümmungsrichtung  zusammenfallt,  so  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(17)  Null,  und  mithin  kommt  R  =  0;  und  hiernach  folgt  aus  der 
Gleichung  (16),  dass  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Wurzeln 
dieser  Gleichung  Null  ist.     Also: 

Wenn  irgend  eine  Fläche  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  mit  einen 
Ebene  einen^  Contakt  der  (n  —  l)ten  Ordnung  hat,  so  ist  die  Summe 
der  Cotangenten  derjenigen  Winkel,  welche  die  n  Richtungen,  nact 
denen  die  Fläche  (im  Allgemeinen)  mit  der  Tangentialebene  in  jenenr 
Punkte  einen  Gontakt  der  «ten  Ordnung  hat,  mit  einer  beliebigen  des 
n  Krümmungsrichtungen  bilden,  gleich  Null.  *  § 

Wenn  wir  n  =  2  nehmen,  so  erhalten  wir  aus  dem  vorstehende« 
Satze,  als  besonderen  Fall,  den  Eul  er 'sehen  Satz,  dass  in  den  gewöhn 
liehen  Fällen  die  beiden  Krümmungen  in  beliebigen  Punkten  ein^ 
Fläche  auf  einander  senkrecht  stehen. 

11.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Krümmung  de= 
Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  nach  einer  gegebenen  Richtung  z_ 
bestimmen,  wenn  dieselbe  nach  gewissen  Richtungen  bekannt  ist.  Netz 
men  wir  sogleich  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Fläche  mit  der  Tarn 
gentialebene  in  dem  gegebenen  Punkte  einen  Gontakt  der  (n  —  l)1- 
Ordnung  habe,  so  erhalten  wir  (nach  Nr.  4)  für  die  Gleichung  ds 
Gurve  des  Durchschnittes  der  Fläche  und  einer  Normalebene,  die  nc: 
der  Ebene  der  zx  irgend  einen  Winkel  o  bildet: 

3=j/*(J/sinna>  +  A7sin*""1<DC0sw-J f-  R  sin  cd  cosn~1o  +  Scosn  ©)-{-•    * 

Bezeichnen  wir  ferner  (nach  Nr.  1)  den  Krümmungsparameter  dies^ 
Gurve  im  Anfangspunkte  der  Goordinaten  durch  p  (bei  einem  Con» 
takte  der  ersten  Ordnung  ist  p  gleich  dem  Krümmungshalbmesser),  s<3 
ergiebt  sich: 

("•)  t(-$) 

=  2.3....M(3/siii"c)  +  iVrsin',~1ajcosaj-| f-.Rsina)COSn~,a}-}-/Sco8,,fi>). 

Wir  können   diese   Gleichung   als    einer   Gurve   angehörig   betrachten, 
indem  wir  p  und  o  als  Polarcoordinaten  konstruiren.     Um  zu  recht- 
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SC 

winkligen  Coordinaten  überzugehen,   brauchen  wir  nur     -   für  cos  ©, 

y 
p 

kommt: 


fftr  sin  o  und  +  Y(x*  +  !^)  für  p  zu  substituiren.    Auf  diese  Weise 


(18)    (s8  +  y*)  *  ±2.3...n(My»+  Ny—lx-{ \-Ryx^1+ Sx^)  =  07 

die    Gleichung   einer   Curve,    die  im   Anfangspunkte   der   Coordinaten 
einen    conjugirten    Punkt   hat.     Wenn   wir  also   diese    Curve   in    der 
Tangentialebene  konstruiren  und  von  dem  Berührungspunkte,  dem  con- 
jugirten Punkte  der  Curve,  nach  einem  beliebigen  Punkte   derselben 
eine    gerade   Linie   ziehen,   so    bestimmt   die  Länge  dieser   Linie    den 
Parameter  p  einer  Parabel  der   n*6*  Ordnung  (nach  Nr.  1),   die   mit 
derjenigen  Durchschnittscurve,  welche  in  der  durch  jene  gerade  Linie 
gelegten  Normalebene  sich  befindet,  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
dieselbe  Krümmung  hat.     Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  können 
wir  zum  Behuf  der  eben  angezeigten  Construktion  in  der  Gleichung 
(18)  beliebig  das  Zeichen   +   °der   —   nehmen.     Wenn   aber   n   eine 
gerade  Zahl   ist,   so   steigt  diese   Gleichung  durch  Fortschaffung  der 
Wurzelgrösse  bis  zum  2nien  Grade;    alsdann  ist  der  conjugirte  Punkt 
zugleich  der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Die  Asymptoten  der  Curve  (18)  sind  parallel  den  Richtungen 
höheren  Contakts;  die  von  dem  conjugirten  Punkte  nach  der  Curve 
gezogenen  Normalen  bestimmen  die  Krümmungsrichtungen  der  Fläche, 
die  im  Allgemeinen  zugleich  das  Maximum  oder  Minimum  der  Krüm- 
mung der  verschiedenen  Durchschnittscurven  anzeigen. 

Da  die  Gleichung  (18)  n  +  1  Constanten  hat  und  die  bezügliche 
Curve  also  durch  eben  so  viele  Punkte  vollständig  bestimmt  ist,  so 
braucht  man  auch  nur  irgend  n  +  1  Krümmungen  der  Fläche  nach 
gegebenen  Richtungen  zu  kennen,  um  die  Krümmung  derselben  nach 
jeder  beliebigen  Richtung  ztf  bestimmen.  Zu  dieser  Bestimmung  ist 
ebenfalls  hinreichend,  die  n  Richtungen  höheren  Contakts  und  ausser- 
dem noch  die  Krümmimg  nach  einer  beliebigen  Richtung  zu  kennen. 
12.  Wir  wollen  das  Vorstehende  an  zwei  Beispielen  anschaulich 
machen.     Es  seien: 


(«)  . 


e  =  4  (ßy*x  -  2ya?)  +  ü, 
*  -  4-  (f  +  3y2*  +  2s8)  +  U, 


(indem  wir  in  U  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfassen,  in  denen  y 
und  x  in  höherem  als  dem  dritten  Grade  vorkpmmen),  die  Gleichungen 
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zweier  gegebenen  Flächen.  Diese  Flächen  haben  mit  der  Ebene  den 
xy  einen  Contakt  der  zweiten  Ordnung.  Für  dieselben  verwandelt 
sich  die  Gleichung  (18)  der  vorigen  Nummer,  wenn  wir  in  derselben 
das  Zeichen  -f-  nehmen,  in  folgende  beiden: 

y2  +  x*  +  3y*x  —  2yx?  =  0, 

y*  +  tf  +  y8  +  %y%x  +  2s3  =  o. 

Diese  Gleichungen  sind  (für  eine  beliebig  angenommene  Einheit)   in 
Fig.  13  und  14*)  construirt,  was  sehr  leicht  ist,  weil,   wenn  man  t 
denselben  y  =  mx  setzt,   für  jede  beliebige  Annahme  von  m,   für 
drei  Werthe  sich  ergeben,  von  denen  zwei  Null  sind.    Denken  wir 
nun   die   Ebene   der   Zeichnung    als   die   Tangentialebene   der   beid 
Flächen,  0  Y  und  OX  als  die  beiden  ursprünglichen  Axen  der  y 
Xj   so   stellt   die  von   0  nach  einem  beliebigen  Punkte  M  einer  d  ^ 
beiden  Curven  gezogene  gerade  Linie  OM  den  Krümniungsparamet» 
derjenigen   Curve    dar,   die    aus    der   bezüglichen    Fläche    durch    ei 


Fig.  13. 

Normalebene  geschnitten  werden  kann,  welche  die  Tangentialebene  U* 
eben  dieser  geraden  Linie  OM  schneidet. 

Im  ersten  Falle  sind  (Fig.  13)  7)7),  EE  und  FF  die  drei  Rich- 
tungen des  Contaktes  der  dritten  Ordnung  zwischen  Fläche  und  Tan- 
gentialebene. Im  zweiten  Falle  (Fig.  14)  giebt  es  nur  eine  solche 
Richtung,  nämlich  7)7).     Wenn  in  den  Gleichungen  (19)   U  fehlt,  so 


*)   [Die   Figurentafel,  auf  die  Plücker    oben   hingewiesen  hat,   fehlt  im 
Crelle'schen  Journal.]  • 
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bestimmen  die  eben  genannten  Richtungen  gerade  Linien,  in  welchen 
die    Tangentialebene  von  der  bezüglichen  Fläche  geschnitten  wird. 

Im  ersten  Falle  sind  die  trigonometrischen  Tangenten   derjenigen 

Winkel,  welche  die  Krümmungsrichtungen  mit   der  ersten  Axe  bilden, 

(nach  Nr.  5)  durch  folgende  Glei- 


X 


ZT-- 


diuxig  gegeben: 

rj*3  —  4*s  —  6/+  2  =  0. 

Die  Richtungen  dieser  Krüm- 
mungen sind  (Fig.  13)  durch  die 
drei  geraden  Linien  OA,  OB 
und  OC  gegeben  und  die  Para- 
meter derselben  durch  die  Länge 
dieser  Linien.  Diese  drei  Para- 
meter sind  Minima.  Im  zweiten 
Falle  erhalten  wir  statt  der  letz- 
ten Gleichung  folgende: 

**  — *»  =  0, 

uüd  mithin  fallen  zwei  dieser 
Krümmungsrichtungen  in  die 
erste  Axe,  (Fig.  14)  in  OA  zu- 
sammen, während  die  dritte  in 
Oü    fällt.      Nach    OA    ist    der 

Krümmungsparameter  der  Fläche  ein  Maximum,  nach  OB  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum. 

13.    Wir  können  auch,  indem  wir  in  der  Gleichung  (17a)  p  =  rm 

^tzen,  in  dieser  Gleichung: 
i 

r  4a==2.3....ti(Af8in',iD  +  JN'sin'l~1ocosaj-| |~JKsinc)COs'*-1G)  +  Scos'lG)) 

r  und  o)  als  Polarcoordinaten  betrachten.     Wenn  wir  alsdann,  wie  in 
*tar  11.  Nummer,  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeben,  so  kommt: 

u — m 


Fig.  14. 


#>)    (xs  +  if«)-1  ±2.3....n(My  +  Ny—1x-] f- Ryxn~l  +  Sz*)  =  0. 

Wenn  wir  diese  Gleichung,  wie  oben  die  Gleichung  (18),  in  der  Tan- 
gentialebene konstruiren,  so  ist  allgemein  durch  die  w16  Potenz  der 
rom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  irgend  einem  Punkte  der 
Curve  gezogenen  geraden  Linie  der  Krümmungsparameter  der  Fläche 
nach  der  bezüglichen  Richtung  gegeben.  Wenn  m  positiv  ist  und 
kleiner  als  w,  so  hat  die  durch  (20)  dargestellte  Curve  im  Anfangs- 
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punkte  einen  conjugirten  Punkt.     Wenn  m  —  n,   so  verwandelt  siel 
diese  Gleichung  in: 

1  =  2.3 n(My*  +  Nt/*-lx  -\ h  Ryx*-1  +  Sx*). 

Die  Construktion,  welche  dieser  Gleichung  entspricht,  hat  Herr  Dupi 
für  den  gewöhnlichen  Fall  w  =  2  vor  längerer  Zeit  schon  gegebei 
Wenn  m  negativ  ist,  so  hat  die  durch  (20)  dargestellte  Curve  im  AlrT^j 
gemeinen  mehrere  Zweige,  die  sich  im  Anfangspunkte  der  Coordinate^^^ 
schneiden;  und  die  Tangenten  der  Curve  in  diesem  Punkte  bestimm« 
die  Richtungen  eines  Contaktes  der  w1011  Ordnung. 


8. 

Ueber  die  allgemeinen  Gesetze,  nach  welchen  irgend  zwei  Flächen 
einen  Contakt  der  verschiedenen  Ordnungen  haben. 

(Crelle's  Journal,  Band  4,  S.  349—370.  1829.) 

1.    Eine  gegebene  Fläche  kann  in  einem  gegebenen  Punkte  mit 
fixier  andern  Fläche,   die   der  Art  nach,  d.  h.    durch  eine  Gleichung 
gegeben  ist,  in  der  die  Coefficienten  beliebig  zu  bestimmende  Grössen 
aind,   einen   verschiedenartigen,   mehr   oder   weniger   innigen   Contakt 
ha/ben.     Je  inniger  dieser  Contakt  sein  soll,  desto  mehr  Bedingungen 
müssen  befriedigt  werden,  desto  mehr  unbestimmte  Coefficienten  muss 
*lie     allgemeine  Gleichung  der  osculirenden  Fläche  haben.     Die  mö£ 
liehen   Ordnungen   des    Contaktes   pflegt    man   nach    der   Zahl   dieser 
Coefficienten  zu  bestimmen,  und  nach  der  gewöhnlichen  Entwicklungs- 
wege   sind    l  +  2  +  3  +  ---+(n+l)    Coefficienten    nothwendig 
u^d  hinreichend,  damit  ein  Contakt  der  nton  Ordnung  statt  habe.    Man 
sieht  leicht  ein,  dass  wenn  man  annimmt,   die  Gleichung  der  osculi- 
renden Fläche  sei  nach  steigenden  Potenzen  der   drei  Veränderlichen 
e&twickelt,  jene  unbestimmten  Coefficienten  nicht  zu  durchaus  willkür- 
lichen Potenzen  gehören  dürfen.    Aber  auch  mit  dieser  Beschränkung 
18t  jene  Bestimmung   nur  dann  die  richtige,  wenn  der  Grad  der  sich 
osculirenden   Flächen   rücksichtlich   der  Ordnung    des    Contaktes   von 
einer  bestimmten  Höhe  ist.     Denn  damit  z.  B.  zwei  Flächen   dritten 
und  zweiten  Grades  einen  Contakt  der  5.  Ordnung  haben,  sind  nicht 

1  +  2  +  3  +  4  +  5  +  6  =  21, 

sondern  nur 

1  +  2  +  3  +  4  +  3  +  2=  15 

Itedingungsgleichungen  zu  befriedigen.  Ueberdies  ist  die  Bestimmung 
der  möglichen  Ordnungen  des  Contaktes  nach  der  Zahl  der  Coefficienten 
der  osculirenden  Fläche  eine  durchaus  indirekte. 

Es  scheint  mir  am  natürlichsten  und  am  leichtesten,  die  Diskussion 


I 
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des  Contaktes  zweier  Flächen'in  einem  gegebenen  Punkte  anzuknüpfei 
an  die  Theorie  des  Contaktes  der  beiden  Durchschnittscurven  de 
beiden  Flächen  mit  einer  Ebene,  die  durch  den  Berührungspunkt  gel 
und  die  man  sich  um  eine  in  derselben  befindliche,  und  durch  diese 
Punkt  gehende  gerade  Linie  drehen  lässt.  Auf  diese  Weise  ergiet 
sich  zugleich  ohne  Aufwand  von  Rechnung  die  Beantwortung  eine 
Reihe  von  Fragen,  die  sich  von  selbst  darbieten  und  mit  denen  ma 
sich  bisher  wenig  beschäftigt  zu  haben  scheint.  Nach  wie  viele 
Richtungen  z.  B.  müssen  zwei  Flächen  des  i^ten  und  m'1"1  Grades  eine 
Gontakt  der  nten  Ordnung  haben,  damit  ein  Contakt  derselben  Ort 
nung  nach  allen  Richtungen  hin  stattfinde?  Wenn  zwei  solche  Flache 
einen  vollständigen  Contakt  der  nten  Ordnung  haben,  findet  alsdan 
möglicher  oder  nothwendiger  Weise  nach  gewissen  Richtungen  ei 
Contakt  der  (n  + 1)*11  Ordnung  statt?  Kann  dieser  Contakt  auch  vc 
noch  höherer  Ordnung,  der  (n  +  #)ten  sein,  und  ist  er  dann  nach  alle 
eben  bezeichneten  Richtungen  ein  Contakt  von  dieser  höheren  Ordnunj 
oder  nur  nach  einer  bestimmten  Zahl  derselben?  In  welchen  Bezii 
hungen  steht  die  Durchschnittscurve  (itu  Allgemeinen  doppelter  Krün 
mung)  zu  der  Ordnung  des  Contaktes?  In  welcher  Beziehung  stehe 
zu  einander,  bei  den  verschiedenen  Contaktordnungen,  die  Durchschnitt 
curven  der  beiden  Flächen  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangentialebene 
fcon  welcher  Ordnung  ist  der  Contakt,  wenn  die  beiden  Flächen  sie 
nach  theilweise  ebenen  Curven  schneiden  und  diese  in  der  Tangentis 
ebene  zusammenfallen?  Und  umgekehrt,  von  welcher  Ordnung  mu 
der  Contakt  sein,  damit  die  beiden  Flächen  nach  einer  oder  mehrer« 
zusammenfallenden  Ebenen  sich  berühren?  u.  s.  w. 

„Wenn  zwei  Curven  sich  osculiren,  so  vereinigen  sich  im  Oscul 
tionspunkte  mehrere  Durchschnittspunkte."  Diesen  Satz  betrachtet  ma 
gewöhnlich  als  eine  Folge  des  Princips  der  Continuität;  ich  habe  il 
in  meinen  „Entwicklungen"*),  um  darauf  die  Theorie  der  Osculatic 
ebener  Curven  zu  gründen,  lediglich  als  die  geometrische  Interprptatic 
eines  algebraischen  Faktums,  nämlich  der  gleichen  Wurzeln  derjenige 
Gleichungen  betrachtet,  die  man  erhält,  indem  man  nach  einand« 
zwischen  den  Gleichungen  der  beiden  Curven  jede  der  Veränderliche 
eliminirt.  Beim  Contakte  von  Flächen  kann  zwar  von  einem  Zusammei 
fallen  einer  bestimmten  Anzahl  von  Durchschnittspunkten  unmittelbi 
nicht  mehr  die  Rede  sein;  für  das  Analoge  erhalten  wir  hier  abi 
Folgendes.  „Wenn  irgend  zwei  Flächen  einen  Contakt  der  n***  Or< 
nung  haben,  so  vereinigen  sich  in  dem  Contaktpunkte  (w  +  1)  Zweij 


*)  [Band  1,  §  348  nebst  Anmerkung,  S.  225  ff.] 
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der    Durchschnittscurve    der    beiden    Flächen    (Zweige    die   paarweise 
genommen   imaginär  werden  können)  oder,  mit  andern  Worten,   der 
Contaktpuukt  ist  ein  (n  +  1)  flacher  Punkt  dieser  Curve."    (Wenn  wir 
also   durch  den  Gontaktpunkt  irgend  eine  Ebene  legen,   so  wird  die- 
selbe in  diesem  Punkte  von  den  (w  +  1)  Zweigen  der  Durchschnitts- 
curve in  (n  +  1)  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten.   Diese  Punkte 
bilden  den  Osculationspunkt  derjenigen  beiden  Curven,  nach  welchen 
jene  Ebene  die  beiden  Flächen  schneidet.)     Auf  diesen  Satz  könnten 
wir    die   Theorie   des  Contaktes   zweier   Flächen   in   einem  gegebenen 
Punkte  gründen.    Nur  würde  diese  Art  zu  verfahren  mehr  Rechnung 
erfordern,  als  die  oben  angedeutete,  weil  wir  nothwendig  die  Gleichung 
einer  Projektion  der  Durchschnittscurve  der  beiden  Flächen  entwickeln 
mfiesten.    Wenn  (wodurch  die  Untersuchung  aber  ungemein  eingeschränkt 
wird)  in  den  Gleichungen  der  beiden  Flächen  z  als  Funktion  von  y 
und  x: 

s  =  q>(j/,x),    z  =  il>(y,x) 

gegeben    ist,   so   erhält   man   für   die    Gleichung    der   Projektion   der 
EHurchschnittscurve  auf  die  Ebene  der  y  und  x 

Um  auszudrücken,  dass  diese  Curve  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 

diuaten  gehe,  in  diesem  Punkte  einen  Doppelpunkt,  einen  dreifachen, 

vierfachen  etc.  Punkt  habe,  müssen  wir,  nach  der  bekannten  Theorie, 

die  letzte  Gleichung  nach  steigenden  Potenzen  von  y  und  x  entwickeln, 

**x*d  dann  das  constante  Glied,   die  Coefficienten  der  ersten,   zweiten, 

^^»"itten  etc.  Potenzen  der   beiden  Veränderlichen   gleich   Null   setzen. 

^*rf  diese  Weise  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  bekannten  Bedingungs- 

gleichungen,  welche  uns  die  gewöhnliche  Theorie  des  Contaktes  zweier 

^lachen  giebt. 

In  den  nachstehenden  Entwicklungen  habe  ich,  nach  der  zuerst 
Zeichneten  Methode,  die  Theorie  des  Contaktes  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  mit  einer  andern  Fläche  derselben  Ordnung  und  mit  einer 
Rache  dritter  Ordnung  vollständig  behandelt,  um  mich  so,  auf  dem 
Wege  der  Induktion,  zu  den  allgemeinen  Gesetzen  führen  zu  lassen, 
flach  welchen  überhaupt  irgend  zwei  Flächen,  namentlich  zwei  alge- 
braische von  bestimmten  Graden,  sich  osculiren.  Was  hier  noch  un- 
vollständig bleiben  mag,  gedenke  ich  später  an  einem  andern  Orte 
nachzutragen. 

2.    Bei  der  Annahme  durchaus  beliebiger  Coordinatenaxen  seien: 
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(1) 


Az*  +  2Bzy  +  2Czx  +  Dy%  +  2Eyx  +  Fa? 

+  2Gz  +  2Hy  +  2Kx  =  0, 
Äs?  +  2B'zy  +  2C'zx  +  D'y*  +  2E'yx  +  JFV 

+  2G'z  +  2H'y  +  2K'x  =  0, 

die  Gleichungen  irgend  zweier  durch  den  Anfangspunkt  gel 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Alsdann  stellen  bekanntlich  die  lii 
Theile  dieser  Gleichungen: 

Gz  +  Hy  +  Kx  =  0, 
G'z  +  H'y  +  Kx  =  0, 

die  Tangentialebenen  der  beiden  Flächen  im  Anfangspunkte  der 
dinaten   dar.     Die   Durchschnittslinie   dieser   beiden  Ebenen   ist 
beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Tangente.     Nehmen  wir  diese 
zur    Axe    der   x,    so    ergiebt   sich    JE" «—  Ä"  =  0.     Wenn   die   1 
Flächen  dieselbe  Tangentialebene  haben ,  so  müssen  die  beiden  1 

Gleichungen  identisch  sein.      Dies  erfordert   überdies  noch   ^-  = 

Wenn  diese  gemeinschaftliche  Tangentialebene  mit  der  Ebene  d 
zusammenfallen  soll,  so  muss  H  und  IT  verschwinden.  Diese 
Stimmungen  gemäss  nehmen  die  Gleichungen  (1)  folgende  Form 

Az*  +  2Bzy  +  2Czx  +  Dy*  +  2Eyx  +  Fx*  +  2Gz  - 
Äz2  +  2  B'zy  +  2C'zx  +  D'y*  +  2E'yx  +  F'x*  +  26?'*  - 

3.  Wenn  wir  die  Axe  der  x  in  der  Tangentialebene  um  i 
einen  Winkel  «  fortrücken  lassen,  um  alsdann  die  Durchschnittsc 
der  beiden  gegebenen  Flächen  mit  der  neuen  Ebene  der  z  x  i 
stimmen,  so  brauchen  wir  nur,  wie  bekannt,  wenn  wir  den  vo 
Axen  der  y  und  x  gebildeten  Winkel  ß  nennen,  x  sin(/3  —  a) 
und  x  sin  «  für  y  in  den  letzten  beiden  Gleichungen  zu  substi 
und  nachher  y  =  0  zu  setzen.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  fol 
beide  Gleichungen: 

az2  +  2czx  +  fx2  +  2gz  =  0, 
z2  +  2c  zx  +  /V  +  2g  z  —  0, 

indem  wir,  der  Kürze  halber, 

a  =  A,     c  =  B  sin  «  +  V  8m  iß  —  °0> 
/'  =  D  sin2«  +  2E  sin  «  sin  (ß  -  «)  +  F  sin2(/J  -  «),    y  * 

a  =  Ä,    if=  B'  sin  «  +  C  sin  (ß  —  «), 
f'=  D' sin2«  +  2E'  sin  «  sin  [ß  -  «)  +  F'  ^'  [ß  —  «),    g 


(2) 


[az 
(3) 
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setzen.  Die  beiden  durch  (3)  dargestellten  Curven  berühren  sich 
immer  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  welches  auch  der  Winkel 
cc  sein  mag.  Wenn  der  Gontakt  in  diesem  Punkte  ein  dreipunktiger 
sein  soll,  so  wird  erfordert,  dass 

ü_  —  L 
f  —  r> 

und  mithin,  wenn  wir  Substituten: 

6f[D'8in2«  +  2J?'sina  sin(/J  -  a)  +  F' sin\ß  -  a)l 
=  G'[D  sin2 a  +  2E  sin  a  sin (ß  -  a)  +  F  sin*(/S  —  a)] . 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  entwickeln,  und  der  Kürze  halber  für 
den  Ausdruck  - — x r,  der,  wenn  der  Coordinatenwinkel  ß  ein  rechter 

sin(ß  —  ay         }  r 

ist,   in  tang  a  übergeht,  q>  schreiben,  folgende  quadratische  Gleichung: 

(4)       (GD'—  G'D)<p*  +  2{GE'-G'E)<p  +  (6F-  G'F)  =  0. 

Also: 

Wenn  irgend  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  demselben  Funkte 
eine  gemeinscliaftliche  Tangentialebene  haben,  so  giebt  es  überdies,  im  All- 
gemeinen,  ewei  Richtungen,  nach  welchen  die  Flächen  dieselbe  Krümmung, 
rf.  A.  einen  Contakt  von  drei  Punkten  haben. 

Die  eine  dieser  Richtungen  fallt  mit  der  ersten  oder  zweiten  Axe, 
°der  beide  Richtungen  fallen  mit  den  beiden  Axen  zusammen,  wenn 

GF'=  G'F  oder  GD'=  G'D, 
oder  wenn  zugleich 

GF'=>  G'F  und   GD' =  G'D. 

4.    Die    folgende    geometrische   Beziehung    der    beiden    in    Rede 
stehenden  Richtungen  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Form  der  Glei- 
chung (4),  in  der  das  zweite  Glied  ausfällt,  wenn  E  «=  E'  =  0.    Wenn 
*aan  nämlich  irgend  eine  den  beiden  Flächen  begegnende,  der  Tangen- 
tialebene parallele  Ebene  legt,  so  haben  die  beiden  Durchschnittscurven 
m  dieser  Ebene,  wie  überhaupt  je  zwei  in  derselben  Ebene  befindliche 
Linien  zweiter  Ordnung,  ein  gemeinschaftliches  System   zugeordneter 
Durchmesser.    Wenn  man  alsdann  durch  den  Berührungspunkt  beider 
Flächen  diesen  beiden  Durchmessern  zwei  gerade  Linien  parallel  zieht, 
so  bilden  diese  mit  denjenigen  beiden  geraden  Linien,  nach   welchen 
die  beiden  gegebenen  Flächen  dieselbe  Krümmung  haben,  ein  System 
tod  solchen  vier  geraden  Linien,  die  man  „Harmonicalen"  nennt. 

Wenn  eine  der  beiden  sich  bertihrerjden  Flächen,  etwa  die  erste, 
eine  Kugel  ist,  oder  wenn  auch  nur  der  Berührungspunkt  ein  „ombilicf1 
dieser  Fläche  ist,  so  hat  man,  bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger 
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Coordinaten,  immer  E  =*  0,  und  indem  man  die  Axen  der  x  un 

nach  den  Hauptkrümmnngsrichtungen  der  zweiten  Fläche  nimmt, 

schwindet  auch  E\     Man  erhält  also  für  q>  oder  tanga  zwei  gle: 

und  entgegengesetzte  Werthe,  so  dass  die  durch  a  bestimmten  B 

tungen   gemeinschaftlicher  Krümmung  mit   den  Hauptkrümmungsi 

tungen  der  zweiten  Fläche  gleiche  Winkel  bilden. 

Wenn  der  Berührungspunkt  ein  „onibili&1  beider  Flächen  zugl« 

ist,   so    verliert    die    Gleichung    (4)    ihre    Bedeutung;    denn    alsd 

hat   man 

D  =  F,  D'=F,  E  =  E'  =  0, 
und  mithin: 

f=F,    f'=F\ 
Die  Gleichungen: 

-     =  "       nrlpr  -  ^=  — 

ff  F  F' 

werden  also  entweder  gar  nicht  befriedigt,   oder  für  jeden  beliebi 
Werth  von  a.     Dasselbe  ergiebt  sich  auch  a  priori. 

5.  Wenn  wir  die  Gleichungen  (2)  addiren,  nachdem  wir  die  zw» 
derselben  mit  einem  unbestimmten  üoefficienten  multiplicirt  hal 
so  erhalten  wir: 

(4  -f  pA')z*  +  2(ß  +  tiB')zy  +  2{C  +  pC')zx  +  (D  +  pD')S 

+  2{E  +  tiE')yz  +  (F+  tiF)x*  +  2{G  +  tiG')e  =  0 

für  die  allgemeine  Gleichung  aller  Flächen  zweiter  Ordnung,  wel 
mit  den  beiden  gegebenen  dieselbe  Durchschnittscurve  haben.  So] 
sich  diese  Flächen  daher  in  ebenen  Curven  schneiden,  und  eine  dersel 
in  die  Ebene  der  xy  fallen,  wo  sich  dieselbe  alsdann  auf  einen  Pu 
oder  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  reducirt,  so  erhalten 
folgende  Bedingungsgleichungen: 

D  +  tiD'-O,  E+pE'=0,    F+iiF'=0, 
mithin 

fK\  1)  _E         F 

\°)  &  —  E'  —  F' ' 

Diese  Gleichungen  enthalten  zwei  von  einander  unabhängige 
dingungen,  von  denen  aber  nur  eine  auf  die  Natur  der  Flächen  s 
bezieht.     Denn  wir  können  immer  in  den  ursprünglichen  Gleichunj 
(2)  die  Coefficienten  von  xy  beide  fortschaffen,   indem  wir  die-  Ri 
tung  der  Axen  der  x  und  y  ändern. 

Vermittelst   der   Gleichungen  (5)  können   wir   die  Gleichung 
der  dritten  Nummer  auf  jede  der  beiden  nachstehenden  zurückführ 

Dtp2  +  2E<p  +  F  =  0, 

Dtp*  +  2i*,'V  +  *v=0; 
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woraus  hervorgeht,  dass  alsdann  die  in  jener  Nummer  bezeichneten 
Richtungen  gleicher  Krümmung  diejenigen  sind,  nach  welchen  die  Krüm- 
mungen beider  Flächen  unendlich  werden.  Die  Hauptkrümmungen  der 
beiden  Flachen  haben  dieselben  Richtungen,  und  nach  jeder  beliebigen 

Richtung   ist   das  Verhältniss   der   Krümmungen   beider   Flächen   ein 

constantes. 

6.  Die  zweite  Durchschnittsebene  der  beiden  gegebenen  Flächen 
wird,  bei  den  eben  gemachten  Voraussetzungen,  durch  folgende  Glei- 
chung dargestellt: 

(6)     (A  +  iiA')z  +  2(B  +  iiB')y  +  2(C+tiC')x  +  (G  +  tiG')  =  0. 

Soll  diese  Ebene  durch  den  Berührungspunkt  gehen,  so  ist  nothwendig 

G  +  tiG'=0, 
und   also  nach  der  vorigen  Nummer: 

V.     )  D'~  F/~  F'~  G'y 

wonach  die  Gleichung  (4)  der  zweiten  Nummer  für  jeden  beliebigen 

^Verth  von  q>  befriedigt  wird,  und  umgekehrt:    diese  Gleichung  wird 

**ur  dann  befriedigt,  abgesehen  von  dem  besondern,  am  Ende  der  dritten 

Nummer  betrachteten  Falle,  wenn  die  in   (7)  enthaltenen  Gleichungen 

statt  haben.    Diese  Gleichungen  enthalten  also  die  Bedingungen   einer 

dreipunktigen  Osculation  nach  allen  Eichtungen.    Diese  findet  nur  dann 

statt,  wenn  die  gegebenen  Flächen  sich  in  demselben  Punkte  so  berühren, 

&*S8  sie  ausserdem  noch  in  einer  ebenen  Curve  sich  schneiden  und  diese 

CWw  durch  den  Berührungspunkt  geht. 

7.  Die  Gleichungen  (3)  stellen  in  dem  eben  betrachteten  Falle 
z^ei  Durchschnittscurven  dar,  die  sich  immer  im  Anfangspunkte  oscu- 
*lren,  welches  auch  der  Winkel  a  sein  mag.  Soll  diese  Osculation 
e**te  vierpunkügc  sein,  so  erhalten  wir,  wie  bekannt,  neben   der  Be- 

^^gungsgleichung 

9  _9' 
f  —  f- 

**°ch  eine  zweite: 

c  c 

j  —  j> 

a*&tt  welcher  wir  auch  folgende  nehmen  können: 

JL  _  * 


,7 

C  C 


°tat,  wenn  wir  substituiren,  folgende: 

G[B'ama  +  C'am(ß  —  «)]  —  (/'[/* sin«  +  Csm(ß  -  «)] 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

(8)  {GBf-  G'B)(p  +  (GC'-G'C)  =  0. 

Also: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  nach  allen  Richtungen 
einen  dreipunkHgen  Contdkt  haben,  so  findet  überdies  nach  einer  Rieht 
hin  ein  Contdkt  von  vier  Punkten  statt. 

Die  obige  Gleichung  zeigt,   dass   diese    Richtung  eines   höhe 
Gontaktes  durch  die  Durchschnittslinie  der  Durchschnittsebene  (6) 
beiden    gegebenen    Flächen    mit    ihrer    gemeinsamen    Tangentialeb 
angezeigt  wird;  wie  dies  auch  a  priori  sich  leicht  einsehen  lässt. 

8.  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (8)  zugleich  beste] 
sollen,  so  erhalten  wir  folgende  Bedingungsgleichung: 

(GDf-  G'D)(GC—  G'C)*  +  {GF—  G'F)(GB'—  G'B)* 
-2(GE'-G'E)(GC-  G'C)(GB'-G'B)  =  Q. 

In  diesem  Falle  ist  die  Osculation  der  beiden  gegebenen,  sich  bl 
berührenden  Flächen,  die  im  Allgemeinen  nach  dem  Satze  der  drit 
Nummer  nach  zwei  Richtungen  hin  statt  hat,  nicht  nach  beiden  Ri 
tungen  eine  dreipunktige,  sondern  nach  einer  derselben  eine  vierpu 
tige}  und  immer  eine  reelle. 

9.  Für  den  Fall  eines  vollständigen  Contaktes  zweiter  Ordni 
nimmt  die  Gleichung  (6)  nach  dem  Vorstehenden  folgende  Form  a 

(A  +  (iA')js  +  2(B  +  tiB')y  +  2(C  +  p&)x  =  0. 

Soll   die   bezügliche  Durchschnittsebene    mit   der  Tangentialebene 
sammenfallen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

B  +  tiB'=0,     C+pC'=0. 

Eine  dieser  beiden  Bedingungsgleichungen   wird  wieder  auf  Rechm 
der   Goordinatenannahme  kommen,   denn  man   kann  die  Richtung 
dritten  Axe  so  verändern,    dass  aus  den  beiden   Gleichungen  (2) 
Coefficienten  von  zy  oder  zx  zugleich  verschwinden.     Der  Werth  " 
q>  erscheint  nach  diesen  Bedingungsgleichungen  unter  der  nicht  redu 

baren  Form  — ;  es  findet  also,  und  es  findet  nur  in  diesem  Falle  n 

edlen  Richtungen  hin  eine  vierpunktige  Osculation  der  beiden  Fläcl 
statt.     Wir  haben  also  in  diesem  Falle  folgende  Bedingungen: 

W  B'  ~  C  ~  D'  ~  E'  =  F'  ~~  G' ' 

Es  giebt  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  mit  ei 
gegebenen  in  einem  gegebenen  Punkte  einen  vollständigen  Cont 
der  dritten  Ordnung  haben.     Eine  solche  Fläche  ist  vollkommen 
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stimmt,   wenn  überdies   irgend  ein  Punkt,   durch  welchen  sie  gehen, 
oder  irgend  eine  Ebene,  die  sie  berühren  soll,  gegeben  ist. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  enthalten  die  vollständige  Theorie 
des  Contaktes  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  in  einem  gegebenen  Punkte. 
Ich  konnte  an  dieselbe  unmittelbar  eine  Reihe  interessanter  Construk- 
tionen  knüpfen,  dem  analog,  wie  ich  es  in  meinen  7yEntwicklungen"  in 
Beziehung  auf  Osculation  de*  Linien  zweiter  Ordnung  gethan  habe.*) 
Doch  dies  liegt  nicht  in  der  Absicht  gegenwärtigen  Aufsatzes.  Ich 
gehe  daher  sogleich  über  zu  der  vollständigen  Theorie  der  Osculation 
zweier  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung. 

10.  Die  Gleichungen  irgend  zweier  Flächen  dritter  und  zweiter 
Ordnung,  welche  von  der  Ebene  der  yx  im  Anfangspunkte  berührt 
werden,  seien,  bei  derselben  Coordinateribestimmung  wie  bisher,  folgende: 

Az*+Bz2y+Cz2x+Dzy2+Ezyx+Fzx2+Gy3+Hy2x+Jyx2+Ka* 
(1)       +Lz*  +Mzy  +  Nzx+Oy2  +  Pyx  +Qx*+Rz  =  0, 
L'z*+M'zy+N'zx+0'y2  +  P'yx  +  Q'x2+R'z  =  0. 

Wenn  wir  die  Axe  der  x  in  der  Tangentialebene  um  irgend  einen 
Winkel  a  sich  drehen  lassen,  und  durch  diese  neue  Axe  der  x  und 
die  Axe  der  z  eine  Ebene  legen,  so  müssen  wir,  um  die  Gleichungen 
der  Durchschnittscurven  der  beiden  gegebenen  Flächen  mit  dieser 
Ebene  zu  finden,  in  den  vorstehenden  Gleichungen  x  sin  a  für  y  und 
x  sin  (ß  —  a)  für  x  schreiben  und  dann  y  =  0  setzen.  Auf  diese 
Weise  kommt: 


(2) 


az*  +  bz2x  -f  czx2  +  dx*  +  ^z2  -f  /*#  +  gx2  +  hz  «=  0, 

ez2  +  fzx  +  gx2  +  h' z  —  0, 

mdem  wir  der  Kürze  halber 

a  =  A9  b  =  B  sin  a  +  C  sin  (ß  —  «), 
c  =  D  sin2«  +  E  sin  a  sin  (ß  —  a)  -f  Fsm2(ß  —  a), 
***  G*m*a  +  #sin2asin(/S  —  a)  +  Jsinasin'QS  -  «)  +  #sin3(/J— a), 

e  =  L,     f  =  M  sin  a  +  N  sin  (ß  —  a), 
9=0  sin2a  +  Psina  sin(/3  —  a)  +  Q  sin*(/S  —  a),    Ä  =  B, 

e'=L',    f=M'sma  +  N'sm(ß  —  a), 
9*0'sin*a  +  P'sinasinQJ  —  a)  +  <?' sin2  (/S  —  «),     *'— JR' 

*toöL  Wenn  die  durch  die  Gleichungen  (2)  dargestellten  Curven  sich 
dreipunktig  osculiren  sollen,  so  hat  man  folgende  Bedingungsgleichung: 


*)  [Vgl   besonders  §§  364  ff.,  S.  233  -241.J 
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hg'  -  h'g  =  0,  *) 
aus  der  wir,  ähnlich  wie  in  der  dritten  Nummer,  folgende  erhalten: 

(3)  {RO'  —  R'0)<p*  +  (BP'-  R'P)<p  +  {RQ'~  IV Q)  —  0. 

Also: 

Wenn  eine  Fläche  zweiter  und  eine  Fläche  dritter  Ordnung  in  dem 
selben  Punkte  von  derselben  Ebene  berührt  werden,  so  giebt  es  im  AU 
gemeinen  zwei  Richtungen,  nach  denen  zwischen  den  beiden  Flächen  eti 
ContaJct  von  drei  Punkten  statt  hat 

Es  hat  die  Durchschnittscurve  der  beiden  Flächen  im  Berührungs 
punkte  derselben  einen  Doppelpunkt,  einen  Rückkehrpunkt  oder  eine) 
conjugirten  Punkt;  und  mithin  im  ersten  Falle  in  diesem  Punkte  zwt 
Tangenten,  die  im  zweiten  Falle  zusammenfallen  und  im  dritten  Fallt 
imaginär  werden.  Diese  Tangenten  zeigen  die  Richtungen  jener  drei 
punktigen  Osculation  an.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  je  zwei  Flacher 
jedes  beliebigen  Grades. 

11.  Soll  nach  allen  Richtungen  hin  ein  Contakt  zweiter  Ordnmc 
stattfinden,  so  muss  die  Gleichung  (3)  für  jeden  beliebigen  Werth  vcr 
q>  befriedigt  werden.  Dies  führt  uns  zu  folgenden  drei  Bedingung- 
gleichungen: 

(4)  RO'  =  R'0,     RP,=  R,P,    RQ'=R'Q, 


*)   Man  erhält  nach  meinen  „Entwicklungen"  S.  227,  Note,  folgende  GH 
chungen : 

(a)  hg  — h'g  =  0, 

(b)  fg'-fg-h'd-o, 

(c)     g'(g'e-ge')  =  h\cg'-dn, 
W    g'Q>g'  -de)  =  f'(cg'-dr). 

Die  erste  dieser  vier  Gleichungen  zeigt  eine  dreipunktige  Osculation  der  Ca*"1 
(2)  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  an,  die  zwei  ersten  zeigen  eine  vierpU* 
tige,  die  drei  ersten  eine  fünf  punktige ,  und  endlich  alle  vier  zusammen  eJ 
sechspunktige  Osculation  an.  Wenn  man  zu  den  vorstehenden  vier  Gleichung? 
noch  folgende  fünfte  hinzufügt: 

(e)     af*-J(cg'-df)% 

so  wird  dadurch  ausgedrückt,  dass  die  Linie  dritter  Ordnung  aus  dem  System 
der  Linie  zweiter  Ordnung  und  irgend  einer  geraden  Linie  besteht.  Statt  d£ 
drei  letzten  Gleichungen  (c),  (d),  (e)  können  wir  folgende  drei  nehmen: 

(<0  h'g'Qtg'e  -  h  V g  -  h'*c  +  h' f  f  -  f'*h)  -  0, 
(d')  g'\h'*b-h'e'f+feh  -  fh't  +  fe'h)  —  0, 
(e)  g'tQi'e'e  —  e'*h  —  h'*a)  =*  0, 

Gleichungen,  die  wir  erhalten,  indem  wir  die  jedesmalig  vof hergehenden  berück 
sichtigen. 
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oder 

0         P         Q         E 


0'        V        Q'        B' 

Wir  wären  zu  denselben  Bedingungsgleichungen  gekommen,  wenn  wir 
statt   der  gegebenen  Fläche   dritter  Ordnung  diejenige  Fläche  in  Be- 
tracht gezogen  hätten,  die  durch  denjenigen  Theil  ihrer  Gleichung  dar- 
gestellt wird,  der  die  veränderlichen  Grössen  nur  in  der  ersten  und 
zweiten  Potenz  enthält.    Es  ist  klar,  dass  wir  überhaupt  in  allen  den- 
jenigen Fällen,  wo   es  sich  bloss  um   einen  Contakt  zweiter  Ordnung 
zwischen   irgend  zweien  Flächen    (algebraischen   oder   transcendenten) 
in  einem  gegebenen  Punkte  handelt,   zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
nehmen   können,   deren  Gleichungen   wir  aus   den  Gleichungen  jener 
Tlachen  (nötigenfalls  entwickelt)  auf  die  eben  angezeigte  Weise  erhalten. 
12.    Wenn  irgend  eine  (algebraische  oder  transcendente)   Fläche 
in  irgend  einem  Punkte  von  einer  Ebene  berührt  wird,   so  schneidet 
diese  Ebene  die  Fläche  in  einer  solchen  Curve,   die  im  Berührungs- 
punkte einen  Doppelpunkt,  einen  Rückkehrpunkt  oder  einen  conjugirten 
Funkt  hat.     Wenn    zwei   Flächen   von   derselben  Ebene    in  demselben 
Punkte  berührt  werden,  so  enthält  diese  Ebene  zwei  Durchschnittscurven 
Mit  demselben  Doppelpunkte.     Wenn  der  Contakt  der  beiden  Flächen 
ein   vollständiger  der  zweiten  Ordnung  ist,   so  erhalten  wir  nach  (4) 
der  vorhergehenden  Nummer,  wenn  wir,  was  in  unserer  Willkür  steht, 
die    Coefficienten   von    z   in   den   Gleichungen    beider   Flächen   gleich 
setzen  (Ä  =  it'),  auch   gleiche  Coefficienten  von  y8,  yx   und   x*}  so 
<fass  also  die  Durchschnittscurven  der  beiden  Flächen  mit  der  Tangential- 
ebene in  dem  gemeinschaftlichen  Doppelpunkte  dieselben  beiden  Tangenten 
hoben.    In  dem  Falle,  dass  eine  osculirende  Fläche  vom  zweiten  Grade 
^t,  sind  diese  Tangenten   (die  imaginär  werden  können   und  alsdann 
a^f   einen    Punkt   sich    reduciren)    diejenigen    beiden   geraden   Linien 
selbst,  nach  welchen  die  Berührungsebene  jene  Fläche  schneidet.     Zu-  * 
gleich  ersieht  man  auf  diese  Weise,  dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  einen  Contakt  der  zweiten  Ordnung  haben,  die  Durchschnitts- 
lutien  beider  Flächen  mit  der  Tangentialebene  (ein  System  von  zwei 
geraden  Linien  oder  eine  Ellipse,    die  auf  einen  Punkt   sich  reducirt 
bat)  dieselben  sind,  und  sich  also  die  beiden  Flächen  nach  derselben 
Ebene  berühren   und   überdies   in   einer  ebenen  Curve  schneiden.  — 
Umgekehrt   ist   es  nicht  hinreichend,    dass   die  beiden  Durchschnitts- 
cwrven  in  der  gemeinschaftlichen  Tangentialebene   zweier  Flächen  die- 
selben beiden  Tangenten  haben,  auch  nicht,  dass  diese  beiden  Curven 
durchaus  dieselben  sind,  damit  die  beiden  Flächen  einen  vollständigen 
Contakt  der  zweiten  Ordnung  haben. 

Plückor,  Werke.  I.  8 


114  Ueber  die  allgemeinen  Gesetze  des  Contaktes  der  Flächen. 

13.  Damit  der  Contakt  der  beiden  Curven  (2)  ein  vierpunktiger 
sei;  muss  neben  der  früheren  Gleichung  auch  noch  folgende  bestehen: 

fg-fg-Vd  —  0. 

Substituiren  wir  für  die  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Ausdrücke 
ihre  Werthe  und  dividiren  zugleich  durch  sin3(/J  —  a),  so  kommt: 

t(MO'  —  M'O  -  R'G)<p*  +  (MP'—  M'P+  NO-  N'O  -  R'H)  <f 
^    (  +  ( Jf Q' -  M'Q  +  NF— N'P-R'J)q>  +(NQf—N'Q  -  RK)  —  0. 

Also: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiten  und  dritten  Grades  einen  vollständigen 
Contakt  der  zweiten  Ordnung  haben,  so  findet  überdies  im  Allgemeinen 
nacJi  dreien,  und  immer  wenigstens  nach  einer  Richtung,  eine  vierpunktige 
Osculation  statt 

Die  Durchschnittscurve  beider  Flächen  (doppelter  Krümmung)  hat 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  einen  dreifachen  Punkt  (diesen 
Ausdruck  in  einer  ausgedehnteren  Bedeutung  als  gewöhnlich  genom- 
men) und  also  drei  Tangenten,  von  denen  zwei  imaginär  werden  können. 
Nach  diesen  Tangenten  findet  jene  vierpunktige  Osculation  statt.  Das- 
selbe gilt  offenbar,  wenn  wir  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  beliebigen  vertauschen. 

14.  Wenn  der  Contakt  nacJi  allen  Richtungen  hin  ein  vierpunktiger 
sein  soll,  so  ergeben  sich  folgende  vier  Bedingungsgleichungen: 

MO'-  M'0  =  R'G, 
MP'—  AfP  +  NO'  -  N'O  =  K H, 
MQ'  —  M'Q  +  NP  —  N'P=R'J, 

NQ'  -  N'Q  —  R'K. 


(ü) 


Diese  vier  Gleichungen,  sowie  die  drei  Gleichungen  (4),  sind  alle  sieben 
rücksichtlich  der  Constanten  jeder  der  beiden  Gleichungen  (1)  linear, 
und  da  keine  derselben  eine  Folge  der  andern  ist,  so  enthalten  sie 
sieben  von  einander  unabhängige  Bedingungen.  Diese  sieben  Bedin- 
gungen können  im  Allgemeinen  nicht  erfüllt  werden,  wenn  man  die 
erste  Fläche  als  eine  gegebene,  die  zweite  als  eine  zu  bestimmende 
und  demgemäss  die  Coustanten  ihrer  Gleichung  als  unbestimmte  Coeffi- 
cienten  betrachtet.  Da  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  kein  von  diesen 
Coustanten  unabhängiges  Glied  enthalten,  so  kann  von  einer  absoluten 
Bestimmung  derselben  nicht  die  Rede  sein;  wenn  wir  aber  eine  der- 
selben, etwa  R',  beliebig  annehmen,  so  geben  fünf  von  jenen  sieben 
Gleichungen  die  Werthe  von  M',  N',  0'  P'  und  Q\  Der  Coefficient 
Ij    kommt    in    diesen    Gleichungen    gar    nicht   vor;    wenn   daher    die 
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durch  fünf  jener   Gleichungen  bestimmten   Werthe    auch  die   beiden 
übrigen  der  sieben  Gleichungen  befriedigen,  wodurch  zwei  Bedingungs- 
glrichungen  zwischen  den  Constanten  der  gegebenen  Fläche  dritter  Ordnung 
angezeigt  werden !),  so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung, 
die  mit  der  gegebenen  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  einen  voll- 
standigen  Gontakt  der  dritten  Ordnung  haben.    Die  Gleichungen  aller 
dieser  Flächen  stimmen,  wenn  wir   einem  Coefficienten,   dem   von  z 
z.  B.,  denselben   beliebigen   Werth   beilegen,   auch   in   allen   übrigen 
Coefficienten,  ausgenommen  in  dem  von  z2,  überein.    Dasselbe  ergiebt 
sich  auch  a  priori,  weil  offenbar  alle  jene  osculirenden  Flächen  zweiter 
Ordnung  auch  unter  sich  einen  Contakt  der  dritten  Ordnung  haben. 

15.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Flächen  einen  vollständigen  Contakt 
dritter  Ordnung  haben,  so  haben  sie  nach  gewissen  Richtungen  auch 
einen  Contakt  vierter  Ordnung.  Wenn  wir  die  Durchschnittscurven  nach 
einer  solchen  Richtung  wiederum  durch  die  Gleichungen  (2)  darstellen, 
so  erhalten  wir  zu  den  beiden  früheren  Bedingungsgleichungen  noch 
folgende: 

(7)  h'g'Qi'g'e  -  h'e'g  -  h'*c  +  h'ff-ph)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  zuvorderst  befriedigt,  wenn  wir  den  in  den 
Klammern  eingeschlossenen  Ausdruck  gleich  Null  setzen.  Dies  führt 
uns,  wenn  wir  substituiren  und  entwickeln,  zu  folgender  Gleichung: 

(R'O'L  -  KL'O  -  R'*D  +  R'  M!M  -  M'*R)(p* 

(8)  +{R'P'L  —  R'L'P—R'*E  +  R'M'N+R'N'M--2M'N'B)(p 

-f  (R'Q'L  —  R'L'Q  —  K2F  +  R'N'N-  N"R)  =  0. 

Da  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  q>  vom  zweiten  Grade  ist,  so 
Stöt  es  hiernach  im  Allgemeinen  zwei  Richtungen,  nach  welchen  der  Con- 
täl  der  beiden  Flächen  ein  fünfpunktiger  ist  Diese  Richtungen  werden 
durch  zwei  Tangenten  an  die  Durchschnittscurve  dieser  beiden  Flächen 
«»gezeigt. 

Die  Gleichung  (7)  wird    ebenfalls  befriedigt,   wenn    man  g'  «=  0 
setzt    Dies  führt  zu  folgender  Gleichung: 

0V  +  P>  +  0'=O, 
die  nach  der  11.  Nummer  mit  folgender  identisch  ist: 

Otp*  +  Ptp  +  Q  =  0. 

Die  Bedeutung  hiervon  wird  sich  später  in  der  22.  Nummer  ergeben. 

16.  Wenn  der  Contakt  nach  allen  Richtungen  hin  ein  fünfpunktiger 
sein  soll,  so  ergeben  sich  folgende  drei  Bedingungsgleichungen: 

8* 
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(9) 


(11) 


R'O'L  -  R'L'0  —  R'*D  +  R'M'M—  M'*R  —  0, 
R'FL-R'L'P-R'*E+R'M'N+R'N'M  —  2M'N'R 
R'Q'L  —  R'L'Q  —  R'*F+R'N'N-N'*R  =  0. 

Wenn  wir  die  Fläche  zweiter  Ordnung  als  eine  gegebene  betra 
so  können  wir  die  Fläche  tritter  Ordnung  immer  auf  solche  " 
bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (4),  (6)  und  (9)  alle  zehn  beft 
werden.  Diese  Gleichungen  sind  alle  in  Beziehung  auf  die  Gonsl 
der  Gleichung  der  Fläche  dritter  Ordnung  linear. 

17.  Sollen  in  dem  Falle  eines  vollständigen  Gontakts  der  v 
Ordnung  die  durch  (2)  dargestellten  Durchschnittscurven  einen 
punktigen  Gontakt  haben,  so  muss  auch  noch  folgende  Gleichun 
friedigt  werden: 

(10)  g'\h'*b-h'e'f+fe'h  —  f;h'c  +  feh)  =  0. 

Abstrahiren   wir   von    dem   quadratischen   Faktor  g'*}   so   wird 
Gleichung  nur  dann  befriedigt,  wenn  der  in  der  Klammer  befin 
Faktor    verschwindet.      Wenn   wir    substituiren    und   entwickeh 
kommt: 

(R'*B  —  L'R'M  +  L'M'R  —  R'M'L  +  L'M'R\tp 

+  (fl'2C-  L'R'N+L'NR—  R'N'L  +  L'N'R)±*0. 

Diese  Gleichung  giebt  uns,  da  sie  in  Beziehung  auf  q>  nur  vom  < 
Grade  ist,  eine  einzige  Richtung  eines  sechspunJctigen  Contaktes. 
Richtung  ist  durch  eine  Tangente  an  die  Durchschnittscurve  der  t 
Flächen  angezeigt. 

18.  Soll  der  Contakt  nach  allen  Richtungen  hin  ein  sechspum 
sein,  so  erhalten  wir  folgende  zwei  neue,  in  Beziehung  auf  die  ( 
cienten  der  Gleichung  der  Fläche  dritter  Ordnung  ebenfalls  ü 
ßedingungsgleichungen : 

R'*B  —  L'R'M+L'M'R  -  R'M'L  +  L'M'R  =  0, 

R'*C  —  L'R'N  +  L'N'R  —  R'N'L  +  L'N'R  =  0. 

Wir  erhalten  hiernach  im  Ganzen  zwölf  Bedingungsgleichungen. 

19.  Um  endlich  noch  auszudrücken,  dass  die  erste  der  dun 

dargestellten  Durchschnittscurven  aus   dem  Systeme  der  andere] 

einer  geraden  Linie  bestehe,  erhalten  wir   folgende  neue  Beding 

gleichung: 

g'*(h'c'e-eih  —  h'*a)  =  0. 

Wenn  wir  von  dem  Faktor  g'%  abstrahiren,  so  erhalten   wir, 
wir  substituiren: 

(13)  R'L'L  -  L'2R  —  R'2A  =  0, 


(12) 


(15) 
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eine  Gleichung,  die  vom  Winkel  a  unabhängig  ist.  Wird  daher  diese 
Gleichung  befriedigt,  so  besteht  die  osculirende  Fläche  dritter  Ordnung 
<m  dem  Systeme  der  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  irgend  einer 
Ebene. 

20.  Da  die  geometrischen  Beziehungen,  um  die  es  uns  hier  haupt- 
sächlich zu  thun  ist,  von  jeder  Goordinatenannahme  unabhängig  sind, 
so  können  wir  die  Discussion  sehr  erleichtern,  wenn  wir  für  die  Glei- 
chung der  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  wir  als  eine  gegebene  betrachten, 
folgende  nehmen: 

(14)  az*  +  ßy*  +  yx>  +  z  =  0, 

welche,  bei  gehöriger  Bestimmung  von  a}  ß  und  y,  jede  beliebige 
Fläche  dieser  Ordnung  darstellt.  Die  Gleichung  der  Fläche  dritter 
Ordnung  ist,  indem  wir,  unbeschadet  der  Allgeraeinheit,  den  Coeffi- 
cienten  von  z  gleich  Eins  setzen,  folgende: 

Az*  +  Bz%y  +  Cz*x  +  Dzy*  +  Ezyx  +  Fzo?  +  Gy*  +  Hy2x 
+Jya*  +  Krf+Lz*+Mzy+Nzx+Oy2  +  Pyx+Qx*  +  z  =  0. 

Alsdann  erhält  man 

1)  aus  den  Gleichungen  (4)  folgende  Bedingungsgleichungen  für 
einen  vollständigen  Contakt  von  drei  Punkten: 

(16)  0  =  0,     P  =  0,     Q  =  y; 

2)  aus  den  Gleichungen  (6)  für  einen  vollständigen  Contakt  von 
vier  Punkten,  neben  den  vorstehenden  Bedingungsgleichungen  noch 
folgende: 

(17)  Mß  =  G\    Nß  =  H,    My  =  J,     Ny  =  K. 

Der  allgemeinen  Gleichung  der  osculirenden  Fläche  dritter  Ordnung 
können  wir  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (16)  ^rrd  (17) 
folgende  Form  geben: 

(  lz*(Az  +  By  +  Cx  +  L)  +  z{Df  +  Exy  +  Fx*) 

1        +  W  +  y*2  +  *)(MV  +  N.x  +  1)  -  0. 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  für  den  Ausdruck  (ßy2  -f-  yx2  +  z)  den 
Werth  ( — «£*),  den  uns  die  Gleichung  (15)  giebt,  schreiben,  so  komiüt: 

z  [Az*  +  (J3  —  Ma)*y  +  (C  —  Na)zx  +  (L  —  a)z 
+  Dy*  +  Exy  +  Fx*}=0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  giebt  uns  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung  sich  nach  allen 
Sichtungen  hin  vierpunhtig  osculiren,  so  berühren  sich  die  beiden  Flächen 
im  Osculationspunkie  nach  einer  ebenen  Curve  (zweiter  Ordnung)  und 


(19) 
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schneiden  sich  überdies  auf  einer  zweiten  Fläche  zweiter  Ordnung,  die 
mit  jenen  beiden  Flächen  im  OsculationspunJcte  dieselbe  Tangentialebene  W*£. 

Hiernach  könnten  wir  die  Discussion  des  Contaktes  höherer  Ord- 
nung zweier  Flächen  zweiten  und  dritten  Grades  auf  die  Theorie  defi 
Contaktes  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  zurückführen. 

Die  Durchschnitte  der  Tangentialebene  mit  der  Flache  zweite* 
und  dritter  Ordnung  haben  folgende  Gleichungen: 

(My  +  Nx+  l)(ßy*  +  ya?)  =  0. 

Die  Form  dieser  Gleichungen  zeigt  ebenfalls,  dass  die  beiden  Fläche:», 
sich  in  einer  Ebene  berühren.     Es  besteht   nämlich  der  Durchschnitt* 
der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  dritter  Ordnung,  wenn  ß  und 
von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,  aus  drei  geraden  Linien,  von  den« 
zwei  in  dem  Osculationspunkte   sich   schneiden,  und  dieselben  Linie? 
sind,  nach  welchen  die  Fläche   zweiter  Ordnung  von  der  Tangentia 
ebene  geschnitten  wird,  und  von  denen  die  dritte  durch  folgende  61» 
chung  dargestellt  wird: 

(20)  My  +  Nx  +  1  =  0. 

Die  beiden  erstgenannten  geraden  Linien  fallen  ganz  zusammen, 
ß  oder  y  Null  sind,  wonach  zugleich  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ei 
Cylinder  wird.  Wenn  endlich  ß  und  y  von  gleichem  Zeichen  sind,  » *> 
besteht  jener  Durchschnitt  aus  einem  conjugirten  Punkte  (nämli^^1 
einer  verschwindenden  Ellipse)  und  einer  geraden  Linie,  die  wiederum*1 
durch  die  Gleichung  (20)  dargestellt  wird. 

Die  Form  der  Gleichung  (20)  zeigt,  dass  die  bezügliche  geraÄ* 
Linie  nie  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  d.  h.  durch  den  Osc«-^" 
lationspunkt  gehen  kann;  was  auch  a  priori  sich  ergiebt,  wenn  mm-^ 
erwägt,  dass  alsdann  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  der  Tangenti**-*" 
ebene  einen  Contakt  zweiter  Ordnung  hat,  den  eine  Fläche  zweil 
Ordnung  nie  haben  kann.  v 

Aus  diesen  letzten  Entwickelungen  ergiebt  sich  auch  sogleich  .< 
geometrische  Deutung  der  beiden  Bedingungsgleichungen,  „dass 
Fläche  dritter  Ordnung  in  einem  gegebenen  Punkte  mit  einer  Fladp-^ 
zweiter  Ordnung  einen  vollständigen  Contakt  von  vier  Punkten  habe  > 
auf  welche  wir  in  der  14.  Nummer  geführt  worden  sind.  Es  ist  nen*-  * 
lieh  offenbar  zu  diesem  Ende  erforderlich,  dass  die  Tangentialebene  i^^ 
dem  gegebenen  Punkte  die  gegebene  Fläclie  nach  dreien  geraden  Liniei^i' 
schneide,  von  denen  zwei  zusammenfallen  und  auf  einen  Punkt  siel*- 
reduciren  können.    (In  dem  Falle  dreier  geraden  Linien  wird  die  Flache 


I») 
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von  der  Tangentialebene  in  drei  verschiedenen  Punkten,  nämlich  in 
den  Winkelpunkten  des  von  jenen  Linien  gebildeten  Dreiecks  berührt; 
wenn  zwei  Linien  imaginär  werden,  findet  nur  ein  Berührungspunkt 
statt;  wenn  endlich  diese  beiden  Linien  in  eine  einzige  Linie  zusammen- 
fallen, so  findet  nach  dieser  ganzen  Linie  eine  einfache  Berührung  und 
in  einem  Punkte  derselben,  dem  Durchschnitte  mit  der  dritten  Linie, 
ein  Contakt  der  zweiten  Ordnung  statt.) 

3)  Für  einen  vollständigen  Contakt  der  vierten  Ordnung  erhalten 
wir,  neben  den  Bedingungsgleichungen  (16)  und  (17),  aus  den  Glei- 
chungen (9)  noch  folgende  drei: 

(21)  *  ß{L  —  a)  =  D,     E=  0,     y(L  -  a)  =  Fy 

wonach  sich  die  Gleichung  der  osculirenden  Fläche  (18)   in  folgende 
verwandelt: 

z\Az  +  By  +  Cx  +  L)  +  z(ßy*  +  yx*)(L  —  tt) 
+  {fif  +  Vi?  +  *){My  +  Nx  +  1)  =  0. 
Substituiren  wir  endlich  in  diese  Gleichung 

—  («■  +  *)   für   (ßy*  +  yX*), 
—  az2         für   (ßy*  +  yX*  +  z), 

so  verwandelt  sich  dieselbe  in: 

(23)    *  {[A  -(L  -a)a]z  +  (B  —  Ma)y  +  (C  —  Na)z)  =0. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  ziehen  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung  einen  vollständigen 
Contakt  der  inerten  Ordnung  haben,  so  berühret*  sie  sich  nacfi  zwei  Ebenen 
wid  schneiden  sich  Überdies  nach  einer  ebenen  Curve,   die  durch  den  Be- ' 
nhrungspunkt  der  Flächen  geht 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichung  (23)  von  ß 
Qnd  y  durchaus  unabhängig  ist. 

4)  Für  einen  vollständigen  Contakt  der  fünften  Ordnung  ergeben 

rieh  neben  den  Gleichungen  (16),  (17)  und  (21)  aus  (12)  noch  folgende 

beide: 

B  =  Ma,     C=Na, 

wonach  sich  die  Gleichung  der  osculirenden  Fläche  (22)  in 

z2{Az  +  May  +  Nax  +  L)  +  z{ß\f  +  yx2)(L  -  «) 
•     +(ßy*  +  yx*  +  z)(My  +  Nx+l)  =  <) 

nnd  die  Gleichung  (23)  in 

z3  =  0 
verwandelt.     Also: 
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Wenn  zwei  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung  sich  nach  etilen 
Richtungen  hin  sechspunktig  osetdiren,  so  berühren  sie  sich  nach  drei 
Ebenen  und  haben  daher  sonst  keinen  Punkt  mehr  mit  einander  gemein 

5)  Die  Gleichung  (13)   geht   in   vorliegendem  Falle   in   folgend« 

über: 

a(L  —  a)  =  A. 

Wenn  auch  diese  Bedingungsgleichung  befriedigt  wird,  so  bestell 
die  Fläche  dritter  Ordnung  aus  dem  Systeme  der  gegebenen  Flach* 
zweiter  Ordnung  und  irgend  einer  Ebene.  Wirklich  stellt  auch  ii 
diesem  Falle  die  Gleichung: 

[A  -  (L  —  a)a]z  +  (B  -  Ma)y  +  (C—  Na)x  =  0 

keine  bestimmte  Durchschnittsebene  mehr  dar,  und  die  Gleichung  (24 
verwandelt  sich  in  folgende: 

(az2  +  ßy2  +  yx2  +  z)[(L  —  «)*  +  My  +  Nx  +  1]  =  0. 

21.  Aus  dem  Bisherigen  ergiebt  sich  folgende  Bestimmung  fO 
die  Zahl  der  zu  erfüllenden  Bedingungen,  damit  zwei  Flächen  zweite 
und  dritter  Ordnung  in  einem  gegebenen  Punkte  nach  allen  Richtung» 
hin  einen  Contakt  der  verschiedenen  Ordnungen  haben. 

Zahl  der  Bedingungsgleichungen 


Einpunktiger  Contakt    1 , 

zweipunktiger  „  1  +  2  =  3 , 

dreipunktiger  „  1+2  +  3  =  6, 

vierpunktiger  „  1  +  2  +  3  +  4  =  10, 

fünfpunktiger  „  1+2  +  3  +  4  +  3  =  13, 

sechspunktiger  „  1  +  2  +  3  +  4  +  3  +  2  =  15, 

unendlichpunktiger    „  1+2  +  3  +  4  +  3  +  2+1  =  16- 

Wenn  wir  eine  Fläche  irgend  einer  w*11  Ordnung  statt  der  Fläcft3 
dritter  Ordnung  nehmen,  so  kann  der  Contakt  bis  zu  einem  2n-pun^ 
tigen  steigen,  wo  sich  alsdann  die  beiden  Flächen  in  n  zusammen* 
fallenden  Ebenen  berühren.  Für  einen  (n+  1  — m)-  punktigen  ContalC^1 
erhalten  wir  alsdann 

1  +  2  +  3  •  •  •  •  +  (n  +  1  -  »)  =  <"  +"  ?  ~  T)("  f  l  ~  "> 

solcher  Gleichungen. 

22.    Wenn  der  Grad  der  osculirenden  Fläche   höher   ist   als  die 
Ordnung  des   Cgntaktes,    so    erhalten  wir,   wenn   dieser   Contakt  ein 
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fl-punktiger  sein  soll,  —  —  9 —  Bedingungsgleichungen  zu  befriedigen. 

Alsdann  giebt  es  überdies  n  Richtungen,   nach  welchen  der  Contakt 
ein  (»-f- 1) -punktiger  ist.     Die  Zahl  dieser  Richtungen  reducirt  sich 
ftr  die  höheren  Contaktordnungen,  wenn  die  sich  osculirenden  Flachen 
von  gegebenen  Graden  sind.     Wir  haben  solcher  Richtungen  für  zwei 
Flachen  zweiter  und  dritter  Ordnung,  bei  einem  ein-,  zwei-,  drei-,  vier- 
ond  fönfpunktigen  Contakt,  eine,  zwei,  drei,  zwei  und  eine  nachgewiesen. 
Um  indess   hierbei   nichts  zu  übersehen,   müssen   wir   auch   auf  den 
Faktor  g   Rücksicht  nehmen,   den  wir  in  der  15.— 17.  Nummer  ver- 
nachlässigt  haben.     Nach  der    15.  Nummer   erhalten   wir   bei  einem 
vollständigen  vierpunktigen  Contakt,   indem  wir  /»0  setzen,   zwei 
Werthe  für  <p,  welche  die  Richtungen  derjenigen  beiden  geraden  Linien 
bezeichnen,  nach  welchen  die  Fläche  zweiter  Ordnung  von  der  Tan- 
gentialebene geschnitten  wird.     Diese  beiden  Linien  liegen  nach  der 
20.   Nummer    bei   dieser    Ordnung   des   Contaktes    auch   ganz   in   der 
Flache  dritter  Ordnung.     Legt  man  also  durch  eine  derselben  irgend 
eine  Ebene,  so  sind  die  Durchschnitte  der  beiden  Flächen  mit  dieser 
Ebene    einerseits   das   System   dieser  geraden  Linie   und   einer   Linie 
zweiter  Ordnung,  und  andererseits  das  System  derselben  geraden  Linie 
&nd  einer  zweiten.    Man  kann  also  den  Contakt  dieser  beiden  Durch- 
schnitte als  einen  unendlichpunktigen  betrachten.     Hieraus  ist  ersicht- 
lich, wie  die  vier  Richtungen  eines  fünfpunktigen  Contaktes,  die  bei 
Hnein  vollständigen  vierpunktigen  Contakte  im  Allgemeinen  statt  haben, 
**ch  in  dem  vorliegenden  Falle  auf  zwei  reduciren.     Ebenso  zeigt  uns 
ler    quadratische  Faktor  g*  in   der   10.   Gleichung  der  17.  Nummer, 
■**©  die  fünf  Richtungen  eines  sechspunktigen  Contaktes,  die  im  All- 
5«meinen  bei  einem  vollständigen  Contakte  stattfinden,  sich  in  unserm 
*  aUe  auf  eine  Richtung  reduciren. 

23 *).  Wenn  zwei  Flächen  einen  vollständigen  n  -punktigen  Contakt 
**aben,  so  sind  in  dem  allgemeinen  Falle  durch  eine,  nicht  in  Faktoren 
biegbare  Gleichung  des  nten  Grades  diejenigen  n  Richtungen  gegeben, 
**cli  denen  der  Contakt  ein  (n  +  l)-punktiger  ist.     Dieser   Contakt 
8ebt  in  einen  (n  -f-  2)-punktigen  über,  wenn  zugleich  mit  dieser  Glei- 
chung eine  ähnliche  Gleichung  des  (n  -f-  l)ten  Grades  besteht,  wodurch 
^e  Bedingungsgleichung  gegeben  ist;  er  geht  in  einen  (n  +  3)-punk- 
hgen  über,  wenn  mit  diesen  beiden  Gleichungen  eine  dritte  Gleichung 
aea  (n  -|_  2)*°  Grades   besteht,  wodurch  zwei  Bedingungsgleichungen 
gegeben  sind  u.  s.  w.     Der  Natur  der  Elimination  nach  giebt   es  als- 
dann nach  allen  jenen  n  Richtungen  statt  des  «-punktigen  Contaktes 
flaen  (n  +  1)- punktigen,  einen  (n  +  2) -punktigen  u.  s.  w.     Also: 
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Wenn  (im  Allgemeinen)  ztvei  Flächen  einen  vollständigen  ContcmJ^t 
von  n  Punkten  haben,  so  giebt  es  n  Eichtungen  eines  (n  +  l)-punkti^^9\ 
Contaktes,  der  aber  auch  ein  höherer  sein  kann.    Soll  dieser  Contakt  e 
p  Ordnungen  steigen,  so  erhalten  wir  p  Bedingungsgleichungen  zu  befr- 
digen:   alsdann  steigt  der  Contakt  aber  nothwendig  nach  allen  jenem.       ** 
Riehtungen  zu  einem  (n  +  p)' punktigen.2) 

Dieser  Satz  erleidet  bedeutende  Modificationen,   wenn  die  beiden 

Flächen  von  bestimmtem  Grade  sind.  Bei  zwei  sich  osculirenden  Flächten 

zweiter  und  dritter  Ordnung  ergeben  sich,  wenn  wir  uns  auf  die  E  nt- 

Wickelungen  der  10. — 18.  Nummer  beziehen,  folgende  verschiedene  Fa»lle 

I.  Bei  einem  Contakte  erster  Ordnung  giebt  es 

1)  zwei  Richtungen  eines  Contaktes  zweiter  Ordnung; 

2)  zwei  Richtungen  eines   Contaktes  dritter  Ordnung, 
die  Gleichungen  (3)  und  (5)  zugleich  bestehen; 

3)  zwei  Richtungen  eines  Contaktes  vierter  Ordnung, 
(3),  (5)  und  (8)  zugleich  bestehen; 

4)  eine  Richtung  eines  Contaktes  vierter  und  eine  Richttxxxg 
eines  Contaktes  fünfter  Ordnung,  wenn  (3),  (5),  (8) 
(11)  zugleich  befriedigt  werden; 

5)  gar  keinen  höheren  Contakt,  oder,  wenn  wir  lieber  woll< 
die  Ordnung  des  höheren  Contaktes  wird  unendlich, 
neben  (3)  und  (5)  die  Gleichung  g  =  0  besteht. 

II.  Bei  einem  Contakte  zweiter  Ordnung  giebt  es: 

1)  drei  Richtungen  eines  Contaktes  dritter  Ordnung; 

2)  eine  Richtung  eines  Contaktes  dritter  Ordnung,  und  z 
Richtungen  eines  Contaktes  vierter  Ordnung,  wenn  (5) 
(8)  zugleich  bestehen; 

3)  eine  Richtung  eines  Contaktes  dritter,  eine  Richtung  eix^-eS 
Contaktes  vierter  und  eine  Richtung  eines  Contaktes  fünf**^ 
Ordnung,  wenn  (5),  (8)  und  (11)  zugleich  befriedigt  werd^11' 

4)  eine  einzige  Richtung  eines  Contaktes  dritter  Ordnu.^3^ 
wenn  neben  (5)  auch  die  Gleichung  g '  =  0  besteht. 

III.  Bei  einem  Contakte  dritter  Ordnung  giebt  es 

1)  zwei  Richtungen  eines  Contaktes  vierter  Ordnung; 

2)  eine  Richtung  eines  Contaktes  vierter  und  eine  Richfci*-31-3^* 
eines  Contaktes  fünfter  Ordnung,  wenn  (8)  und  (11)  &**~ 
gleich  bestehen; 

3)  keinen   höheren   Contakt,    wenn  zugleich   die  beiden  Gl^-*~ 
chungen  (8)  und  g  =  0  befriedigt  werden. 

IV.  Bei  einem  Contakte  vierter  Ordnung  giebt  es 

1)  eine  Richtung  eines  Contaktes  fünfter  Ordnung; 
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2)  keinen  höheren  Contakt,  wenn  die  Gleichung  g  =  0  neben 
(11)  besteht. 

Ich  breche  hier  diese  Entwickehingen  ab.  In  einem  nächsten  Auf- 
satze, der  dieselben  gewissennassen  ergänzen  wird,  gedenke  ich  mich 
mit  der  Theorie  der  Osculation  zwischen  Flächen  und  Linien  doppelter 
Krümmung  zu  beschäftigen.  Diese  Theorie  ist  der  Theorie  der  Oscu- 
lation ebener  Curven  ganz  analog;  denn  in  beiden  Fällen  haben  wir 
es  mit  dem  Zusammenfallen  von  Durchschnittspunkten  zu  thun.  Blei- 
ben wir  z.  B.  bei  Flächen  zweiter  Ordnung  und  solchen  Curven  stehen, 
die  der  Durchschnitt  zweier  solcher  Flächen  sind,  so  haben  wir,  da 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  sich  in  acht  Punkten 
schneiden,  auch  acht  verschiedene  Arten  des  Contaktes  nachzuweisen. 


9. 

Ueber  ein  neues  Coordinatensystem. 

(Crelle's  Journal,  Band  ö,  S.  1-36.  1829.) 

Jeder  besonderen  Art  die  Lage   eines  Punktes  in  Beziehung   a~« 
Punkte  oder  Linien,  die  als  der  Lage  nach  bekannt  angesehen  werder- 
zu  bestimmen,  entspricht  ein  Coordinatensystem.    Die  Gleichung  ein-— 
Curve,  bezogen  auf  irgend  ein  Coordinatensystem,  ist  als  die  algebraiscl 
Aussage  einer  dieselbe  charakterisirenden  Eigenschaft,  aus  der  sich 
übrigen  Eigenschaften  derselben  herleiten  lassen,  anzusehen.    Was 
Leichtigkeit  dieser  Herleitung  betrifft,  so  kommt  offenbar  sehr  viel  a 
die  Wahl  derjenigen  Eigenschaft,  welche  an  die  Spitze  der  Untersuchi 
gestellt  wird,  und  mithin  auf  die  Wahl  des  Coordinatensystems  an.    Ih  - 
gewöhnliche  Coordinatensystem  ist  offenbar  dasjenige,  welches  im  A  - 
gemeinen  die  grösste   Leichtigkeit   darbietet.     Der   eine   grosse    Th^e 
der  Geometrie,  der  von  Grössenbestimmungen  unabhängig  ist  (geometr*'~~m 
de  Situation)  fliesst  in    diesem  S}rsteme,  eben  weil  er  keine  absohm^ 
Grössenbestimmung  fordert,  ohne  alle  Entwickelungen  unmittelbar  a~«-3 
der  algebraischen  Constitution  der  Gleichungen  und  einer  allgemein*?* 
Verbindung   derselben.     In   diesem   grossen    Felde   der   Untersuchung 
gewährt  dasjenige  Coordinatensystem,    mit  welchem  wir  uns   in  dem 
Folgenden  beschäftigen   werden,    im  Allgemeinen   dieselben  Vortheile, 
und  hat  überdies  noch  vor  dem  gewöhnlichen  Coordinatensystem  einige 
besondere  Vorzüge.    Hierher  gehört  unter  anderm  auch,  dass  wenn  wir 
die  drei  Punkte,  die  ich  Coordinatenpunlcte  genannt  habe,  auf  dem  Um- 
fange der  Curve  irgend  einer  Ordnung  annehmen,  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  derselben  sogleich  drei  Constanten  ausfallen,  während  wir 
auf  entsprechende   Weise    in    dem    gewöhnlichen    Coordinatensysteme 
nur  das  cqnstante  Glied  fortschaffen  können.    Hierhin  rechne  ich  ferner, 
dass  für  die  Curven  aller  Ordnungen  sich  Gleichungen  ergeben,  die  in 
Beziehung  auf  drei  Veränderliche  (p,  q,  r)  homogen  sind,   wonach  die 
geometrische  Interpretation  des  Theorems  über  die  homogenen  Functionen 
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unmittelbar  die  Gleichung  der  Tangente  und  osculirender  Curven  für 
jeden  gegebenen  Punkt  der  Curve  liefert,  u.  s.  w. 

Die  allgemeine  analytische  Methode,  und  die  Methode,  die  Herr 
Poncelet  in  seinem  9}Traite  des  proprietes  projeetivetf1  entwickelt  hat, 
beruhen  auf  der  einen  Seite  auf  ganz  wesentlich  verschiedenen  Ideen,  und 
stimmen  doch  auf  der  andern  Seite  so  sehr  in  den  Resultaten  über- 
ein, dass  man,  freilich  sonderbar  genug,  die  erste  Methode  als  eine 
Periphrase,  als  ein  Plagiat  der  zweiten  hie  und  da  betrachtet  zu  haben 
scheint,  statt  dass  man  sich  ruhig  die  Frage  beantworten  sollte,  ob 
nicht  ein  nothwendiger  Grund  dieser  Uebereinstimmung  vorhanden 
und  wo  derselbe  zu  suchen  sei.  Auch  ich  bin  von  dieser  Ueberein- 
stimmung mehrmals  überrascht  worden:  einige  Beispiele  hiervon  bietet 
auch  das  Folgende  dar.  So  erscheint  es  mir  z.  B.  bemerkenswerth, 
dass  wir  in  dem  neuen  Coordinatensystem  ebenfalls  auf  jenen  Satz 
tingeleitet  werden,  der  in  der  Poncelet 'sehen  Methode  eine  grosse 
Bolle  spielt,  „dass  nämlich  alle  Punkte  einer  Ebene,  die  unendlich 
weit  entfernt  sind,  in  gerader  Linie  liegen",  und  wir  überdies  diese 
unendlich  weit  entfernte  gerade  Linie  durch  eine  Gleichung  zwischen 
endlichen  Grossen  darstellen  können.  Ebenso  stossen  wir  in  diesem 
System  auf  den  andern  Poncelet'schen  Satz,  „dass  zwei  concentrische 
Kreise  in  unendlicher  Entfernung  einen  imaginären  doppelten  Contakt 
haben". 

Ich  habe  bei  den  folgenden  Entwickelungen  nur  die  Absicht  gehabt, 
***  Beispielen  zu  zeigen,  dass  die  neue  Methode  einerseits  zum  Beweise 
vorgelegter  einzelner  Sätze  und  zur  Darstellung  allgemeiner  Theorieen 
^ch  sehr  geschmeidig  zeigt,  und  dass  sie  andrerseits  Resultate  finden 
*ehrt,  wenn  man  sie  aus  allgemeinen  analytischen  Gesichtspunkten 
"^trachtet.  Mein  Hauptaugenmerk  war  nur  auf  die  Methode,  aber 
keineswegs  darauf  gerichtet,  neue  Sätze  zu  geben.  Der  am  Ende 
^eses  Aufsatzes  aufgestellte  Satz,  den  ich  früher  für  den  einfachsten 
*all,  dass  nur  zwei  Punkte  gegeben  sind,  bemerkte,  ergab  sich  in  dem 
neuen  Coordinatensysteme  unmittelbar  für  drei  gegebene  Punkte,  wo- 
^ch  es  natürlich  war,  seine  ganze  Allgemeinheit  zu  vermuthen;  und 
uer  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  scheint  sich  in  dem  neuen  System 
^Vergleichbar  viel  leichter  zu  ergeben  als  in  dem  gewöhnlichen. 

Mit  Bücksicht  auf  das  neue  Goordinatensystem  habe  ich  die  ana- 
lytische Theorie  der  Reciprocität  (theorie  des  polaires  reeiproques)  und 
deren  sozusagen  unbegrenzte  Erweiterung  mehr  angedeutet  als  aus- 
geführt 

Der  grösste  Vortheil,  der  sich  aus  dem  neuen  Coordinatensysteme, 
besonders  wenn  wir  demselben  die  gegen  Ende  dieses  Aufsatzes   an- 
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gezeigte  Allgemeinheit  geben,  ziehen  lässt,  betrifft,  wie  mir  scheint, 
die  mathematischen  Entwickelungen  der  Mechanik.  Doch  hierauf  konnte 
ich  natürlich  hier  gar  keine  Rücksicht  nehmen. 

Anfangs  war  es  meine  Absicht,  mich  auch  auf  die  Constraction 
des  Raumes  auszudehnen.  Hier  sind  die  analytischen  Erörterungen 
den  nächstfolgenden  ganz  analog,  wenn  wir  statt  des  Coordinatendrei- 
eclcs  ein  Coordinatentetraeder  nehmen.  Doch  hat  dieser  Aufsatz  ohne- 
dies schon  einen  so  grossen  Umfang  gewonnen,  dass  ich  hierauf  ver- 
zichten muss. 


Fig.  lf». 


1.  Es  seien  (Fig.  15)  00',  00"  und  O'O"  drei  gerade  Linien 
die  irgend  ein  beliebiges  Dreieck  bilden,  und  p,  q  und  r  die  Abstände 
irgend  eines  beliebigen  Punktes  M  von  diesen  drei  geraden  Linien 
Wenn  wir  alsdann   unsere  Construction  auf  irgend  ein  gewöhnliches 

System  geradliniger  Coordinaten 
YAX  beziehen,  so  sind  bekanntlich 
die  obigen  Abstände  p,  q  und  i 
durch  Ausdrücke  gegeben,  die  in  Be 
ziehung  auf  die  Coordinaten  des 
Punktes  M  linear  sind.  Auch  die 
Vorzeichen  von  p}  q  und  r  sind 
alsdann  für  eine  bestimmte  Lage 
des  Punktes  M  vollkommen  be 
stimmt,  und  diese  Zeichen  ändert 
sich,  wenn  der  Punkt  M  von  einei 
Seite  der  bezüglichen  Linien  OCf 
00"  und  O'Ö"  auf  die  andere  Seite  hinüberrückt.  Wir  nehmei 
(vergl.  meine  analyt.  geomet.  Entwicklungen  No.  31)  für  einen  innerhalt 
des  spitzwinkligen  Dreiecks  00'  0"  liegenden  Punkt  M: 

p  positiv,    q  negativ,   r  negativ. 

Nach  diesen  Bemerkungen  stellt  jede  Gleichung  zwischen  py  q  und  r 
die  in  Beziehung  auf  diese  Grössen  von  irgend  einem  in1011  Grade  ist 
eine  Linie  der  mten  Ordnung  dar,  deren  auf  ein  gewöhnliches  Coordi 
natensystem  bezogene  Gleichung  wir  leicht  erhalten  können.  Wii 
werden  uns  in  dem  Folgenden  nur  auf  solche  Gleichungen  beschranken 
die  in  Beziehung  auf  p7  q  und  r  homogen  sind,  also  auf  Gleichungei 
von  folgender  Form: 

(1)      Apm  +  Bp'n-lq  +  Cpm~xr  +  Dpr"-*q2  +  Epm-*qr  -\ 

+  Yqr"'-1  +  Zrm  =  0. 
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2.    Wenn  wir 

setzen,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  (1)  in  folgende: 
(2)    A  +  B<p  +  Cty  +  Dg?2  +  E<pi/j  H (-  Fg)^"1  +  ^*m  —  0, 

mithin  in  eine  vollständige  Gleichung  des  wton  Grades  zwischen  <p  und  ^. 
Für  irgend  einen  beliebig  angenommenen  Punkt  M  erhalten  wir  für  <p 
und  ^  bestimmte  und  einzige  Werthe.  Auch  das  Zeichen  dieser  Grössen 
ist  alsdann  ein  bestimmtes;  für  den  Punkt  M  z.  B.7  der  innerhalb  des 
spitzwinkligen  Dreiecks  00' '  0"  liegt,  sind  q>  und  #  beide  negativ. 

Da  die  Gleichung  (2)  eine  vollständige  des  mten  Grades  ist,  und 
also  ebenso  viele  von  einander  unabhängige  Constanten  enthält,  als 
die  allgemeine  Gleichung  desselben  Grades  zwischen  gewöhnlichen 
Coordinaten,  so  kann  diese  Gleichung,  indem  wir  <p  und  #  als  ver- 
änderliche Grössen  und  die  Coefficienten  Ay  By  C  u.  s.  w.  als  beliebig 
zu  bestimmende  Constanten  betrachten,  alle  nwgliclien  Linien  der  mten 
Ordnung  darstellen. 

Statt  qp  und  tp  können  wir  auch 

l  p  1  p 

als  die  beiden  veränderlichen  Grössen  betrachten.  Alsdann  erhalten 
wir  eine  Gleichung,  die  ebenso  allgemein  ist  als  die  Gleichung  (2) 
und  ebenfalls  alle  möglichen  Linien  wter  Ordnung  darstellen  kann. 
Diese  Gleichung  in  ft  und  v  steigt  im  Allgemeinen  zum  2mten  Grade, 
™n  aber  in  bestimmten  Fällen,  wie  wir  später  sehen  werden,  auch 
Mter  den  mten  Grad  hinabsinken. 

4.  Wir  können  also  <p  und  tj>  oder  auch  fi  und  v  als  Coordinaten 
ansehen,  und  demnach  wollen  wir  0,  0'  und  0"  den  ersten,  zweiten 
»nd  dritten  Coordinatenpurikt,  00',  00"  und  0 '  0"  die  erste,  zweite 
Md  dritte  Coordinatenlinie,  und  endlich  die  Winkel  0"60',  00' 0" 
und  00" 0'  oder  a,  a  und  a"  den  ersten,  zweiten  und  dritten  Coor- 
Mtotienwinkel  nennen.  In  dem  Folgenden  werden  wir  dieselbe  Bezeich- 
"*«  beibehalten. 

Nichts  verhindert  uns,  zwei  der  drei  Coordinatenlinien  parallel 
anzunehmen.  Alsdann  liegt  ein  Coordinatenpunkt  unendlich  weit  und 
e*n  Coordinatenwinkel  ist  Null. 

5.  Der  Werth  von  <p-  und  ft  ist  derselbe  für  alle  Punkte  einer 
und  derselben  durch  0  gehenden  geraden  Linie,  und  ebenso  ist  tf;  und 
v  constant  für  alle  Punkte  einer  durch  0'  gehenden  geraden  Linie. 
Es  sind  demnach 
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<p  =  const.,  ft  =  const., 
Gleichungen  einer  durch  0,  und 

tf;  =  const,    v  =  const., 

Gleichungen  einer  durch  0'  gehenden  geraden  Linie.  Während  wir 
also  in  dem  gewöhnlichen  Coordinatensysteme  geometrische  Oerter  durch 
den  Durchschnitt  zweier,  den  Coordinatenaxen  paralleler  gerader  Linien 
construiren,  construiren  wir  in  dem  neuen  Coordinatensysteme  geometrische 
Oerter  durch  den  Durchschnitt  zweier,  durch  zwei  feste  Punkte  0  und  0' 
gehenden  geraden  Linien. 

Die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  dritten  Coor- 
dinatenpunkt  geht,  hat  folgende  Form: 

—  =  const. ,     —  =  const. 

6.  Irgend   zwei   gerade   Linien,   die   durch   folgende   beiden  Glei- 
chungen 

q>  =  c9     q>  —  —  c} 

oder  auch  durch  folgende: 

f*  =  c ,     f*  —  —  c, 

indem  wir  durch  c  und  c  constante  Grössen  bezeichnen,  dargestellt 
werden,  bilden  mit  den  beiden  Coordinatenlinien  00'  und  00"  ein 
System  von  solchen  vier  geraden  Linien,  die  man  „ Harmonicakn* 
nennt. 

7.  Von  solchen  zwei  geraden  Linien,   die   durch  folgende  beiden 
Gleichungen: 

<p  =  r,     (i(=±)  =  c, 

in  welchen  wir  durch  c  dieselbe  beliebige  Constante  bezeichnen,  dar-  - 
gestellt  werden,  bildet  die  eine  mit  00'  denselben  Winkel  als  die^ 
andere  mit  00";  von  zwei  geraden  Linien 


*="c'>     v{=l)=c'> 


bildet  eine  denselben  Winkel  mit  O'0}  als  die  andere  mit  0'0'\  un 
endlich  von  den  beiden  geraden  Linien  .    - 

tp  ,,        a  ,t 

=  C  ,       —  =  C  , 

bildet  eine  mit  0"  0  denselben  Winkel  als  die  andere  mit  0"0'. 

8.    Die  Gleichung  einer    geraden  Linie,   die   durch    0"  und    de«: 
Durchschnitt  der  beiden  Linien 

qp  =  c,     ty  =  c 
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geht,  ist  folgende: 

qp  c 

Ebenso  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  durch  0"  und  den 
Durchschnitt  der  beiden  Linien 

(l  =  c,     v  —  c 
geht,  folgende: 

-t  =  — . 
v         c 

Nach  der  vorigen  Nummer  liegt  hierin  der  Beweis  von  folgendem 
bekannten  Satze: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  M  in  der  Ebene  eines  Drei- 
ecks nach  den  Winkelpunkten  desselben  0,  O'  und  0"  drei  gerade  Linien 
sieht ,  die  mit  den  Seiten  00",  O'O  und  0" 0'  Winkel  bilden,  welclie 
gleich  ß,  ß'  und  ß"  sind,  so  gehen  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche 
durch  dieselbm  Winkelpunkte  gehen,  und  dieselben  Winkel  ß,  ß'  und  ß"  mit  den 
Seiten  00',  O'O"  und  0"  0  machen,  durch  einen  und  denselben  Punkt  N. 

Dieser  Satz  schliesst  als  besondern  Fall  den  Satz  ein,  dass  die- 
jenigen drei  geraden  Linien,  welche  die  Winkel  eines  Dreiecks  halbiren, 
sich  in  demselben  Punkte  schneiden.  In  diesem  Falle  fallen  die  beiden 
Punkte  M  und  N  zusammen  und  sind  der  Mittelpunkt  eines,  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  berührenden  Kreises.  Im  Allgemeinen  sind  M  und 
N  die  beiden  Brennpunkte  einer  in  das  Dreieck  beschriebenen  Linie 
zweiter  Ordnung. 

9.    Die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  ist  folgende: 

p  +  aq  +  br  =  0, 
mit  der  die  nachstehenden  beiden  Gleichungen  identisch  sind: 
1  +  a<p+btl>  =  0, 
(iv  -{-  av  -\-  b(i  =  0. 

Für  diejenigen  beiden  Punkte  Q  und  7i* 
(Fig.  16),  in  welchen  diese  gerade  Linie 
die  Coordinatenlinien  00"  und  O'O" 
schneidet,  erhalten  wir  folgende: 

(9  =  0,   f=  —  *)  und 


(*  =  --,  *-o), 


Fig.  16. 


und  mithin  ergiebt  sich  für  S,  den  Durchschnitt  von  OB  und  0' Q: 

u  =  —  =  —  a,  v  =    (    =  —  b, 

r  qp  7  ip  7 

wodurch  die  beiden  Constanten   der  obigen  Gleichung  bestimmt  sind 

Plüoker,  Werke.   I.  9 


130  Ueber  ein  neues  Coordinatensy  stein. 

10.  Wenn  zwei  lineare  Gleichungen  von  folgender  Form: 

mp  +  n(aq  +  &r)  =  0, 
m'p  +  n(aq  +  ür)  =  0, 

wobei  m,  m,  n  und  n'  vier  willkürliche  Coefficienten  bezeichnen, 
gegeben  sind,  so  erhalten  wir  durch  eine  einfache  Verbindung  dieser 
beiden  Gleichungen  folgende  dritte: 

p  =  0. 

Wir  sehen  hieraus,  dass,  wenn  wir  m  und  n  als  unbestimmte  Coeffi- 
cienten betrachten,  alle  einzelnen  durch 

mp  +  n  (aq  -f-  br)  =  0 

dargestellten  geraden  Linien  sich  in  einem  festen  Punkte  von  00' 
schneiden.  Auf  ähnliche  Weise  schneiden  sich  alle  durch  die  beiden 
Gleichungen 

mq  +  n(jp  +  br)  =  0  und 

mr  -j-  w(p  +  aQ)  =  0 

dargestellten  Linien  in  je  einem  festen  Punkte  von  00"  und   O'O". 

11.  Für  zwei  parallele  gerade  Linien  OT  und  OT',  die  durch 
O  und  0'  gehen  und  mit  00'  irgend  einen  Winkel  ©  bilden,  erhalten 
wir  sogleich  folgende  beide  Gleichungen: 

p  sin  (a  —  ©)  +  q  sin  ©  =  0, 

p  sin(a'  +  ©)  —  r  sin  ©  =  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  geben: 

,  q  —  p  cos  a 

COt©  =  — -. ; 

p  sin  a 

,  r  —  »  cos  a 

COt  CD  =  —        -.— , 

p  sin  a 

Setzen  wir  diese  beiden  Werte  für  cot©  gleich,  entwickeln  und  berück- 
sichtigen, dass 

sin  a  cos  «'  +  sin  a  cos  a  =  sin  (a  -f-  «')  =  sin  a", 

so  kommt: 

(3)  p  sin  a"  —  #  sin  a  —  r  sin  a  =  0, 
oder: 

(4)  <p  sin  a  -f-  #  sin  a  =  sin  a". 

Wir  wären  gerade  zu  derselben  Gleichung  gekommen,  wenn  wir  statt 
OT  und  0 ' T'  zwei  andere  durch  0  und  0'  gehende  Parallelen  ge- 
nommen hätten,  die  mit  00'  statt  ©  irgend  einen  andern  Winkel 
bilden.     Es  stellen   also   die    beiden   letzten  Gleichungen   nur   solche 
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Punkte  dar,  die  unendlich  weit  entfernt  sind.  Die  lineare  Form  dieser 
Gleichung  zeigt,  dass  alle  unendlich  weit  entfernten  Punkte  einer  und 
derselben  Ebene  als  in  gerader  Linie  liegend  zu  betrachten  sind*) 

12.  Nach  der  letzten  Nummer  ist  offenbar,  dass  wir  durch  Ver- 
bindung der  Gleichungen  irgend  zweier  parallelen  geraden  Linien  zu 
den  Gleichungen  (3)  und  (4)  kommen  können.     Wenn  also 

Ap  =  Bq  +  Cr 

die  Gleichung  irgend  einer  gegebenen  geraden  Linie  ist,  so  stellt, 
indem  wir  durch  m  irgend  einen  unbestimmten  Coefficienten  bezeich- 
nen, folgende  Gleichung: 

(mA  +  sin  a")p  =  (mli  +  sin  a)q  +  (mC  +  ^  a)r 

alle  möglichen  geraden  Linien  dar,  die  der  gegebenen  parallel  sind. 

Für  die  allgemeinen  Gleichungen  aller  den  drei  Coordinatenlinien 
O0'7  00"  und  0'  0"  parallelen  geraden  Linien  erhalten  wir  hiernach, 
indem  m  immer  noch  einen  unbestimmten  Coefficienten  bezeichnet: 

mp  =  q  sin  a  +  r  sin  a, 
mq  =  p  sin  a"  —  r  sin  a, 
mr  =  p  sin  a"  —  q  sin  «'. 

Zur  Theorie  der  Linien  »weiter  Ordnung. 

13.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dieser  Ordnung  sei 
folgende: 

(1)  Ap*  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq*  +  2Eqr  +  I<>2  =  0, 

mit  der  nach  unserer  Bezeichnung  folgende  identisch  sind: 


*)  Denselben  Satz  leitet  Herr  Poncelet  in  seinem  Tratte  des  propriites 
projectices  aus  der  Theorie  der  Projection  her. 

„Tous  les  points  situes  ä  l'infini  sur  un  plan  peuvent  etre  consideres  idea- 
lemcnt  comme  distribues  sur  une  ligne  droite  unique,  situee  elle-tneme  ä  Vinfini  sur 
ce  plan."    (No.  107.) 

Mir  scheint  es  sehr  bemerkenswerte ,  dass  dieser  Satz  sich  in  unserm  neuen 
Coordinatensysteme  direct  ergiebt  und  wir  zugleich  durch  eine  Gleichung  zwischen 
zwei  veränderlichen  Grössen  und  bestimmten  Constanten  jene  (ideale)  gerade 
Linie,  die  alle  unendlich  weit  entfernten  Punkte  der  Ebene  enthält,  darstellen 
können.  Hr.  Poncelet  zieht  aus  jenem  Satze  wichtige  Folgerungen:  wir  kommen 
unmittelbar  zu  denselben  Folgerungen  auf  einem  Wege,  der  gegen  jeden  Ein- 
wurf gesichert  ist,  indem  wir  auf  die  lineare  Form  der  letzten  Gleichung  des 
Textes  Rücksicht  nehmen.  Wir  werden  noch  im  Laufe  dieses  Aufsatzes  hierauf 
zurückzukommen  Veranlassung  finden. 

9* 
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(2)  A  +  2B<p  +  2Cty  +  Dtp2  +  2E<p1>  +  Ftl>*  =  0, 

(3)  Au?v2  +  2B(iv2  +  2C(i*v  +  Dv2  +  2E(iv  +  JF>*  =  0. 

Wenn  wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  die  Curve  durch  d 
Punkt  0  gehe,  so  muss  die  Gleichung  (1)  befriedigt  werden,  we 
man  zugleich  p  =  0  und  q  =  0  setzt,  woraus  ersichtlich  ist,  dass  a 
dann  JF<=  0.  Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich,  dass  D  =  0,  wenn  « 
Curve  durch  den  Punkt  0',  und  dass  -4  =  0,  wenn  sie  durch  c3 
Punkt  0"  geht.  In  dem  Falle  also,  dass  die  Curve  durch  alle  d 
Punkte  0,  0'  und  0"  zugleich  geht,  erhalten   wir  statt  (1),  (2)  u 

(3)  nun  folgende  Gleichungen: 

(4)  Bpq  +  Cpr  +  Egr  =  0, 

(5)  Bq>   +Cl>  +i>^=0, 

(6)  Bv   +  Cp   +  E      =0. 

Die  letzte  dieser  drei  Gleichungen  ist  dadurch,  dass  wir  alle  Gliö< 
durch  4ui/  dividirt  haben,  linear  geworden.  Wir  können  also  j* 
Linie  zweiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  vom  ersten  Grade  gl 
drücken,  wenn  wir  die  drei  Coordinatenpunkte  auf  dem  Umfange  «5 
selben  annehmen.  Hiernach  ergiebt  sich  auf  die  leichteste  Weise 
Discussion  der  Eigenschaften  solcher  Linien  zweiter  Ordnung, 
durch  dieselben  drei  Punkte  gehen.  Zwei  solcher  Linien  können  &5 
was  die  lineare  Form  ihrer  Gleichungen  zeigt,  nur  noch  in  eirm 
einzigen  Punkte  schneiden. 

Da  die  Gleichung  (6)  dieselbe  Form  hat  als  die  Gleichung  « 
geraden  Linie  in  dem  gewöhnlichen  Coordinatensysteme,  so  ist  öS 
bar,  dass  jedem  Satze  über  die  Durchschnitte  von  geraden  Linien  « 
Satz  über  die  vierten  Durchschnitte  von  Linien  zweiter  Ordnung,  < 
sich  in  denselben  drei  Punkten  schneiden,  entspricht,  und  aus  jec 
analytischen  Beweisführung  eines  jener  Sätze  ergiebt  sich  unmittelb 
der  Beweis  des  analogen  Satzes,  wenn  wir  den  Constanten  in  d 
linearen  Gleichung  diejenige  Bedeutung  geben,  welche  sie  in  der  Gle 
chung  (6)  haben. 

14.    Indem  wir 

A  +  2B<p  +  2C1>  +  Dg>2  +  2Eq>tl>  +  Fi\>2  =  0 

für  die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  nehmen  m 
dieselbe  differentiiren,  kommt: 

(7)  (2?  +  Dtp  +  Eip)d<p  +  (C  +  EV  +  Fl>)di>  —  0. 
Setzen  wir  nach  einander  d<p  =  0  und  dty  =  0,  so  giebt  diese  Gleichun: 
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(8)  C+E<p  +  Ftl>  =  0, 

(?)  B  +  D<p  +  El>=0. 

Die  Gleichung  dg)  =  d—  =  0  giebt  aber: 

p  dp        p  +  dp 

q         dq         q  +  d<l 

und  ebenso  giebt  die  Gleichung  dt  =  d  —  =  0: 

_//  _  <j/>  _  p  +  dp 
r         dr         r  +  dr 

Ke  vorletzte  Gleichung  zeigt,  dass,  wenn  wir  von  einem  Punkte  der 
Curve,   der  zugleich  auf  der  geraden  Linie  (8)  liegt,    zu   einem  con- 
secutiven  Punkte  der  Curve  fortgehen,   die    beiden  Punkte   mit   dem 
Punkt«  0  in  gerader  Linie  liegen,    oder  mit  andern  Worten,  dass  die 
Tangenten  in  den  Durchschnitten  der  geraden  Linie  (8)  mit  der  Curve 
durch  den  Punkt  0  gehen,  und  also  diese  gerade  Linie  die  Polare  des 
Punktes  0  ist.    Ebenso  ist  (9)  die  Polare  des  Punktes  0',  und  für  die 
Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  0"  erhalten  wir  ohne  weitere  Rech- 
nung folgende: 

(10)  A  +  Bg>  +  Ci>  =  0. 

Wir   erhalten    die   Gleichungen    (8),    (9)   und    (10)    sogleich   aus    der 
Gleichung: 

Ap%  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq2  +  2Eqr  +  Fr2  =  0; 

denn    bezeichnen   wir   den   ersten   Theil   dieser   Gleichung   der   Kürze 
halber  durch  u7  so  sind  jene  drei  Gleichungen  keine  andern  als: 

a-u  =  0       —  =  0      d—  =  0 

er  '     dq  '      dp 

ludem  wir  die  Durchschnitte  der  durch  die  Gleichungen  (8),  (9)  und 

(,10)  dargestellten  geraden  Linien  mit  den  Coordinatenlinien  betrachten, 

ergiebt  sich  eine  einfache  Bestimmung  der  Constanten  in  der  allgemeinen 

Qkichung. 

15.    Den  Gleichungen  (4)   und  (6)  der   13.  Nummer  können  wir 

folgende  Form  geben: 

apq  +  ßpr  =  ccßqr, 

av  +  ßp   =aß, 

^  wir  erhalten  alsdann,  indem  wir  differentiiren,  für  die  polaren  der 
Coordinatenpunkte  0,  0'  und  0",  oder,  was  in  diesem  Falle  dasselbe 
lieisst,  für  die  Tangenten  in  diesen  drei  Punkten  folgende  Gleichungen: 
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so  dass  also  (Fig.  17)  für  den  Punkt    P":  f*  =  a 


7) 


n 


v  —  -  fi\ 


P'  :  yb  =  a, 

P   :  p  =  —  a,   v  *=  ß. 

Hieraus  ist  zugleich  ersichtlich 
dass    die    drei   geraden    Linic»^ 
OP,   O'P'    und    0"P' 
folgende  drei  Gleichungen 
gestellt  werden: 

H  =  —a,     v  =  —  ß,     —  =T 


Fig.  17. 


und    also,    wie    bekannt,  durch 
einen  und   denselben  Punkt  Q 
gehen,  dessen  Coordinaten  p  =  —  a  und  v  =  —  ß  sind. 

16.  Um  bei  der  Annahme  eines  beliebigen  Coordinatendreiecks 
die  Gleichungen  derjenigen  drei  geraden  Linien  0"<o",  O'm  und  Om 
zu  erhalten,  welche  die  Punkte  0",  0'  und  0  mit  den  Polen  w",  to  und 
o  der  gegenüberstehenden  Coordinatenlinien  00' ,  00"  und  O'O"  ver- 
binden, brauchen  wir  nur  erstens  die  Gleichung  (8)  mit  B  und  (9)  mit 
C,  zweitens  (8)  mit  B  und  (10)  mit  JE,  drittens  (9)  mit  C  und  (10) 
mit  E  zu  multipliciren  und  dann  abzuziehen.     Auf  diese  Weise  kommt: 

(BE -  CD)<p  +  (BF  —  CE)1>  =  0, 
(BC  -  EÄ)  +  (BF  -  CE)1>  =  0, 
(BC  —  EÄ)    —  (BE  —  CD)<p  =  0. 

Wenn  wir  irgend  zwei  dieser  drei  Gleichungen  von  einander  abziehen 
oder  zu  einander  addiren,  so  erhalten  wir  die  dritte.     Also: 

Wenn  in  der  Ebene  irgend  einer  Linie  zweiter  Ordnung  zwei  Drei- 
ecke sich  befinden,  von  denfoi  die  Winkelpunkte  des  einen  die  Pete  der 
Seiten  des  andern  sind,  so  gehen  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche 
die  gegenüberstehenden  Winkelpunkte  der  beiden  Breiecke  verbinden,  durch 
einen  und  denselben  Punkt,  und  also  schneiden  sich  auch  (nach  dem 
Princip  der  Reciprocität)  die  gegenüberliegenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke 
in  solchen  drei  Punkten,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  der  Pclaren 
jenes  Durchschnittspunktes. 

Diese  beiden  Sätze  können  wir  noch  auf  folgende  Weise  vervoll- 
ständigen: 

Diejenigen  sechs  übrigen  geraden  Linien,  welclie  die  drei  Winkd- 
punkte  des  einen  Dreiecks  mit  den  drei  Winkelpunkten  des  andern  Drei- 
ecks  verbinden,  berühren  eine  und  dieselbe  Linie  zweiter  Ordnung,  und  die 
sechs  übrigen  Durchschnitte  der  drei  Seiten  des  einen  und  der  drei  Seiten 
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des  andern  Dreiecks  liegen  auf  einer  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung.  *) 
Diese  beiden  Linien  zweiter  Ordnung  sind  courbes  polaires  reci- 
proques  in  Beziehung  auf  die  gegebetxe. 

17.    Tangententlieoric.   Wir  wollen  wiederum  folgende  Gleichung: 

A  +  2B<p  +  2Cif>  +  Dtp2  +  2JE<p^  +  F*l>*  =  0 

zu  Grunde  legen.  Ist  alsdann  durch  irgend  einen  Punkt  (^',  <p')  eine 
Tangente  an  die  Curve  gelegt,  und  bezeichnen  wir  den  Berührungspunkt 
durch  (#",  qp"),  so  ist  die  Gleichung  der  Tangente: 

*  -  *    _  -.—9*  (fp  —  9  )• 

m  Diese  Gleichung  muss  befriedigt  werden,  wenn  wir  für  die  veränder- 
lichen Grössen  ^  und  <p  die  Coordinaten  des  auf  der  Curve  genomme- 
nen consecutiven  Punktes  (^"  +  dty"}  <p"  +  dtp ")  nehmen.    Auf  diese 

Weise  kommt: 

, ,,,      y  —  tp    j    „ 
aw   =  —  -,  — —,  aq>  . 

Wenn  wir  die  Differentialausdrücke  vermittelst  folgender  Gleichung  (7): 
(B  +  Dtp  +  J5ty)<ty  +  (C  +  i>  +  2*»<ty  =  0 

fortschaffep  und  zugleich  auf  folgende  Gleichung: 

A  +  2B<p'+  2Ctl>"+  D<p"2  +  2E<p'V+  *>"2  =  0 

Rücksicht  nehmen,  so  erhalten  wir  endlich  folgende,  in  Beziehung  auf 

qf>",  <p"  und  i\>\  <p'  symmetrische  Gleichung: 

(11)     (C+E^+F^^'+iB+D^+E^fp^+C^+B^+A^O, 

welche,  wenn  wir  <p'  und  ty'  als  veränderlich  betrachten,  die  Tangente 
im  Punkte  (#",  <p")  darstellt,  und  wenn  wir  ty"  und  <p"  als  veränder- 
lich betrachten,  die  Polare  des  Punktes  (^',  <p'). 

Die  Form  der  letzten  Gleichung  stimmt  ganz  mit  der  Form  der 
entsprechenden  Gleichung  in  dem  gewöhnlichen  Coordinatensysteme 
überein.  Dies  ergiebt  sich  leicht  a  priori.  In  dem  Verlaufe  dieses 
Aufsatzes  werden  wir  noch  eine  elegantere  Tangententheorie  ent- 
wickeln. 


*)  Man  hat  nemlich  folgende  beiden  Sätze,  von  denen  einer  aus  dem  andern 
nach  dem  Principe  der  Beciprocität  folgt: 

Wenn  von  den  neun  Durchschnitten  zweier  Systeme  von  drei  geraden  Linien 
drei  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  die  übrigen  sechs  auf  dem  Umfange  einer 
und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung.    (Entwicklungen  S.  266.) 

Wenn  man  zwei  Systeme  von  drei  Punkten  durch  neun  gerade  Linien  ver- 
bindet, und  drei  dieser  Linien  durch  denselben  Funkt  gehen,  so  berühren  die  übrigen 
sechs  eine  und  dieselbe  Linie  zweiter  Ordnung. 
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18.  Wenn  der  Punkt  (#',  <p')  auf  O'O"  liegt,  so  ist  qf/=-0,  um 
je  weiter  er  sich  auf  dieser  Linie  entfernt,  desto  mehr  nähert  sich 

dem  Werthe  - — r-     Hiernach  erhalten  wir  aus  (11): 

sin «  v     ' 

(12)  (CT  sin  a  +  E  sin  «")  $  +  (B  sin  a  +  D  sin  «")  <p 

+  (J.  sin  a  +  5  sin  a")  «=  0, 

für  die  Gleichung  desjenigen  Durchmessers,  der  alle  mit  O'O"  parallelen  . 
Chorden  halbirt.     Ebenso  erhalten  wir 

(13)  (C  sin  «  +  F  sin  «")  ty  -f"  (5  sin  a  +  J5  8in  a")  9 

+  (-4  sin  «  +  C1  sin  a")  =  0, 

(14)  (E  sin  «  —  F  sin  «')  #  +  (D  sin  a  —  2?  sin  a  )  9 

+  (B  sin  a  —  C  sin  «')  =  0 

für  die  Gleichungen  derjenigen  beiden  Durchmesser,  die  alle  mit  00"** 
und  00'  parallelen  Chorden  halbiren. 

Aus  der  Zusammenstellung  irgend  zweier  der  letzten  drei  Glei- 
chungen erhalten  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Curve— 
Wenn  dieser  Punkt  mit  dem  Punkt  0"  zusammenfallen  soll,  so  erhalten: 
wir  folgende  Bedingungsgleichungen: 

C  B  A 


sin  et         sin  a  sin  a" 


Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich,  wenn  0  und  0'  der  Mittelpunkt  dem 
Curve  sein  sollen: 


F  E  C 


Bin  cc        sin  a  sin «" 7 

E_  _     D    _  _     B 
sin  a         sin  a  ein  a" 

Nach  der  12.  Nummer  ist  es  leicht  auszudrücken,  dass  zwei  der  dre  * 
Coordinatenlinien  zweien  zugeordneten  Durchmessern  parallel  sind.  S<* 
erhalten  wir  z.  B.  für  den  Fall,  dass  0"0  und  0" 0'  zweien  zugeordJ 
neten  Durchmessern  parallel  sind,  folgende  Bedingungsgleichung: 

A  sin  a  -\-  C  sin  d'  Hin  a' 

B  sin  a  -f-  E  sin  u"  sin  a 

und  wenn  wir  entwickeln, 

A  sin  a  sin  «'+  B  sin  «  sin  «"+  Cf  sin  «'  sin  a"  -f-  2?  sin2«"  =  0. 

Nach  der  eben  angezogenen  12.  Nummer  können  wir  auch  aus 
drücken,    dass   irgend    zwei    der    drei    Durchmesser   (12),    (13),   (14^ 
parallel  sind,  und  also  zu  der  Bedingungsgleichung  kommen,  die  statt- 
finden niuss,  wenn  die  allgemeine  Gleichung  eine  Parabel  darstellen  solL 
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19.  Sei  wiederum: 

(15)  Ap*  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq%  +  2Eqr  +  Fr3  =  0 

die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung.  Soll  die  Curve 
die  Coordinatenlinie  00'  berühren,  so  muss  diese  Gleichung,  wenn  wir 

p  =  0  setzen,  für  --  zwei  gleiche  Werthe  geben.  Dies  führt  zu  fol- 
gender Bedingungsgleichung: 

E2  =  DF. 

Auf  ähnliche  Weise  erhalten  wir,  wenn  die  Coordinatenlinien  00'r 
und  0' 0"  berührt  werden  sollen,  folgende  Bedingungsgleichungen: 

C*  =  AF,    B*  =  AD. 

Wenn  alle  drei  Coordinatenlinien  von  der  Curve  berührt  werden 
und  wir  A  =  \  setzen,  wodurch  der  Allgemeinheit  kein  Abbruch 
geschieht,  so  können  wir  der  Gleichung  (15),  indem  wir  zugleich  durch 
p*  dividiren,  folgende  Form  geben: 

(16)  1  +  2B<p  +  2Cil>  +  B*<p2  —  2BCytl>  +  CV  —  0. 

Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  B,  C  und  <p,  *l>  symmetrisch. 
Wir  müssen  das  vorletzte  Glied  derselben  mit  dem  Zeichen  —  nehmen, 
weil  wir,  wenn .  wir  das  entgegengesetzte  Zeichen  nehmen,  der  Glei- 
chung folgende  Form* geben  können: 

(i  +  B<p  +  Cti>y  =  o. 

Alsdann  erhalten  wir  also  statt  der  Curve  (16)  ein  System  zweier 
zusammenfallender  gerader  Linien,  was  ganz  der  Anlage  der  letzten 
Entwickelungen  gemäss  ist. 

Wenn  wir  nacheinander  in  der  Gleichung  der  Curve  p  =  0,  q  =  0 
und  r  =  0  setzen,  so  kommt: 

*         B         .  1  1 

für  die  Gleichungen  derjenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die  drei 
Coordinatenpunkte  0",  0'  und  0  mit  den  Berührungen  auf  den  gegen- 
überstehenden Seiten  verbinden.  Hiernach  erhalten  wir  eine  einfache 
Constantenbestimmung  der  Gleichung  (16). 

20.  Wenn  die  durch  die  Gleichung 

A  +  2B<p  +  2Cil>  +  ZV  +  2E<ptl>  +  Ftf  =  0 

dargestellte  Curve  eine  Hyperbel  ist  und  wir  auf  einem  Zweig  derselben 
uns  einen  Punkt  immer  weiter  fortgerückt  denken,  so  nähern  sich  die 
Werthe  von  <jp  und  ^  immer  mehr  einer  bestimmten  Grenze,  ohne  im 
Allgemeinen  unendlich  oder  Null  zu  werden.  Diese  Grenzwerthe  be- 
stimmen zwei  durch  0  und  0'  gehende  gerade  Linien,  die,  je  weiter  jener 
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Punkt  sich  entfernt,  sich  dein  Parallelismus  mit  der  Asymptote  jenes 
Hyperbelzweiges  immer  mehr  nähern.  Hiernach  ergiebt  sich,  wez^-* 
wir  den  Winkel,  welchen  jene  Asymptote  mit  00'  bildet,  <o  nennet; 
für  jene  Grenzwerthe: 

d7)  w ^«--»t-,  ^«=8i,,(^+-a,). 

v      '  t  sin  a>        '  sm  (o 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Curve,  so  kommt  ^ 

(17')    -4sin8G>  —  22?  sin  cd  sin(a  —  a>)  +  2(78^»  sin(a'-f-  <»)  + 
D  sin*(a  —  a>)  —  2JKsin(ct  —  ra)  sin  («  .+  ©)  -f  J,sin8(a'-f-  <d)  =  0. 

Wenn  wir  entwickeln,  so  erhalten  wir  eine  in  Beziehung  auf  taug© 
quadratische  Gleichung.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  bestimmen 
die  Richtungen  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel,  oder  wenn  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  gleich  sind,  die  Richtung  der  Durchmesser 
der  Parabel.  Werden  die  Wurzeln  imaginär,  so' stellt  die  vorstehende 
Gleichung  eine  Ellipse  dar.  Wir  gehen  in  die  Entwickelung  dieser 
verschiedenen  Beziehungen,  die  bei  gehöriger  Annahme  des  Coordinaten- 
dreiecks  sich  sehr  vereinfacht,  nicht  weiter  ein. 

Wenn  die  letzte  Gleichung  (17')  für  tang©  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Werthe  giebt,  so  ist  00'  parallel  einer  Axe.der  Cu*ve.  Für 
diesen  Fall  erhalten  wir,  wenn  wir  überdies  annehmen,  dass  die  Curve 
durch   die   drei  Coordinatenpunkte  geht,  und   also  A  =  D  =  F  =  0 

setzen: 

B sin a  —  C'sin a  +  -Ksin (a  —  a)  =»  0. 

21.    Wenn  die  Coordinatenlinie   O'O".  einer   Asymptote    parallel' 
ist,  so  erhalten  wir  für  die  Grenzwerthe  (17): 

~  sin(a  +  a')  sin  a"  , 

^  ;      ^r  gin  a  sin  a  x  7 

und  hiemach  folgende  in  Beziehung  auf  A}  B  und  I)  lineare  Bedin- 

gungsgleichung: 

A  +  2B<p'+  Dy't^O. 

Soll  00"  überdies  selbst  Asymptote  sein,  so  muss  die  letzte  Gleichung, 
aufgelöst  in  Beziehung  auf  <p',  gleiche  Wurzeln  geben,  wonach: 

J? 1 sina'         1) 1 sin*a' 

cp  sina    7      A  <p 2         ein1« 

Auf  ähnliche  Weise  kommt,  wenn  00"  der  andern  Asymptote  parallel 
ist  und  wir =  ib'  setzen: 

A  +  2CV  +  ity'2  =  0 
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und  wenn  00"  selbst  Asymptote  sein  soll: 

C  1  sin«  F  1    8inaa 

A  ^'  =  —  suT?'  >      A '  ~  ^  —  sin'o" ' 

Hiernach  erhalten  wir,  wenn  wir  zugleich  -4=1  setzen,  für  die 
Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  00"  und  0'  0"  sind: 

l-2J-2$  +  £  +  22^+£  =  0; 
oder: 

sin2a' —  2  <p  sina' sina"  —  2^  sin«  sin  et" -f-  <jp2sin2a'-f- 

2#9>4>  + V*sin*a  =  0. 

In  diesen  beiden  Gleichungen  ist  E  der  einzige  unbestimmte  Coeffi- 
cient,  und  wir  erhalten  alle  möglichen  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- 
system durch  die  Gleichung: 

<jp^  =  0 

dargestellt  wird,  indem  wir  E  alle  möglichen  Werthe  beilegen.  Durch 
eine  einfache  Verbindung  zweier  solcher  Gleichungen  oder  durch  Ver- 
bindung einer  solchen  Gleichung  und  der  Gleichung  des  Asymptoten- 
systems kommen  wir  zu  folgender  Gleichung: 

(sin  a"  —  q)  sin  a'  —  #  sin  a)2  =  0, 

d.  h.  zu  der  Gleichung  des  Systems  zweier  zusammenfallender  unendlich 
weit  entfernter  gerader  Linien. 

Mit  derselben  Gleichung  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  zweier 
ähnlicher  und  concentrischer  Ellipsen  verbinden,  für  deren  allgemeine 
Gleichung  wir  bei  gehöriger  Goordinatenbestimmung  die  folgende,  in 
welcher  M  einen  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet,  nehmen  können: 

sin8  a"  —  2  9  sin  a  sin  a"  —  2  ^  sin  a  sin  a"  -f-  M  qp2  sin2  a  -f- 
2<pi(>  sina  sina'  +  3/^2sin2a  =  01). 

Und  somit  können  wir  mit  H.  Poncelet  {Traitc  des  proprietes  pro- 
jektives No.  130)  sagen,  dass  zwei  ähnliche  concentrische  Linien  zweiter 
Ordnung  in  unendlicher  Entfernung  einen  doppelten  Contakt  haben,  der 
reell  oder  ideal  ist,  je  nachdem  die  beiden  Gurren  Hyperbeln  oder 
Ellipsen  sind,  und  zugleich  haben  wir  die  Gleichung  der  unendlich 
weit  entfernten  Berührungschorde.  In  der  analytischen  Behandlungs- 
weise  der  Linien  zweiter  Ordnung  ist  dieser  Satz  von  keiner  besondern 
Wichtigkeit,  weil  wir  alle  allgemeinen  Beziehungen  sich  doppelt  be- 
rührender Linien  dieser  Ordnung  unmittelbar  erhalten,  indem  wir  die 
Gleichungen  zweier  derselben  durch  allgemeine  Symbole  bezeichnen, 
und  berücksichtigen,  dass  solche  zwei  Gleichungen  sich  immer  zu  einer 
Gleichung,  deren  erster  Theil  das  vollständige  Quadrat  eines  linearen 
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• 

Ausdruckes  ist,  verbinden  lassen.  Der  Satz  gewinnt  aber  in  de  — 
Methode  des  H.  Poncelet  eine  besondere  Bedeutung,  weil  derselb  ^ 
vermittelst  dieses  Satzes  die  allgemeinen  Beziehungen  zweier  siel 
doppelt  berührender  Curven  zweiter  Ordnung  zu  einander  aus  d< 
Eigenschaften  eines  Systems  zweier  concentrischer  Kreise  herleitet 

22.  Tlieorie  der  Osculation     Wenn  die  durch: 

2>2  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq*  +  2Eqr+  2<V  «  0 

dargestellte  Curve  die    Coordinatenlinie    00"  im   Punkte  0  beruh«» 
soll,  so  muss,  wenn  wir  q  =  0  setzen,  die  Gleichung 

p*  +  2Cpr  +  Fr-  =  0 

für  p  zwei  gleiche  und  verschwindende  Werthe  geben,  so  dass  also 

G'  =  0,     F=Q. 

Die  Gleichungen  zweier  solcher  Curven,  die  00"  im  Punkte  0  berühre*»» 
seien  hiernach  folgende: 

p*  +  2Bpq   +  Dr/  +  2Eqr   =  0, 

p*  +  2B'pq  +  l)'q2  +  2  E'qr  =  0. 

Ziehen   wir  diese   beiden  Gleichungen  von  einander   ab,  und   vernach- 
lässigen den  gemeinschaftlichen  Faktor  q,  so  kommt 

2{B—B,)p  +  (/)  —  D')q  +  2(7?  -  E')r  =  0 

für  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Chorde  beider  Curven.     Soll 

diese  Chorde   durch  den  Punkt  0  gehen,  und    sollen   also   die    beiden 

Curven  eine  dreipunktige  Osculation   haben,    so  erhalten  wir   folgende 

Bedingungsgleichung : 

E  =  E\ 

Soll  in  diesem  Falle  der  Durchschnittspunkt  beider  Curven  in  die 
Coordinatenlinie  00'  fallen,  so  erhalten  wir  neben  der  letzten  Bedin- 
guugsgleichung  noch  folgende: 

Für  eine  vierpunktige  Osculation,  wo  die  gemeinschaftliche  Chorde 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente,  der  Coordinatenlinie  00",  zu- 
sammenfallt, erhält  man  endlich  folgende  beiden  Bedingungsgleichungen: 

E=E'}     B  =  B'. 

23.  Für  die  Gleichungen  zweier  Linien  zweiter  Ordnung,  die  00" 
zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben,  erhalten  wir  (21),  indem  wir 

=  ^'  setzen,  Gleichungen  von  folgender  Form: 


sin  a" 


sin  cc 
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j>*  +  2Bpq  -  2  -1,  pr  +  Dq*  +  2Eqr  +  £  r*  =  0, 

j>*  +  2B'pq -2±pr+  D Y  +  22?'3r  +  £  r*  =  0. 

Wenn  wir  abziehen  und  den  gemeinschaftlichen  Faktor  q  vernach- 
lässigen, so  kommt: 

(18)  2(B  -  B')p  +  (D  —  D')q  +  2(J?  -  £>  —  0, 

für  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie,  welche  die  zwei  übrigen 
Durchschnitte  der  beiden  Curven  verbindet.  Diese  Chorde  fällt  mit 
der  Asymptote  00"  zusammen  und  die  beiden  Curven  haben  in  unend- 
licher Entfernung  einen  vierpunltiigen  Contakt,  wenn 

B  =  B\    E  =  E'. 

Soll  dieser  Contakt  bloss  ein  dreipunktiger  sein,  so  ist  die  durch  (18) 
dargestellte  gerade  Linie  der  Asymptote  nur  parallel,  und  es  muss 
also  diese  Gleichung  befriedigt  werden,  wenn  wir  zugleich 


q  =  0  und  —  =  i/>' 


ein«" 


p  ein« 

setzen,  wonach  wir  folgende  Bedingungsgleichung  erhalten: 

B  —  JB'  sin  a" 

E  -  E'         ~~  ein«    " 

24.  Alle  möglichen  Curven,  welche  die  Coordinatenlinien  00" 
und  0' 0"  in  denselben  vier  Punkten  schneiden,  können  wir  durch 
folgende  Gleichung  darstellen: 

p*  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq*  +2Eqr  +  Fr1  =  0, 

indem  wir  B,  C,  D  und  F  als  ein  für  alle  Mal  gegeben  betrachten 
und  E  nach  einander  alle  möglichen  Werthe  beilegen.  Ebenso  stellt 
dieselbe  Gleichung  alle  möglichen  Curven  zweiter  Ordnung  dar,  welche 
00"  und  00'  und  dann  O'O"  und  Of 0  in  denselben  vier  Punkten 
sehneiden,  wenn  wir  einmal  bloss  Bf  das  andere  Mal  bloss  C  als  un- 
bestimmten Coefficienten  betrachten. 

25.  Eine  Linie  zweiter  Ordnung,  welche  die  beiden  Coordinaten- 
linien 0"0  und  0" 0'  in  den  Punkten  0  und  0'  berührt,  hat  folgende 

einfache  Form: 

tf  +  2Eqr  -=  0. 

26.  Folgende  Gleichung: 

p*  +  Iftf  +  Fr*  —  0 

stellt  eine  Linie  zweiter  Ordnung  dar,  in  Beziehung  auf  welche  jede  der 
drei  Coordinatenlinien  die  Polare  des  gegenüberstehenden  Coordinatenpunktes 
ist  (14).    Sind  D  und  F  beide  positiv,  so  i.«t  die  Cnrve  imaginär;  «ind 
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D  und  F  beide  negativ  und  gleich,  und  nehmen  wir  überdies  an,  d< 
Coordinatenwinkel  bei  0"  sei  ein  rechter,  so  stellt  die  Gleichung 

p*  +  D(q*  +  r*)  =  0 

eine  Linie  zweiter  Ordnung  dar,  deren  einer  Brennpunkt  0"  und.  den 
Brennpunktspolare  (Directrix)  00'  ist;  und  diese  Linie  ist  Ellips 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  (—  D)  >  1,  ( —  2>)  =  1,  ( —  D)  < 
Aus  dem  Vorstehenden  ergeben  sich  unmittelbar  mehrere,  bekann 
Sätze. 

27.  Wenn  die  Gleichung 

p*  +  2Bpq  +  2Cpr  +  Dq*  +  2Eqr  +  Fi*  =  0 

eine  Linie  zweiter  Ordnung  darstellen  soll,  von  welcher  die  Coordinate 
linien  00'  und  O'Ü"  berührt  werden,  so  erhalten  wir  folgende  beid< 
Bedingungsgleichungen: 

E*  =  DF,    B*  =  D, 

und  mithin: 

Wenn  dieselbe  Curve  überdies  00"  in  zwei  festen  Punkten  schneid 

J 

soll,  so  ist  C  und  F  constant.    Da  F  constant  ist,  so  ist  es  auch  j 

und  mithin  schneidet  die  Polare  von  0',  die  durch  folgende  Gleichui 
dargestellt  wird: 

B  +  I)<p  +  Eil>  =  0, 

die  Coordinatenlinie  00"  in  einem  von  zwei  festen  Punkten.  In  diea 
beiden  Punkten  und  in  den  Punkten  0  und  0"  wird  00"  harmonic 
getheilt.     Hiernach  erhalten  wir  folgenden  bekannten  Satz: 

Wenn  mehrere  Linien  zweiter  Ordnung  durch  dieselben  leiden  Fun 
gehen  und  dieselben  beiden  geraden  Linien  berühren,  so  gehen  die  Ber 
rungschorden  durch  einen  von  zwei  festen  Punkten  der  gemeinschaftUc 
Chorde  aller  Curven. 

28.  Wenn 

A  +  2B<p  +  2Cl>  -f  D<p*  +  2E<pil>  +  Ff2  =  0 

irgend  eine  Linie  zweiter  Ordnung  darstellt,  so  stellt 

D<p2  +  2E<p4>  +  Fil>*  =  0 

das  System  derjenigen  beiden  geraden  Linien  dar,  die  vom  Punkte 
nach  den  Durchschnitten  der  Curve  mit  00'  gezogen  werden  köni 
mithin  stellt  die  Gleichung: 

(19)  A  +  2B<p  +  2Ol>  =  0 
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diejenige  gerade  Linie  dar,  welche  durch  die  beiden  übrigen  Durch- 
schnitte jenes  Liniensystems  und  der  Curve  geht. 

Die  durch  (19)  dargestellte  gerade  Linie  und  die  Polare  des 
Punktes  0": 

A  -f  Bq>  +  Cty  —  0 

schneiden  sich  nach  der  zehnten  Nummer  auf  der  Coordinatenlinie 
ö  0\  Wenn  wir  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  das  Coordinatendreieck 
ein  durchaus  beliebiges  ist,  so  liegt  hierin  die  allgemeine  Theorie  der 
Pole  und  Polaren. 

29.  Für  die  Gleichungen  derjenigen  beiden  geraden  Linien,  die  zu 
den  beiden  Punkten  0'  und  0  in  derselben  Beziehung  stehen,  als  die 
gerade  Linie  (19)  zu  dem  Punkte  0"  steht,  erhalten  wir 

2B  +  D<p  +  2E1>  =  0, 

2C-f  2E<p  +  Fi>  =  0. 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  und  die  Gleichung  (19)  mit  den 
drei  Gleichungen  (8),  (9)  und  (10)  vergleichen,  so  sehen  wir,  auch 
ohne  die  Beweisart  der  16.  Nummer  zu  wiederholen ,  dass  die  drei 
geraden  Linieir,  welche  die  gegenüberstehenden  Winkelpunkte  des  von 
den  drei  erstgenannten  geraden  Linien  gebildeten  Dreiecks  und  des 
Coordinatendreiecks  verbinden,  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
und  also  auch  die  gegenüberliegenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke  sich 
in  solchen  drei  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Wenn 
wir  den  besondern  Fall  betrachten,  dass  die  drei  Coordinatenpunkte 
auf  der  Linie  zweiter  Ordnung  liegen,  so  erhalten  wir  den  Satz  vom 
umschriebenen  Dreieck  (No.  15). 

30.  Wenn  wir  der  Kürze  wegen  durch 

(20)  A  =  0,    A'=0,    A"=>0 

die  Gleichungen  irgend  dreier  Linien  zweiter  Ordnung  (homogene  Glei- 
chungen des  zweiten  Grades  zwischen  p,  q  und  r)  bezeichnen,  die  durch 
zwei  feste  Punkte  gehen,  und  wir  durch  diese  beiden  Punkte  die  Coor- 
dinatenlinie 00'  legen,  so  können  wir  die  Coefficiehten  von  g3,  qr 
und  r*  in  den  drei  Gleichungen  gleich  nehmen,  so  dass 

A  —  A'=0}    A  —  A"*=0}    A'—A"=0 

drei  Gleichungen  darstellen,  die  linear  sind  und  von  denen  zwei  die 
dritte  bedingen.  Hierin  liegt  der  Beweis  des  bekannten,  an  Corollarien 
reichen  Satzes: 

Wenn  drei  Linien  zweiter  Ordnung  eine  gemeinschaftliclie  Chorde 
haben,  so  gehen  die  zweiten  gemeinschaftliclien  Chorden  je  zweier  derselben 
durch  einen  constanten  Punkt. 
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Wenn  wir  durchaus  keine  besondere  Coordinatenbestimmung  macl 

und  die  gemeinschaftliche  Chorde  der  drei  Curven  (20)  durch  die  61 

chung  c  =  0,  die  drei  zweiten  Chorden  durch  die  Gleichungen  a"= 

a'=0,  a  =  0  und   endlich  durch  im,  m   und  m"  unbestimmte  Coe 

cienten    bezeichnen,    so   kommt   offenbar   (ähnlich   wie   Analyt  gec 

Entw.  No.  383) : 

A  —  m'A'  =  ca"  =  0, 

A  —  m  A"  =  ca    «=  0, 

A' — mA"  —  ca    =  0, 

und  die  Form   dieser  drei   Gleichungen  zeigt,   dass    die    drei   zweil 

Chorden  durch  denselben  Punkt  gehen.     Hierin  liegt  also  ein  ande 

Beweis  des   vorstehenden  Satzes,  und  überdies,  wenn  wir  als  bes 

dem  Fall 

c  =  p  sin  cc" —  q  sin  a  —  r  sin  a 

setzen,  die  Theorie  der  Chordalen  (axes  radicaux)  ähnlicher  und  ahnl 
liegender  Linien  zweiter  Ordnung. 

31.  Wir  wollen  beispielsweise  in  Beziehung  auf  einige  der 
dem  Vorstehenden  vorkommenden  Gleichungen  einen  allgemeinen  S 
über  die  Variation  der  Constanten,  den  ich  bei  einer  andern  Geleg 
heit  gegeben  habe,  construiren,  und  werden  auf  diese  Weise  zu  v 
schiedenartigen  speciellen  Sätzen  kommen.*) 

Wir  haben   in   der   15.  Nummer    für   die  Gleichung   einer  Li 
zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Coordinatenpunkte  geht,  folgende 
funden  (Fig.  18): 

m  }  +:-->■ 

*)  Der  im  Texte  erwähnte  Satz  ist  folgender.    Es  sei: 

(a)  <p(y,  x,  6,  a)=  0 

irgend  eine  algebraische  oder  transcendente  Gleichung  zwischen  zweien  veränc 
liehen  Grössen  y  und  x  und  beliebigen  Constanten,  von  denen  wir  zwei  durc 
und  a  bezeichnet  haben.  Diese  Gleichung  stellt,  wenn  y  und  x  auf  irgend 
Coordinatensystem  bezogen  werden,  eine  Curve  dar;  bezeichnen  wir  irgend  ei 
Punkt  dieser  Curve  durch  (y,  x)  und  betrachten  die  beiden  Constanten  als  C< 
dinaten  und  veränderlich,  so  stellt  die  Gleichung: 

(b)  qp  (y\  x\  y,  x)  =»  0 

eine  neue  Curve  dar,  die  sich  ändert,  wenn  der  Punkt*  (y,  x)  auf  der  gegebe 
Curve  fortrückt,  aber  dabei  nicht  aufhört,  durch  den  festen  Punkt  (y^ft,  x  = 
zu  gehen.  Wenn  die  Gleichung  (a)  eine  Constante  nur  im  Quadrate  enthält, 
geht  die  Curve  (b)  durch  zwei  feste  Punkte;  sie  geht  durch  vier  feBte  Pun 
wenn  jene  Gleichung  nur  die  (Quadrate  der  beiden  Constanten  enthält.  Ni< 
verhindert  uns  in  der  ursprünglichen  Gleichung  b  und  a  Null  zu  setzen. 
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Bezeichnen  wir   irgend   einen  Punkt  M  dieser  Curve  durch   (y\  p"), 
so     ist 

betrachten   wir  ferner   in  dieser  Gleichung   0   und   a  als   veränderlich 

und    setzen  ß  =  *>,  a  =  (*,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

(2)  v'u+pv—uv, 

die    eine  gerade  Linie  darstellt,  welche,  wie   auch  der  Punkt  {?',  p) 

auf   der  Curve   (1)  fortrücken    mag,   immer   durch   den   festen  Punkt 

(y  =  ß,  ft  =  a)  oder  durch 

P",   den  Durchschnitt  der 

beiden  Tangenten  in   den 

Coordinatenpunkten  0  and 

0'  geht. 

Die  Construktion  der 
geraden  Linie  (2),  die 
durch  die  beiden  Punkte 
(•*',  oo)  oder  V,  und 
(°o,  p,')  oder  W  geht, 
giebt   folgenden    bekann- 

tea  Sa*2:  *n,.  ia 

Wenn    man    in   eine 
Littie  zweiter  Ordnung  über  einer  und  derselben  Chordc  als  Basis  mehrere 
Dreiecke  beschreibt,  so  geht  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  Durchschnitte 
<*er  Schenkel  je  zweier  solcher  Dreiecke  verbindet,  durch  einen  festen  Funkt, 
den  pol  (fo-  gemeinschaftlichen  Basis  aller  Dreiecke. 

Wir  einhalten  andere  Constructionen  desselben  Satzes,  wenn  wir 
Mcht  ß  und  o,  sondern  ( — ß)  und  a  oder  ß  und  ( — a)  für  die  ver- 
a°deriichen  Grössen  nehmen  und  statt  (2)  die  Gleichungen 

—  v'u  +  P  'v  =  uv,  v'u  —  u'v  =  uv 
^Ustruiren,  welche  solche  gerade  Linien  darstellen,  die  durch  die 
k^iden  festen  Punkte  (y=— 0,  u  =  a)  oder  P',  und  (v  =  ß,  u=  —  k) 
°deT  P  gehen.  Wir  erhalten  aber  einen  andern  Satz,  wenn  wir  ( — ß) 
nad  (—  a)  fflr  die  beiden  veränderlichen  Grössen  nehmen  und  also 
folgende  Gleichung: 

v'u  +  u'v  +  uv  =  0, 
oder; 

(3)  p  +  p'q  +  v'r  =  0 

cenatmiren.     Die  durch   diese   Gleichungen    dargestellte    gerade   Linie 
geht  durch  den  festen  Punkt  (v  =  —  ß,  u  = 

Iltiktr,  Wirk*.  I. 


-a)  d.  h.  durch  0,  den 
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Kreuzungspunkt  derjenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die  Winkel 
punkte  des  umschriebenen  Dreiecks  ~P~P"P"  mit  den  gegenüberliegen 
den  Berührungspunkten  0,  0'  und  0"  verbinden. 

Wenn  wir  von  irgend  einem  Punkte  (i/,  yT)  gerade  Linien  nae 
den  Winkelpunkten  des  Coordinatendreiecks  ziehen,  so  bestimmen  di 
Durchschnitte  derselben  mit  den  Seiten  dieses  Dreiecks  ein  neue 
Dreieck  UVW.  Die  gegenüberliegenden  Seiten  der  beiden  Dreieck 
schneiden  sich  in  solchen  drei  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegex 
und  diese  gerade  Linie  wird  durch  (3)  dargestellt.  Wenn  der  Pu$d 
(i/,  (i)  auf  irgend  einer  durch  die  Winkelpunkte  des  Dreiecks  OO'O 
gehenden  Linie  zweiter  Ordnung  fortrückt,  so  dreht  sich  diese  gerad 
Linie  um  einen  festen  Punkt.  (Dieser  Satz  ist  von  Herrn  Steine 
in  einem  früheren  Hefte  dieses  Journals*)  zur  Beweisführung  vorgeleg 
worden.  Ich  bemerke  beiläufig,  dass  bei  dem  analogen  Satze  in 
Kaum  an  die  Stelle  der  beliebigen,  dem  Dreieck  umschriebenen  Lini 
zweiter  Ordnung  irgend  eine  Fläche  dritter  Ordnung  tritt,  in  welche: 
die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  liegen.) 

32.  Wenn  wir  in  der  Gleichung  (1)  der    vorigen  Nummer  nich 

ß  und  a,  sondern  -w  und        als  veränderliche  Grössen  construiren.  si 

erhalten  wir  nach  derselben  Verfahr ungs weise  nun  nicht  mehr  geradi 
Linien,  die  durch  denselben  Punkt  gehen,  sondern  Linien  zweiter  Ord 
nung,  die,  ausser  in  den  drei  Coordinatenpunkten,  sich  noch  in  einen 
vierten  festen  Punkte  schneiden.  Die  Bestimmung  dieser  Curven  ha 
keine  Schwierigkeit. 

33.  Wir  können  auch  von  der  Gleichung  (2): 

als  der  Gleichung  einer  gegebenen  ge 
raden  Linie  ausgehen,  und  indem  wi 
(+  v)  und  (+  p')  als  veränderlich  be 
trachten  und  irgend  einen  Punkt  diese 
Linie  durch  (ß,  d)  bezeichnen,  zu  de 
Gleichung  einer  Linie  zweiter  Ordnung 

—   ß   —   a 

zurückgehen.     Alle  Linien   dieser  Ord 

nung,    die    wir    auf   diese    Weise    ei 

halten,   indem   der    Punkt   (ß,  a)   auf   der   gegebenen  geraden  Lini 

fortrückt,  gehen  durch  den  festen  Punkt  (+  v'}  +  ft').    Wenn  (Fig.  18 

*)  [Vgl.  Crelle's  Journal,  Band  3,  S.  211,  Lehrsatz  22.] 
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MN  die  gegebene  gerade  Linie  ist,  und  die  Coordinatonlinitm  00" 
und  O'O"  in  den  beiden  Punkten  Q  und  R  schneidet ,  so  int  S,  dt»r 
Durchschnitt  von  OR  und  0'  Q}  der  feste  Punkt  (y',  /x').     Also: 

Alle  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  durch  dieselben  drei  Punkte 
gehen  und  in  diesen  drei  Punkten  die  Seiten  eines  veränderlichen  Dreieck* 
berühren,  in  welchem  einer  der  drei  Winkelpunkte  oder  der  Kreuzungspunkt 
der  von  diesen  Winkelpunkten  nach  den  gegenüberliegenden  Berührungen 
gezogenen  geraden  Linien  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  fortrückt, 
gehen  durch  noch  einen  vierten  festen  Punkt. 

Wenn  ein  Winkelpunkt  auf  einer  geraden  Linie  fortrückt ,  ho 
rücken  offenbar  auch  die  beiden  übrigen  Winkelpunkte  und  der  Kn*u- 
zungspunkt  auf  geraden  Linien  fort,  und  wenn  der  Kreuzungspunkt 
auf  gerader  Linie  fortrückt,  so  thut  es  auch  jeder  Winkelpunkt. 

Nach  der  Theorie  der  Reciprocitat  (des  polaires  reciproques)  er- 
halten wir  aus  dem  Vorstehenden  folgenden  Satz: 

Wenn  man  in  ein  gegebenes  Dreieck  beliebig  viele  Linien  zweiter 
Ordnung  beschreibt,  so  entsprechen  jeder  derselben  drei  BerübrungH- 
chorden,  welche  die  drei  Dreieckseiten  in  solchen  drei  Punkten 
schneiden,  die  in  derselben  geraden  Linie  liegen.  Wenn  irgend  eine 
jener  drei  Berührungschorden  durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  thun 
es  auch  die  beiden  andern  und  jene  letztgenannte  gerade  Linie:  als- 
dann berühren  aBe  Curven  ausser  den  Dreieckseilen  nocJi  eine  cmdante 
vierte  gerade  Linie. 

34.  Für  die  Gleichung  einer  die  drei  Coordinatenlinien  berührenden 
Linie  zweiter  Ordnung  erhalten  wir  nach  der  19.  Nummer  folgende: 

(1)  1  —  2A<p  —  2Bt  +  A***  —  2AB<pp  +  BV  —  0, 

wenn  der  Kreuzungspunkt  der  drei  von  den  Gwrdinatenpunkten  naeb 
den   gegenüberstehenden  Berührungen  gezogenen   geraden    Linien   der 

Punkt  \jf>  =  -^  t  qp  =  —J  ist     Bezeichnen  wir  irgend  einen  Funkt  der 

Curve  durch  (+',  %  \,  so  stellt  die  Glekbnxig: 

(2)  1  —  2*>  -  2ir'r  +  *'V  -  2*»«r  -f  *'V  —  0 

neue,  die  drei  Coordinaiexilinksi  fcr&lireitde  Linien  zm'&er  Or4uwjt? 
dar,  die  alle  durch  &n  fe*rt*a  Punkt    r  —  B,  %  —  A)  gel*»  und  für 

welche  der  Tenaderikäie  Kj*rooiig*jrtu*fa  iv  mm    f  9  m,  —      i  j^ 

Die  Beziehung  der  Cur**-   0;  si  /*oer  Cutt>-  *2\  i*<t  eäu<r  #e&eu 
seitige.   Der  KivuiHing^mnkt  äw  ejjMOi  loa  «*  *J*xJTdLbü&teaj  dj*  r**:j.yr</k#Mi 
Werthe  der  CoordiiacKsi  em»*  Puurv**  der  &u4**jou     «ryjud  ot****/  ;/^ejud 
zwei  Punkte  der  Out*    1  »  jb*^m*sl-  *'--  *fliiwVau  w/r  je**-;  '.-vr***  r2  - 
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diese  beiden  Curven  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten, 
und  die  reciproken  Coordinatenwerthe  dieser  vier  Punkte  bestimm.  ^** 
die  vier  Kreuzungspunkte  derjenigen  vier  Linien  zweiter  Ordnur^-g; 
welche  im  Allgemeinen  die  drei  Goordinatenlinien  berühren  und  dur^^t* 
die  beiden  gegebenen  Punkte  gehen.  Die  hierdurch  angezeigte  G<m^*" 
struction  einer  Linie  zweiter  Ordnung,  die  drei  gegebene  gerade  Lini^?** 
berührt  und  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht,  lässt  sich  nach  bekannt^^** 
Sätzen  auf  elementarem  Wege  ausführen.  — 

35.    Wenn  wir  durch  die  Gleichung: 

(1)  *'(*,  <p)  =  0 

irgend  eine  algebraische  oder  transcendente  Curve  darstellen,  so  erhall 
wir  die  Gleichung  einer  zweiten  Curve,  wenn  wir  für  ty  und  q>  il 
reciproken  Werthe  nehmen: 

<2)  f(t  J)--F(»,i»)-o. 

Die  Beziehung  der  beiden  Gleichungen   zu   einander   ist   eine   gegen — 
seitige.     Im  Allgemeinen  ist,  wenn  die  eine  derselben  algebraisch  un< 
von  irgend  einem  «*ton  Grade  ist,  die  andere  vom  2mteu  Grade.    Beid 
Curven  sind  durch  gleichviele  Punkte  bestimmt.    Wenn  eine 
gegeben  ist,  so  können  wir  so  viele  Punkte  der  andern  construiren. 
als  wir  wollen.    Wenn  (1)  irgend  eine  gerade  Linie  darstellt,  so  stell 

(2)  eine  durch  die  drei  Coordinatenpunkte  gehende  Linie  zweiter  Ord- 
nung dar.     Wenn  daher  ausser  diesen   drei  Coordüiatenpunkten  noc 
irgend  zwei  Punkte  dieser  Linie  gegeben  sind,   so   können   wir  zwe: 
Punkte  jener  geraden  Linie  und  dann  wiederum  so   viele  Punkte  dei 
Linie   zweiter  Ordnung  construiren,   als    wir   wollen.   (No.  7.) 
(1)  eine  durch  einen  Coordinatenpunkt  gehende  gerade  Linie  darstellt» 
so  stellt  (2)  eine  zweite  solche  gerade  Linie  dar.    Wenn  (1)  eine  durc 
zwei  Coordinatenpunkte  gehende   gerade  Linie   zweiter  Ordnung 
stellt,  so  stellt  (2)   ebenfalls  eine  solche  Linie  zweiter  Ordnung  dar. 
und  diese  beiden  Linien  können  auch  identisch  dieselben  sein. 

Durch  drei  Tangenten  und  einen  der  beiden  Brennpunkte  ist  eine 
Linie  zweiter  Ordnung  vollkommen  bestimmt.  Lässt  man  diese  Linie 
sich  so  ändern,  dass  der  eine  Brennpunkt  die  Curve  (1)  beschreibt, 
so  beschreibt  der  andere  Brennpimkt  die  Curve  (2).  (No.  8).  In  dem 
Falle  der  l'arabd  liegt  ein  Brennpunkt  unendlich  weit;  wir  können 
also  für  (1)  nach  der  11.  Nummer  folgende  Gleichung  nehmen: 

sin  a      ,      ,  sin  a  t 

^  sin  cc      ■     ^  Bin  a  7 

und  erhalten  alsdann  für  (2):  I 


I 
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sin  a      .        sin  et  H 

ti     — „  +  v  - — 7>  =  1; 

r  sin  a      ■        sin  a  7 


eine  Gleichung,   in   der   wir  ohne  Mühe   die  Gleichung   des   um  das 
Coordinatendreieck  beschriebenen  Kreises  erkennen. 


Theorie  der  Reciprocität.*) 

36.  Die  Theorie  der  Reciprocität  **)  ist  unstreitig  eine  der  schön- 
sten und  bedeutendsten  Erweiterungen  der  Geometrie  in  neuester  Zeit. 
In  die^Chre  ihrer  ersten  Erfindung  theilen  sich  die  Herren  Gergonne 
und  Poncelet.  Ich  meinerseits  bin  später  auf  einem  sehr  verschie- 
denen, rein  analytischen  Wege  und  ohne  eine  conique  directrice  zu 
Hülfe  zu  nehmen,  zu  demselben  Ziele  gekommen  und  habe,  was  immer 
der  unschätzbare  Vortheil  der  analytischen  Methode  ist,  gleich  von 
Anfang  an  der  Sache  eine  viel  allgemeinere  Seite  abgewonnen.  Eine 
Entwickelung  der  analytischen  Theorie  der  Reciprocität  habe  ich  bereits 
im  August  1828  an  den  verdienstvollen  Redakteur  der  Annalm  nach 
Montpellier  eingesandt***):  ich  kann  hier  nur  ein  paar  Andeutungen 
geben,  die  in  speciellerer  Beziehung  zu  dem  neuen  Coordinatensysteme 
stehen. 

37.  Es  sei: 

b*l>  -f-  a<p  =  1 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie.  Wir  wollen  den  leicht  zu 
construirenden  Punkt  (i>  =  b,  <jp  =  a)  den  Toi  dieser  Linie  nennen. 
Es  sei  ferner  (#',  qp')  irgend  ein  Punkt  der  geraden  Linie;  alsdann 
stellt: 

#'#  ~f*  ^V  —  i 

irgend  eine  gerade  Linie  dar,  die  durch  den  Punkt  (6,  a)  geht,   und 


*)  Um  kein  neues  Wort  einzufahren,  werde  ich  diesen  Ausdruck  als  die 
Uebertragung  des  Po  nee  le  fachen  „ihcorie  des  polaircs  reeiproques"  gebrauchen. 
**)  Aus  der  im  Texte  entwickelten  analytischen  Theorie  der  Keciprocit&t 
springt  sogleich  in  die  Augen,  dass  sich  jeder  Satz,  der  sich  auf  gerade  Linien 
bezieht,  und  zur  „geometrie  de  Situation"  gehört,  unmittelbar  auf  alle  solche  alge- 
braische oder  transcendente  Curven,  deren  Gleichungen,  bezogen  auf  irgend  ein 
Coordinatensystem,  in  Beziehung  auf  zwei  ihrer  Constanten  linear  sind,  übertragen 
und  also  unendlich  vervielfältigen  läset.  Da  unsere  Entwickelungen  auf  der 
Variation  der  Constanten  beruhen,  so  erscheint,  wie  ich  schon  anderswo  ange- 
deutet habe,  wenn  wir  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  die  Reciprocität  ins- 
besondere auch  mit  der  Theorie  der  Abwickelung  (thecrie  des  deoeloppecs  et 
deve&oppantes)  unter  einem  allgemeinen  Gesichtspunkte. 

***)  [Der  bezügliche  Aufsatz  ist  nicht  gedruckt  worden;    vgl.    die  Vorrede 
zum  zweiten  Bande  der  „analytisch-geometrischen  Entwickelungen1*  S.  VII  ] 
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deren   Pol,   der    obigen   Definition    gemäss,   der   Punkt   (^',  9?')  ist 
Also: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Pole  aller  geraden  Linien,  die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehen ,  ist  eine  gerade  Linie,  deren  Pol  jener  Punkt  ist. 

Auf  diesen  Satz  lässt  sich  unmittelbar  die  ganze  Theorie  der 
polaires  reciproqucs  gründen.  Wir  verweilen  nicht  hierbei,  weil,  ausser 
der  Definition  und  der  Construction  des  Poles,  hier  alles  sich  gerade 
so  verhält,  wie  bei  dem  gewöhnlichen  Coordinatensysteme,  und  wollen, 
nur  ein  Beispiel  von  der  Verallgemeinerung  dieser  Theorie  geben. 

38.   Es  sei:  » 

(i)  I-  +  7-1 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie.  Wir  wollen  den  Punk* 
ty  =  b,  tp  =  a)  den  Pol  der  geraden  Linie  nennen.     Es  sei  ferner: 

die  Gleichung  irgend  einer  durch  die  drei  Coordinatenpunkte  gehendes 
Linie  zweiter  Ordnung.  Wir  wollen  den  Punkt  (^  =  2?,  y=i)  den 
Pol  dieser  Linie  zweiter  Ordnung  nennen.  Bezeichnet  nun  ($',  tp^ 
irgend  einen  Punkt  der  geraden  Linie  (1),  so  stellt 

(2)  f  +  V-1 

eine  Linie  zweiter  Ordnung  dar,  die  durch  den  Punkt  (6,  a)  d.  \m 
durch  den  Pol  von  (1)  geht,  und  deren  Pol  gegenseitig  der  auf  (1* 
liegende  Punkt  (#',  9/)  ist.     Also: 

Der  geometrisdie  Ort  für  die  Pole  aller  Linien  zweiter  Ordnung* 
die  ausser  durch  die  drei  Coordinatenpunkte  nocli  durch  einen  vierten  festet* 
Punkt  gelten,  ist  eine  gerade  Linie,  deren  Pol  dieser  vierte  feste  Punt 
ist,  und  gegenseitig,  der  geometrische  Ort  für  die  Pole  aller  geraden  Liniem 
die  durch  denselben  festm  Punkt  gehen,  ist  eine  Linie  zweiter  Ordnung^ 
deren  Pol  dieser  feste  Punkt  ist 

Die  Pole  der  Seiten  eines  gegebenen  Sechsecks  z.  B.  bestimmes 
ein  neues  Sechseck,  dessen  Seiten  Bogen  von  Linien  zweiter  Ordnung 
sind  und  die  Winkelpunkte  des  gegebenen  Sechsecks  zu  Polen  haben 
Wenn  sich  eine  Linie  zweiter  Ordnung  in  das  gegebene  Sechseck  be* 
schreiben  lässt,  so  schneiden  sich  diejenigen  Linien  zweiter  Ordnung 
deren  Bogen  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  zweiten  Sechseck: 
sind,  in  solchen  drei  Punkten,  die  mit  den  drei  Coordinatenpunkter 
auf  derselben  Linie  zweiter  Ordnung  liegen.  Wenn  sich  um  dai 
gegebene  Sechseck  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beschreiben  lässt,  sc 
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sctuneiden  sich  diejenigen  drei  Linien  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
die  drei  Coordinaienpunkte  und  die  drei  Paare  von  gegenüberliegenden 
W  ixiielpunkten  des  zweiten  Sechsecks  gehen,  in  demselben  Punkte  u.  s.  w. 

39.  Von  der  Vervielfältigung  bekannter  Sätze,  worin  eigentlich 
die  Tfheorie  der  Reciprocität  besteht,  wollen  wir  nur  ein  einziges  Bei- 
spiel geben.  Wenn  die  gegenüberliegenden  Winkelpunkte  zweier  Drei- 
ecke auf  drei  durch  denselben  Punkt  gehenden  geraden  Linien  liegen, 
so  schneiden  sich,  wie  bekannt,  die  gegenüberliegenden  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  in  solchen  drei  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen. 
Diesem  Satze  entspricht  nach  der  vorigen  Nummer  folgender: 

Drei  Linien  »weiter  Ordnung ,  welche  durch  irgend  drei  feste  (Coor- 
dincUen-) Punkte  gehen,  schneiden  sidi  paarweise  genommen  noch  in  drei 
Funlcten:  legt  man  durch  jeden  dieser  Durchschnitte,  durch  die  drei  Coor- 
di*u*tenpunkte  und  irgend  einen  vierten  festen  Punkt  drei  neue  Linien 
derselben  Ordnung,  so  schneiden  diese  die  drei  gegebenen,  ausser  in  den 
drei  Coordinatenpunkten,  noch  in  drei  Punkten,  und  diese  sechs  Punkte 
Hegen  auf  einer  und  derselben  Linie  eweiter  Ordnung2). 

40.  Wenn  irgend  eine  Curve  gegeben  ist,  so  giebt  es  eine  zweite 
Cxirve,  welche  alle  durch  drei  feste  Punkte  (Coordinatenpunkte)  gehen- 
den Linien  zweiter  Ordnung,  deren  *Pole  auf  der  ersten  Curve  liegen, 
u*nli1illt  und  deren  "Punkte  wiederum  die  Pole  der  Tangenten  der 
^weiten  Curve  sind.  Der  Grad  der  ersten  Curve  zeigt  an,  wie  viele 
Linien  zweiter  Ordnung  sich  im  Allgemeinen  durch  die  drei  Coor- 
dinatenpunkte und  einen  vierten  beliebigen  Punkt  legen  lassen,  die  die 
zweite  Curve  berühren;  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  zweiten 
Curve  mit  einer  durch  die  drei  Coordinatenpunkte  gehenden  Linie 
^weiter  Ordnung  zeigt  an,  wie  viele  Tangenten  sich  im  Allgemeinen 
an  die  erste  Curve  legen  lassen. 

Wenn  die  Gleichung  der  ersten  Curve  gegeben  ist,  so  können  wir 
leicht  die  Gleichung  der  zweiten  Curve  finden,  und  umgekehrt.  Wenn 
etwa  eine  zweite  Curve  durch  die  Gleichung: 

(3)  f  =  Ffa) 

gegeben  ist,  so  erhalten   wir  die  ihr   zugehörige    erste  Curve,   wenn 
*ir  zwischen  der  vorstehenden  Gleichung  (3)  und  der  Gleichung: 

nni  den  beiden  Differentialgleichungen  derselben: 

dtp  vr/J      dtp  A  —  tp 


l 
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#,  q>  und  j^  eliminiren  und  in  der  resultirenden  Gleichung  if  und      ^ 

für  B  und  A  schreiben. 

Wenn  insbesondere  die  Gleichung  (3)  eine  gerade  Linie  darstel^^" 
und  demnach  folgende  Form  hat:  • 

btp  ^  a<p  =  1, 

so  erhalten  wir  für  die  gesuchte  Curve  eine  Linie  zweiter  Ordnung — 
Hieraus  ist  nach  den  Bemerkungen  zu  Anfang  dieser  Nummer  ersieht- — 
lieh,  dass  durch  vier  Punkte  sich  im  Allgemeinen  zwei  Linien  zweiter  - " 
Ordnimg  legen  lassen,  die  eine  gegebene  Gerade  berühren.  Zugleich  - 
ergiebt  sich,  dass,  da  zwei  Linien  zweiter  Ordnung  sich  im  Allgemeinen  - 
in  vier  Punkten  schneiden,  es  eben  so  viele  Linien  zweiter  Ordnung  -7 
giebt,  die  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  zwei  gegebene  gerade  ^ 
Linien  berühren.     Wir  müssen  hier  aus  Mangel  an  Raum  abbrechen— 


Coordinatenverwandlung. 

41.    Die  Verwandlung  der  Coordinaten  hat  in  dem  neuen  Systeme 
eine  viel  grössere  Ausdehnung,  als  in  dem  gewöhnlichen  Systeme, 
wir  aber  von  derselben  in  diesem  Aufsatze  keinen  Gebrauch  machen*  - 
so  beschränken  wir  uns  auch  hier  nur  auf  einige  Andeutungen. 

Die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  bezogen  auf  irgend  drei.Coor — 
dinatenpunkte,  ist  in  Beziehung  auf  j>  und  <p  vom  ersten  Grade,  undÄ 
bleibt  es,  wie  wir  auch  die  drei  Coordinatenpunkte  anders  annehmen-* 
mögen.     Hiernach  ist,  wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes 
in  dem  einen  Systeme  $  und  qp,  und  die  Coordinaten  desselben  Punktes 
in  dem  andern  Systeme  W  und  <P  nennen: 

(1)  W  —  a  +  b1>  +  c<p, 

(2)  &  =  d  +  et  +  fq>. 

a,  b,  c,  d,  c  und  /'  sind  Constanten,  die 
nach  der  bekannten  Methode  bestimmt 
werden  müssen.  Wir  wollen  beispiels- 
weise den  speciellen  Fall  nehmen,  dass 
sich  bloss  (Fig.  20)  die  eine  Coordinaten- 
linie  0"0'  um  den  Punkt  0"  bis  O" & 
Fig  20  dreht,  und  den  -Winkel  00" Sl'  durch  y 

bezeichnen,    während    wir    den    Winkel 
00"0'7  wie  gewöhnlich,  y  nennen.     Bei   dieser  Annahme  ist  offenbar 

(3)  0  =  9), 
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so  dass:  <?  =  e«=0,  /•— 1.  Da  für  den  Punkt  0"  zugleich  W,  1> 
und  q>  verschwindet,  so  ist  auch  a  =  0.  Dividiren  wir  die  Gleichung 
(1)  durch  9  =  g>,  so  kommt  also 

Für  0"0'  erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 

V  sin(y  —  y')        M> 


— , 


=  o, 


0  sin  y  <p 

und  für  0"ü'  folgende  Gleichungen: 

—  =  0      —  =  sin(y  —  r'>- 

^  '       <p  siny' 

und  mithin  ergeben   sich   zur  Bestimmung  der  Coefficienten  b  und  c 
aus  (4)  folgende  beide  Gleichungen: 

__  sin  (y  —  y')  _ 

sin  y  ' 

0e=fcBin(y-/) 

sin  y  ■ 

Hiernach  erhalten  wir: 

.         sin  (y '  —  y)        ,  sin  y' 

sin  y        7  sin  y 

und  endlich: 

(5)  *P sin y  =  ^  sin y'  +  9?  sin  (y'  —  y). 


Allgemeinere  Coordinatenbestimmung. 

42.  Wir  haben  in  dem  Bisherigen  nur  drei  gerade  Linien  als 
Coordinatenlinien  genommen.  Wir  können  deren  aber  auch  beliebig 
viele  nehmen.  Die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von  solchen  festen 
Coordinatenlinien  wollen  wir  durch  p}  q9  r,  s}  t, .  . . .  bezeichnen.  Als- 
dann stellt  die  Gleichung: 

(1)  F(p,  q,  r,  s,  t, .  . . .)  —  0 

irgend  eine  Curve  dar,  deren  Ordnung  durch  den  Grad  dieser  Glei- 
chung angezeigt  wird.  Zwischen  irgend  dreien  der  verschiedenen  Ab- 
stände findet  eine  lineare  Beziehung  statt,  und  einen  vierten  Abstand 
können  wir  hiernach  auch  ohne  constantes  Glied  durch  drei  gegebene 
auf  lineare  Weise  ausdrücken,  so  dass  also,  wenn  wir  durch  a,  b,  c, 
a,  b',  c  u.  s.  w.  Constanten  bezeichnen,  die  von  der  gegenseitigen  Lage 
der  Coordinatenlinien  abhängen: 

s  =  a  p  -f-  b  q  +  er 

t  =  dp  +  Vq  +  er 
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Wir  wollen,  wie  bisher,  auch  in  dem  Folgenden  annehmen,  die  Glei- 
chung (1)  sei  in  Beziehung  auf  die  verschiedenen  Abstände  p}  qf  r}  s}  t9 . . . 
homogen. 

43.  Wir  wollen  der  Kürze  halber  irgend  eine  homogene  Funktion 
des  wten  Grades  von  p}  q}  r,  s9  t} . . .  durch  U  bezeichnen.  Alsdann 
ist  nach  dem  bekannten  Theorem  über  die  homogenen  Funktionen: 

/1N  dU      .   du      .    dU      .    dU      .    cU.  1T 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  gleich  Null  gesetzt: 
/o\  du       .    dU       .    dU       .    dU      .    dU  .  A 

(2)  d^»  +  di*+drr  +  Tss+-drit'--'  =  0 

ist  also  die  Gleichung  der  Curve  selbst,  die  auch  durch  U=0  dar- 
gestellt wird.  Beziehen  wir  aber  in  dieser  letzten  Gleichung  die 
partiellen  Differentialcoefficienten  auf  einen  gegebenen  Punkt  der  Curve, 
für  welchen  p  =  p',  q  =  q\  r  =  r',  s  =  s',  t  =  t'  u.  s.  w.,  und  be- 
trachten mithin  dieselben  als  constant,  so  stellt  die  letzte  Gleichung, 
die  wir  der  Kürze  halber  bei  dieser  Voraussetzung  folgendergestalt 
schreiben  wollen: 

(3)  V  =  0, 

eine  gerade  Linie  dar.  Diese  Gerade  geht  durch  den  gegebenen  Punkt 
der  Curve,  denn  die  letzte  Gleichung  wird  nach  dem  oben  erwähnten 
Theorem  befriedigt,  wenn  wir  p  =  p',  #  =  #'...  setzen.  Noch  mehr, 
differentiiren  wir  die  Gleichung  (3)  und  die  Gleichung  der  gegebenen 
Curve,  so  ergiebt  sich: 

wenn  wir  nach  der  Differentiation  für   die  veränderlichen  Grössen  die 

besondern  Werthe  p'7  q,  r',  s'}  t'} substituiren.     Die  'durch  die 

Gleichung  (3)  dargestellte  Linie  ist  also  eine  Tangente  der  Curve  in  dem 
gegd>enen  Piinkte. 

Beschränken  wir  uns  auf  drei  Coordinatenlinien  wie  in  dem  Frühem, 
so  erhalten  wir  hiernach  für  die  Tangente  in  irgend  einem  gegebenen 
Punkte  folgende  Gleichung: 

du     .  du     .  du        A 

wobei  wir  nach  der  Differentiation  in  den  partiellen  Differentialcoeffi- 
cienten für  p,  q  und  r  diejenigen  Werthe  substituiren  müssen,  die 
sich  auf  den  gegebenen  Berührungspunkt  beziehen.  Hiernach  erhalten 
wir  z.  B.,  wenn  die  Gleichung  der  Curve  vom  zweiten  Grade  ist,  so- 
gleich die  allgemeine  Gleichung  der  17.  Nummer. 
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44.  Wir  können  weiter  {Afren.  Es  führt  uns  das  Theorem  über 
die  homogenen  Funktionen  nicht  nur  zu  der  eben  entwickelten,  gewiss 
sehr  zierlichen  Tangentenmethode ,  sondern  auch  zu  der  Theorie  des 
Contaktes  höherer  Ordnung.  Wir  haben  nämlich  nach  diesem  Theorem 
auch: 

+  T?  r  +  2  j^ps  + -  m(m  -  1)  U. 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung,  gleich  Null  gesetzt,  ist  also  die  Glei- 
chung der  gegebenen  Curve.  Beziehen  wir  die  partiellen  Differential- 
coefficienten  wiederum  auf  einen  gegebenen  Punkt;  dessen  Coordinaten 
P  >  Q>  r  i  s'j  t'>  •  •  •  •  sind;  und  betrachten  mithin  dieselben  als  constant, 
so  stellt;  wenn  wir  bei  dieser  Voraussetzung  den  ersten  Theil  der 
letzten  Gleichung  durch   W  bezeichnen;  die  Gleichung: 

(4)  W=0 

eine  Linie  zweiter  Ordnung  dar,  die  aus  denselben  Gründen,  wie  in  der 
vorigen  Nummer  die  Tangente,  durch  den  gegebenen  Punkt  geht.  Da 
auch  diese  Gleichung  homogen  und  überdies  vom  zweiten  Grade  ist, 
so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  bezügliche 
Curve: 

W  P  +  jf  Q  +  -fr  r  +  -fr  s  • . .  •  =  0 , 

wobei  wir  die  partiellen  Differentialcoefficienten  auf  den  Berührungs- 
punkt beziehen.   Diese  Gleichung  ist  aber  identisch  mit  der  Gleichung  (2). 

O  TT 

Da  nämlich  auch  «-  eine  homogene  Funktion  und  vom  (w  —  1  )ten 
Grade  ist,  so  kommt: 

W*p  +  dFTqq+dFrrr+dFTss+ (m-l)ef 

Der  erste  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  nichts  anderes  als  -5-  -*—  > 
so  dass  also: 

w  -  2{m  -  1)  ?-  • 

Auf  ganz  analoge  Weise  ist  auch: 

dW        .        ..du 
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Die  gegebene  Curve  hat  also  mit  dq£  durch  die  Gleichung  (4)  da 
gestellten  Linie  zweiter  Ordnung  in  dem  gemeinschaftlichen  Punk 
eine  gemeinschaftliche  Tangente. 

Wenn  wir   die  Gleichung  (4)  und  die  Gleichung  der  gegeben« 
Curve  zweimal  differentiiren,  so  kommt  offenbar: 

d*W=2d*U, 

wenn"  wir  nach  der  Differentiation  für  die  veränderlichen  Grossen  di_ 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  substituiren.     Die  durch  die  Gle: 
chung  (4)  dargestellte  Linie  zweiter  Ordnung  hat  also  mit  der  gegebene: 
Curve    in  dem  auf  derselben  gegebenen  Punkt   einen  Contakt  zweite 
Ordnung. 

45.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  wir  für  jeden  beliebigen  a 
der  gegebenen  Curve  gegebenen  Punkt  unmittelbar  nicht  nur  die  Gle 
chung  der  Tangente,  sondern  auch  die  Gleichungen  osculirender  Cu 
erhalten.  Wenn  der  Grad  der  gegebenen  Curve  eine  ganze  Zahl  i 
so  kommen  wir,  indem  wir  den  Grad  der  Osculation  immer  steige 
endlich  zu  der  Gleichung  der  gegebenen  Curve  selbst;  wenn  hingeg^Ä-u 
jener  Grad  ein  Bruch  ist,  so  kommen  wir  auf  dem  angezeigten  Weggc 
zu  Gleichungen  nach  allen  Ordnungen  osculirender  Curven. 

Hier  würde  es  uns  zu  weit  führen,  wenn  wir  in  ausführliche  Ecm  t- 
wicklungen  über  das  neue  Coordinatensystem  eingehen  wollten.  IT  tu 
schliesslich  noch  ein  Beispiel  der  Behandlungsweise  zu  geben,  walm-le 
ich  den  Beweis  eines  allgemeinen  Satzes. 


Charakteristische  Eigenschaft  der  Curven  aller  Grade. 

46.    Wenn   irgend    eine  Curve    des    wten   Grades  und    irgend 
Punkt  gegeben  sind,  so  lassen  sich,  wie  bekannt,  im  Allgemeinen  v 
dem  gegebenen  Punkte   an  die  gegebene  Curve  m(m  —  1)  Tangente0 
legen  und   alle  m(tn — 1)  Berührungspunkte   liegen   auf  einer  Cur^^ 
des  (m  —  l)ton    Grades.      Diese   Curve    hat    man    die   Pölarcurve   &€$ 
gegebenen  Punktes  in  Beziehung  auf  die  gegebene  Curve  genannt  (courbe 
polaire  du  point  par  rapport  ä  la  courbe  directrice  proposee).*)     Wenn 
wir  diese  Benennung  beibehalten,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  irgend  eine  Curve  des  mtcn  Grades  und  irgend  n  Punkte ,  dk 
auch  beliebig  zusammenfallen  können,  gegeben  sind,  und  wir  constrniren 
die  Polarcurve  des  ersten  gegebenen  Punktes  in  Beziehung  auf  die  gegebene 


*)    Recherches  sur  Ich  lois  genuralcs  qui  regissent  les  courbes  alg^briques 
Par  M.  Bobillier.    Gerg.  Ann.  XIX,  p.  110. 
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urt«,  constmiren  in  Beziehung  auf  diese  zweite  Curve  die  Polarcurve 
zs  JBweüen  gegebenen  Punktes,  dann  in  Beziehung  auf  diese  dritte  Curve 
ie  ^Polarcurve  des  dritten  Punktes  und  so  fort,  bis  wir  endlich  zu  einer 
yolarcurve  des  n**  Punktes,  die  vom  (w  —  n)**  Grrade  sein  wird, 
dangen }  so  ist  diese  Curve  identisch  dieselbe,  in  welcher  Ordnung  wir 
\uch  die  gegebenen  Punkte  mögen  auf  einander  folgen  lassen. 

Die   Polarcurve   der    (m  —  n)*6*   Ordnung    können    wir   also   auf 

1  .  2  .  3  . . .  n   verschiedene   Arten   construiren    und   erhalten   zuvor   n 

verschiedene  Curven  der  (m  —  n+  l)ten  Ordnung,   in  Beziehung  auf 

welche  die  Polarcurven  der  n  gegebenen  Punkte  dieselbe  Curve  sind. 

Wenn  z.  B.  m  =  n-\-  1,  so  erhalten  wir  n  Linien  zweiter  Ordnung, 

in  Beziehung  auf  welche  die  Polaren  der  n  gegebenen  Punkte  dieselbe 

gerade  Linie  sind. 

Um  den  vorstehenden  Satz  zu  beweisen,   wollen  wir  der  Kürze 

halber  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  t»*6"  Grades,  bezogen  auf 

drei  Coordinatenlinien,  durch 

U=0 
bezeichnen.     Alsdann  ist: 

dU      ,    dU      .    du         A 

cp  *    '    oq  *    '     Cr 

die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente,  wenn  wir  die  partiellen  Diffe- 
fentialcoefficienten  auf  den  Berührungspunkt  beziehen  und  p,  q  und  r 
Us  veränderlich  betrachten.    Bezeichnen  wir  hingegen  die  Coordinaten 

,r8^nd  eines  Punktes  durch  »'   q\  r,  und  betrachten  t^-,  ~— .    >l     als 

*  7  *  7      7  cp7  cq7    er 

Aktionen  (w*  —  l)*611  Grades  der  veränderlichen  Grössen  p}  q  und  r, 

*   erhält  man: 
\  dU   ,    .   dU   ,  ,    dU  ,      A 

*  die  Polarcurve  des  Punktes  (r'}  q\  p')  in  Beziehung  auf  die  gegebene 
irye.    Nehmeff  wir  nach  einander  für  den  Punkt  (r'f  q\  p)  die  drei 
♦ordinatenpunkte  (r',  0,  0),  (0,  q'}  0)  und  (0,  0,  j>'),  so  verwandelt 
h  die  letzte  Gleichung  nach  einander  in  folgende  drei: 

dJL  —  (\     dJL  —  n     dE     o 

dr~  U>       dq"^7      äjp=U' 

ie  Gleichungen  dreier  Curven  (w  —  l)ten  Grades,  der  Polarcurven 

rsten,  zweiten  und  dritten  Coordinatenpunktes.    Hiernach  erhalten 

erner  für  die   Polarcurven  des  zweiten  und   ersten  Coordinaten- 

?s   in  Beziehung   auf  die   erste    und   zweite  dieser  drei  Curven 

le  Gleichungen: 

il^  =  o    -?- u  =  o 

•  cr'öq  7      dqdr 
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Die  ersten  Theile  dieser   beiden  Gleichungen  sind   nach  den  Grün 
regeln  der  Differentiation  der  Gleichungen  mit  mehreren  veränderliche: 
Grossen  identisch  dieselben.    Hierin  liegt  der  Beweis  des  obigen 
für  den  Fall,   dass  n  =  2.     Indem  wir  je  zwei   der   drei   gegeben 
Punkte  zusammenstellen,  erhalten  wir  also  folgende  drei  Polarcurv 
(m  — 2)ter  Ordnung: 

^  =  0       *^L  =  0        **-  =  <) 
drdq  }      drdp  '      dqdp 

Für  die  drei  Polarcurven  des  dritten,  zweiten  und  ersten  Goordina 
punktes   in  Beziehung  auf   die   erste,   zweite   und   dritte    dieser 
Curven  erhalten  wir  ferner  nach  dem  Vorstehenden  sogleich: 

J?JL o      ^u   =o     -^--o 

drdqdp  y      drdpdq  7      dqdpdr  9 

Gleichungen  des  (m —  3)***  Grades,  die  alle  drei  identisch  sind.    Hiei-ir 
liegt  der  Beweis  unseres  Satzes  für  den  Fall,  dass  n=»3. 

Um  weiter  zu  gehen,  wollen  wir  lieber  wieder  von  der  allgemein. en 
Gleichimg  (1),  die  wir  der  Kürze  halber   U'  =  0  schreiben,  ausgehen. 
In   Beziehung    auf    die    bezügliche   Curve    erhalten    wir   alsdann   £%lr 
die   Polarcurve   irgend    eines    zweiten   Punktes    (r";  q"y  p")   folgende 

Gleichung : 

d  V    „  .    d  U'    „  .    d  U'    ,,       ~ 
-j^P   +-8j-2   +Wr   =0, 

oder  wenn  wir  entwickeln: 

Tf>PP  +wPTq(pq  +PZ)  +  dfd-r(Pr  +*>  r^ 

+    0    U      t    tf      .       Ö    U     /    t    //    ,        ff    t\      |     0    U     f    tf  /v 

Diese    Gleichung    ist    symmetrisch   in   Beziehung    auf  p,  q}  r    iaiw 

p",  q\  r".     Bezeichnen  wir  dieselbe   der  Kürze  halber  durch  £/"'*=*  Qr 

so  kommt:  m 

dU"    ft,  ,    dU"    f,f  ,    dU"    tff       ~ 

-dp'*  +Wq   +"3Tr   ~0'  ! 

I 

für  die  Gleichung  der  Polarcurve  eines  dritten  Punktes  (r'"7  q'"}  p™)* 
Entwickeln  wir  die  letzte  Gleichung,  so  kommen  wir  zu  einer  Glei- 
chung, die  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  symme- 
trisch ist,  und  wenn  wir  auf  diese  Weise  bis  zu  n  Punkten  fort- 
schreiten, so  erhalten  wir  offenbar  eine  Gleichung  des  (m  —  nf* 
Grades,  die  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  aller  n  Punkte  symme- 
trisch ist     Hierin  liegt  der  allgemeine  Beweis  unseres  Satzes. 

Dieser  Satz  lässt  sich  nach  der  Theorie  der  Reciprocität  verdoppeln 
und  dann  auch  auf  den  Raum  übertragen. 


10. 

lieber  ein  neues  Princip  der  Geometrie  und  den  Gebrauch 
allgemeiner  Symbole  und  unbestimmter  Coefflcienten. 

(Crelle's  Journal,  Band  5,  S.  268—286.  1829.) 

1.  In  neuester  Zeit  ist  die  eine  grosse  Hälfte  der  Geometrie,  die 
TO*i  Grössenbestimmungen  unabhängig  ist,  und  die  H.  Ger  gönne  aus 
Lesern  Grunde  Geometrie  de  Situation  genannt  hat,  mit  besonderer  Vor- 
habe ausgebildet  worden.     Hier  ist  es,   wo  die  verschiedenen  Projec- 
frongmethoden,  vereint  mit  dem  principe  de  continuite,  auf  eine  über- 
sehend leichte  Art  zu  einer  unzähligen  Menge  von  Resultaten  fuhren. 
üer  igt  aber  auch  das  Feld,   wo  die  Vortheile  der  allgemeinen  ana- 
lytischen Methode  sich  am  augenscheinlichsten  darstellen.   Ein  Symbol, 
^b  die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  irgend  einer  Ordnung  bezeichnet, 
^ellt  mithin  auch  alle  möglichen  einzelnen  ebenen  Curven  dar,   die 
ttt&ai  durch  irgend  eine  Projectionsart  einer  als  gegeben  betrachteten 
Curye  dieser  Ordnung  erhalten  kann.     Wir  brauchen  also  hier  nicht 
Ri  projiciren.    Die  reinen  Situationsbeziehungen  gegebener  Curven  oder 
^lachen  zu  einander  sind  durch  Gleichungen  zwischen  den  diese  Curven 
oder  Flächen  vertretenden  Symbolen  und  unbestimmten  Coefflcienten 
gegeben:  wir  brauchen  also  hier  nichts  von  der  Proportionengeometne 
(nicht  die  harmonische  Theilung,  nicht  die  Theorie  der  Transversalen) 
zu  entlehnen,  auch  nicht  in  den  einfacheren  Fällen,  die  das  Projections- 
ter&hren  nachher  zu  verallgemeinern  lehrt.     Und  endlich  die  Theorie 
der  idealen  Chorden,  die  Hauptgrundlage  des  fruchtbaren  principe  de 
Ctoämuite,  ist  nach  meiner  Ansicht  nichts  anderes  als  eine  geometrische 
Umschreibung  der  algebraischen  Theorie  der  imaginären  Wurzeln  solcher 
Gleichungen,  zu  denen  man  gelangt,  wenn  man  die  Coordinaten  zwischen 
den  Gleichungen  zweier  Curven  eliminirt;   das  Princip  ist  also  schon 
von   selbst    in   der    allgemeinen    analytischen    Behandlung    enthalten, 
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und  hat  hier  nichts  Gewagtes,  wie  in  der  rein  geometrischen  Bei 
lung,  für  welche  mir  dasselbe  dessen  ungeachtet  die  schönste  und 
nothwendige  Erweiterung  däucht. 

Das,  was  die  beiden  in  Rede  stehenden  Methoden  mit  ein 
gemein  haben,  und  wovon  bei  den  alten  Geometern,  die  mit  i 
lieber  Gewissenhaftigkeit  alles  Einzelne  zusammenreihen,  fast 
Spur  vorkommt,  sind  jene  allgemeinen  Gesichtspunkte  oder  Princ 
unter  denen  sie  die  Sätze  zusammenfassen,  und  dadurch  aus  eim 
bewiesenen  Sätzen  sogleich  viele  ableiten.  Hierhin  gehören  zur 
die  Theorie  des  Projicirens  und  das  principe  de  continuite,  deren 
theile,  nach  dem  oben  Bemerkten,  in  der  Verbindung  allgen 
Symbole  vermittelst  unbestimmter  Coefficienten  einschliesslich  e: 
ten  sind.  Hierhin  gehört  die  Poncelet-Gergonne'sche  Theor 
polaires  re'ciproqties  (principe  de  duedüe),  die  jeden  Satz  verdo 
lehrt  und  die  nur  ein  specieller  Fall  des  Princips  der  Var 
der  Constanten  ist,  über  das  ich  bereits  schon  an  einem  a 
Orte  einige  Andeutungen  gegeben  habe*),  und  das  ich  spate: 
aller  Ausführlichkeit  behandeln  werde.  Hieran  reiht  sich  endlich 
dasjenige  neue  Princip,  von  dem  am  Ende  dieses  Aufsatzes  km 
Rede  sein  wird,  nach  welchem  man  sogleich  alle  Sätze  der  lin 
Situationsgeometrie  auf  die  Curven  irgend  einer  beliebigen  Ort 
im  Allgemeinen  und  insbesondere  auch  auf  Kreise  etc.  übertragen 

Zuvörderst  ist  es  aber  nothwendig  zu  zeigen,  wie  solche  Satz 
sich  auf  den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  beziehen,  sich,  i 
man  sie  direkt  angreift,  vermittelst  allgemeiner  Symbole  und 
stimmter  Coefficienten  beweisen  lassen.  Hier  muss  ich  mich  ai 
paar  Beispiele  beschränken,  die  einen  Theil  einer  grössern  Abhan 
bilden.  Neue  Sätze  zu  beweisen,  liegt  hier  natürlich  nicht  in  n 
Absicht,  wohl  aber,  nebenher  wenigstens  durch  ein  passendes  Bc 
zu  belegen,  wie  jeder  hierher  gehörige  Satz,  auch  der  zusau 
gesetzteste,  sich  ohne  Mühe  der  Methode  schmiegt.  Hiernach  we 
sich  meine  Aufmerksamkeit  auf  eine  Gruppe  von  Sätzen,  die  im 
hefte  des  Jahres  1828  der  zu  Montpellier  erscheinenden  Anna 
Mathematiques  zum  Beweise  vorgelegt  worden  ist  und  die  mir  vo 
weise  elegant  schien.  Diese  Auswahl  musste  mir  um  so  past 
scheinen,  als  seitdem  durchaus  nichts  weiter  über  diese  Grupp 
Sätzen  erfolgt  ist,  und  wie  ich  jetzt  glauben  muss,  auch  ihr  Ui 
dieselben  nicht  bewiesen  hat,  da  sie  zum  Theil  falsch  sind. 

*)  [Hier  ist  der  in  der  Anmerkung  zu  S.  144  ausgesprochene  Satz  g< 
Die  eingehende  Erörterung  erschien  im  Bd.  II  der  Entwicklungen,  S.  251  ff 


Ueber  ein  neues  Princip  der  Geometrie.  161 

§1. 

Beispiele  des  Gebrauchs  allgemeiner  Symbole  und  unbestimmter 

Coefncienten. 

2.  „Wenn  die  Seiten  zweier  Dreiecke  sich,  paarweise  genommen, 
in  solchen  drei  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen,  so 
erhält  man  ausserdem  noch  sechs  Durchschnittspunkte.  Wenn  man  je 
zwei  dieser  sechs  Punkte  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man 
ftnf  und  vierzig  neue  Durchschnittspunkte,  von  denen  (die  obigen  drei 
in  gerader  Linie  liegenden  mitgerechnet)  sechzig  mal  drei  in  gerader 
Linie  liegen." 

Wir  wollen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  durch  die  Gleichungen: 

a=0,     ?;  =  0,     c  =  0;      a'=  0,     &'=  0,     c'-=  0, 

und    diejenige  gerade  Linie,   auf  welcher  die  drei  Durchschnitte   der- 
selben liegen,  durch 

d  =  0 

darstellen.     Alsdann  sind   die   Bedingungen   des   vorstehenden   Satzes 
durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt: 

a  +  a'=<7,*)    b  +  b'=d,    c  +  c'=d, 

oder  auch,  da  über  die  gerade  Linie  d  (deren  Gleichung:  rf«=0)  durch- 
aus keine  nähere  Bestimmung  im  Satze  vorkommt,  durch  folgende: 

a  -f-  a'=  b  +  &  =  c  +  c. 

* 

Wir  erhalten  alsdann,  als  einzelnen  Fall  des  obigen  Satzes,  folgende 
drei  Punkte: 

[a,  (6,  c';  &',  e)]t     [6,  (fl,  c';  a  c)],     [c,  (a,  &';  a',  &)],  **) 
die  in  gerader  Linie  liegen. 

*)  Wenn  wir  durch  <?,  a  und  d  lineare  Aasdrücke  von  der  Form 
ty-\-Ax-{-B)  bezeichnen,  so  erhalten  wir,  wie  bekannt,  wenn  die  drei  geraden 
Linien: 

a  «  0,     a'=  0,     d  —  0 

durch  denselben  Punkt  gehen  sollen,  folgende  Bedingungsgleichung: 

in  welcher  p  und  p'  zwei  Coefncienten  bezeichnen.    Statt  dieser  Gleichung  können 
wir  offenbar  auch  die  Gleichung  des  Textes  nehmen,  wenn  wir  unter  a  und  a 
Ausdrücke  von  der  allgemeineren  Form  (A  y  +  ■##  +  C)  verstehen. 

**)  Wenn  (a)  und  (b)  zwei  Punkte  bezeichnen,  so  stellen  wir  diejenige  gerade 
Linie,  die  durch  diese  beiden  Punkte  geht,  durch  (a ,  b)  dar ;  wenn  a  und  b  zwei 
gerade  Linien  bezeichnen,  so  stellen  wir  durch  (a,  6)  ihren  Durchschnittspunkt 
dar.    Hiernach  ist  [(a,-  6),  (c,  d)],  oder,  was  wir  hiermit  für  identisch  nehmen, 

Plücker,  Werke.  I.  11 
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Nach  unserer  Methode  greifen  wir  diesen  Satz  ganz  direkt,  odea 
wie  man  sich  hier  auch  ausdrücken  kann,  rein  synthetisch  an.  W5 
bilden  zunächst  die  Gleichung  für  die  geraden  Linien  (b,  c)  und  (&',  c 
dann  für  (a,  c)  und  {a,  c),  dann  die  Gleichung  für  die  gerade  Linie 

{ 0,  (P,  c]  b\  c)],     [b,  (a,  c\  a,  c)] ) , 

und  zeigen  endlich,  dass  diese  Linie  auch  durch  den  dritten  Punkt 

[c,(a,  &';  a',6)] 

geht.     Wir  kommen  hierzu  ungemein  leicht  auf  folgende  Weise. 
Aus  der  Bedingungsgleichung: 

b  +  b'=c  +  c' 
folgt: 

b  —  c'=  c  —  b'. 

Da  also  die  beiden  Theile  dieser  Gleichung  identisch  sind,  stellen 

(1)  b  —  c'=0,     c-6'=0, 

dieselbe  gerade  Linie  dar,  und  diese  Linie  geht,  wie  die  Form  de 
ersten  dieser  beiden  Gleichungen  (die  eine  algebraische  Folge  aus  de: 
Gleichungen  b  =  0  und  c'=0  ist)  zeigt,  einerseits  durch  den  Punfe 
(6,  c'),  und,  wie  die  Form  der  zweiten  Gleichung  zeigt,  andrerseü 
durch  den  Punkt  (&',  c);  ist  also  keine  andere  als  die  gerade  Luri 
(b,  c\  V}  c).  Diese  Linie  wird  also  durch  jede  der  beiden  identische 
Gleichungen  (1)  dargestellt. 

Ganz  auf  ähnliche  Weise  oder  auch  durch  blosse  Buchstabe* 
vertauschung  erhalten  wir  für  die  geraden  Linien  (a,  c';  a',  c)  umn 
(a,  &';  a',  b)  folgende  Gleichungen: 

(2)  a  —  c'=0,     c  —  a'=0; 

(3)  a  —  fc'—O,     6~a'=ü. 

Hiernach  sehen  wir  sogleich,  dass  die  drei  geraden  Linien  (b,  c\  b\  c 
(a,  c\  a'}  c)  und  (a,  b'\  a',  b): 

c  —  &'=0,     a  —  c'=  0,     b  —  a'  =  0, 

respectiye  von  den  geraden  Linien: 

a  =  0,     6  =  0,     c  =  0, 

in  solchen  drei  Punkten  geschnitten  werden,  die  in  gerader  Linie  liegen. 
Denn  wenn  wir  die  bezüglichen  Gleichungen  addiren,  so  kommt: 

a  +  c  —  b'=Q,     a  +  6  —  c'=0,     b  +  c  —  a'=  0; 

[a,  b;  c,  d],  wenn  (a),  (6),  (c)  und  (d)  Punkte  bedeuten,  der  Durchschnitt  der 
geraden  Linien  (a,  b)  und  (c,  d);  wenn  aber  jene  Buchstaben  gerade  Linien  be- 
deuten, diejenige  neue  gerade  Linie,  welche  die  beiden  Punkte  (a,  b)  und  (c,  d) 
verbindet. 
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Gleichungen,  deren  erste  Theile  unter  sfoh  identisch  sind  und  identisch 
mit  dem  ersten  Theile  folgender  Gleichung: 

(4)  a  +  b  +  c  —  d  «  0. 

3.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  können  wir  den  Beweis  führen,  dass 
folgende  drei  Punkte: 

[a(b,  c';  &',  c)]f     [b'(a,  c';  a,  c)],     [c'}  (a,  &';  a\  b)], 

in  gerader  Linie  liegen,  was  auch  sogleich  aus  der  Symmetrie  der 
Bedingungsgleichungen  in  Beziehung  auf  a,  b,  c  und  a9  b\  c  hervor- 
geht. Und  zugleich  erhalten  wir  hiernach  auf  der  Stelle  für  die  Glei- 
chung dieser  geraden  Linie  aus  (4)  folgende: 

(5).  a'+  b'+c—d  =  Q. 

Wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5)  addiren,  so  ergiebt 
sich  mit  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichungen: 

(6)  d  =  0. 

Es  gehen  also  die  drei  geraden  Linien  (4),  (5)  und  (6),  mithin  drei  von 
deh  sechzig  im  Satze  der  vorigen  Nummer  bezeichneten  geraden  Linien, 
durch  einen  und  denselben  Punkt.  In  der  fünften  Nummer  werden 
wir  einen  zweiten  Beweis  desselben  Satzes  geben. 

4.  Es  ist  bekannt,  dass  diejenigen  sechs  Durchschnitte  der  Seiten 
des  Dreiecks  a  V  c}  die  nicht  schon  in  die  gerade  Linie  d  fallen,  auf 
einer  Linie  zweiter  Ordnung  liegen,  und  somit  folgt  der  Satz  der 
zweiten  Nummer  unmittelbar  aus  dem  Pascal'schen  Satze  vom  ein- 
geschriebenen Sechseck.  Mir  kam  es  hier,  indem  ich  den  Schluss 
dieses  Aufsatzes  im  Auge  hatte,  darauf  an,  einen  solchen  Satz  zu  be- 
weisen, der  sich  bloss  auf  den  Durchschnitt  von  geraden  Linien  bezieht, 
und  den  Beweis  bloss  durch  allgemeine  Symbole  und  unbestimmte 
Coefficienten  zu  fuhren. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  die  sechs  Punkte  (Winkelpunkte  des 
eingeschriebenen  Sechsecks): 

(6a'),    (bc')}    (cb'),    {ca),    {ac%    (ab), 

durch: 

(1),    (2),    (3),     (4),     (5),     (6), 

bezeichnen,  so  dass  also  die  geraden  Linien: 

(a),     (6),     (c),    (a'),    (&'),    (C), 
durch: 

(5,6),    (1,2),    (3,4),    (1,4),    (3,6),    (2,5), 

dargestellt  werden.  Hiernach  stellt  z.  B.  die  Gleichung  (4)  diejenige 
gerade  Linie  dar,  welche  durch  diejenigen  drei  Punkte  geht,  in  welchen 
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(7) 


die   im   nachstehenden   Schema    untereinander    gestellten   Linien 
schneiden : 

(1,2)  (2,3)  (3,4) 

1(4,5)  (5,6)  (6,1), 

denn  der  Punkt  (1,  2;  4,  5)  ist  kein  andrer  als  [b,  (c,  a';  o,  c')]  n 
Indem  wir  die  Aufeinanderfolge  der  Winkelpunkte  des  Sechseck 
alle  mögliche  Weise  ändern,  erhalten  wir  0.5.4.3.2.1  —  720  s< 
verschiedenen  Schemata,  von  denen  aber  zwölf  und  zwölf  dies 
drei  Punkte  bezeichnen,  so  dass  wir  nur  sechzig  solcher  verschie 
Linien  erhalten.  Der  Kürze  halber  wollen  wir  die  diese  Linien 
stellenden  Schemata  durch  die  Aufeinanderfolge  der  in  diesen  voi 
menden  Ziffern  bezeichnen,  so  dass  z.  B.  das  vorstehende  Sehern 
durch  123456  bezeichnet  wird.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  ffii 
sechzig  geraden  Linien,  die  wir  der  Kürze  halber  Pascal'sche  nc 
wollen,  folgende  sechzig  Symbole,  die  wir  mit  Bücksicht  auf 
Folgende  sogleich  in  zwanzig  Gruppen  zu  drei  ordnen. 


142536 
162435 
152634 


I, 


123456 
163254}  VI, 
143652 


162534 
142635}  XI, 
152436 


1634521 
123654 
143256 J 


X) 


132546 
162345 
1 52643 J 


II, 


123465 
153264 
143562 


1625431 
VII,   132645 
152346 


153462 
XH,   123564}  XA 
143265 


132456 
162354 
142653) 


124356]       1624531 
III,   164253  VIII,   132654 
134652'       142356 J 


164352 
1  XIII,  124653 
134256 J 


X\ 


132465 
152364}  IV, 
142563 


124365 
154263 
134562 


IX, 


1524631 
132564 
142365 J 


154362 

XIV,   124563 

134265 


xi: 


1235461 
163245 
153642  J 


V, 


1253641 

145263 

135462 


X, 


163542 
123645 
153246 


XV, 


1453621 
125463 
135264 J 


XX 


5.  „Wenn  die  Seiten  zweier  Dreiecke,  paarweise  genommen, 
in  solchen  drei  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen 
gehen  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die  diesen  Seiten  g< 
überliegenden  Spitzen  der  beiden  Dreiecke  verbinden,  durch  einen 
denselben  Punkt." 
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Bei  derselben  Bezeichnung  wie  in  der  zweiten  Nummer  sind  diese 
drei  sich  in  demselben  Punkte  schneidenden   geraden  Linien  folgende: 

(«,  6;  a,  b'),     (a,  c;  a',  c),     (b,  c;  b',  c)\ 

für  deren  Gleichungen  wir  ganz  ähnlich  wie  in  der  eben  genannten 
Nummer  aus  den  Bedingungsgleichungen: 

a+a'=b  +  b'=c  +  c' 
folgende  erhalten: 

(8)  a  —  b  =  0,  oder  —  (a' -  V)  =  0; 

(9)  a-c-0,     „     -(a'-O-0; 

(10)  b  —  c  —  0,     „     -  (//  -  c)  =  0. 

Ziehen  wir  die  Gleichungen  (8)  von  den  Gleichungen  (9)  ab,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen  (10).  Es  gehen  also  die  drei  bezüglichen  geraden 
Linien  durch  denselben  Punkt,  und  somit  ist  der  vorstehende  Satz 
bewiesen. 

6.  Wenn  wir  wieder  von  dem  einschreibbaren  Sechseck  ausgehen, 
so  sind  die  drei  geraden  Linien  (8),  (9)  und  (10)  keine  anderen  als 
diejenigen,  denen  folgende  Schemata  entsprechen: 

(2,1    1,4  [4,5]       3,4   4,1  [1,6]       1,2   2,  5  [5,  4]  |  . 

5,  6   6,  3  [3,  2]       6,  5   5,  2  [2,  3J       4,  3   3,  6  [6,  1]  J  ' 

mithin  die  zweite,  dritte  und  erste  Pascal* sehe  Linie  der  XVI.  Gruppe. 
Hiernach  finden  wir  durch  Ziffernvertauschung,  dass  auch  die  drei 
Linien  jeder  der  übrigen  19  Gruppen  in  demselben  Punkte  sich 
schneiden. 

Dasselbe  können  wir  auch  direkt  für  jede  dieser  Gruppen  auf 
folgende  Weise  zeigen.  Nehmen  wir  z.  B.  die  drei  Linien  der  I.  Gruppe, 
denen  folgende  Schemata  entsprechen: 

1,  4  4,  2  [2,  5]   [1,  6]  6, 2  2,  4   1,5  [5,  2]  2,  6 

5,  3  3,  6  [6,  1]    [4,  3]  3,  5  5, 1    6,3  [3,  4]  4,  1, 

so  können  wir  diese  Linien,  indem  wir  von  den  eingeklammerten 
Liniensymbolen  abstrahiren,  durch  die  bezüglichen  Durchschnitte  der 
drei  Linien  (1,  4),  (4,  2)  und  (2,  6)  mit  den  drei  Linien  (6,  3),  (3,  5) 
und  (5, 1)  construiren.  Es  liegen  aber  die  übrigen  drei  Durchschnitte 
dieser  beiden  Liniensysteme  in  gerader  Linie,  denn  das  Schema: 

1,4     4,2     2,6 

6,  3     3,  5     5,  1 

entspricht  der  zweiten  Linie  der  XI.  Gruppe  und  somit  ist  nach  der 
fünften  Nummer  das  zu  Beweisende  dargethan.  (Wenn  wir  durch 
andre  Durchschnitte  die   drei  obigen  Schemata  construirt  hätten,    so 


(ii) 


(12) 
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hätten  wir  statt  (12)   zwei   solche  Schemata  erhalten,  die  den  t 
übrigen  Linien  der  XI.  Gruppe  entsprechen. 

Man  kann  hiernach  den  allgemeinen  Pascal' sehen  Satz  mi1 
eben  bewiesenen  in  folgende  Aussage  zusammenfassen: 

Wenn  in  eine  Linie  zweiter  Ordnung  ein  beliebiges  Sechseck  bei 
ben  ist  und  man  bildet  drei  Dreiecke,  zwei  aus  den  zweimal  drei 
überliegenden  Seiten  und  das  dritte  aus  den  drei  Diagonalen  des, 
so  liegen  die  neun  Spitzen  dieser  drei  Dreiecke  auf  solchen  drei  gi 
Linien,  die  sich  in  demselben  Punkte  schneiden. 

Solcher  Durchschnittspunkte  erhält  man  für  dieselben  secl 
dem  Umfange  einer  Linie  zweiter  Ordnung  beliebig  angenomi 
Punkte  zwanzig  verschiedene.  Diesen  zwanzig  Punkten  entspi 
die  zwanzig  Gruppen  der  vierten  Nummer. 

7.  Von  den  zwanzig  Durchschnittspunkten  dreier  und  dreier  Pc 
scher  Linien  liegen  fünfzehn  mal  vier  in  gerader  Linie,  so  dass  i 
gerader  Linien  durch  jeden  Durchschnittspunkt  drei  verschiedene  gel 

So  liegen  z.  B.  die  vier  Punkte,  in  welchen  sich  die  drei  ] 
jeder  von  den  folgenden  vier  Gruppen  schneiden,  in  gerader  Lin 


1234561 

163254 

143652 


123465)  124356]  124365] 

VI,      153264     VII,      164253     VIII,      154263     1 
143562)  134652 J  134562) 


Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  brauchen  wir  wiederum  1 
andern  Satz  zu  Hülfe  zu  nehmen  als  den  Pascal' sehen.  Der 
wegen  wollen  wir  denjenigen  Punkt,  in  welchem  sich  drei  Pf 
sehe  Linien  schneiden,  durch  die  dieser  Liniengruppe  beigesetzte 
sehe  Ziffer  bezeichnen,  so  dass  also  z.  B.  die  vier  Punkte  VI 
VIII  und  IX  nach  dem  Vorstehenden  in  gerader  Linie  liegen, 
wollen  ferner  die  drei  durch  den  Punkt  I  gehenden  Pascal 
Linien  in  derjenigen  Ordnung,  wie  sie  sich  in  der  ersten  G 
finden,  durch  I17  I2,  I3  mit  den  beigefügten  Ziffern  1,  2,  3  beze 
und  dem  entsprechend  alle  übrigen,  so  dass  z.  B.  die  gerade 
134652  durch  VIII3  bezeichnet  wird. 

Hiernach  liegen  auf  der  Pascal' sehen  Linie  VIX  die  drei  P 

(13)  (1,2;  4,  5),    (2,  3;  5,  6),    (3,  4;  6, 1). 

Durch  den  ersten  dieser  drei  Punkte  geht  auch  die  Pascal 'sehe 

134562  oder  IX3, 
durch  den  zweiten  Punkt  die  Linie: 

123465  oder  VIL^, 
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und  endlich  durch  den  dritten  Punkt: 

124356  oder  VÜI^ 

Wir  können  also  die  drei  Punkte  von  (13)  auch  auf  folgende  Weise 
bezeichnen: 

«1,  2),  IX,)     ((5,  6)),  VIIJ,     ((3, 4),  vin,). 

Weil  diese  drei  Durchschnittspunkte  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen 
die  Durchschnitte  von 

(1,2)  mit  Vnt  und  VHI,, 

(5,6)  „   ix,    „   vmt, 

(3,4)    „     IX,     „     TU», 

alle  sechs  auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung.  Nun  ist  aber  sogleich  aus 
unserer  Bezeichnung  ersichtlich,  dass 

VII,  und  VIII,*)  so  wie  Vffl,  und    VII,  sich  auf  (1,2), 

rx,  „   vm,     „   „  vm,  „     ix,   „    „  (5,6), 

IX8    „      VIIS       „     „      VJii.    „       IXi     „      „    (3, 4) 

schneiden,  so  dass  mithin  jene  sechs  auf  einer  Linie  zweiter  Ordnung 
liegenden  Punkte  sechs  der  neun  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Liniensysteme: 

vn1;  vml7  ix3  und  vn„  vm8,  ixx 

sind.     Die  drei  übrigen  Durchschnitte,  nämlich: 

(vii,  ,  viy,  (vm,,  vm,),  (ix„  ix,), 

welche  keine  anderen  sind,  als  die  drei  Punkte  VII,  VIII  und  IX, 
liegen  also  in  gerader  Linie. 

Wenn  wir  die  Ziffern  5  und  6  mit  einander  vertauschen,  so  ver- 
wandelt sich  die  VIII.  Gruppe  in  die  IX.,  und  diese  gegenseitig  in 
jene,  die  VI.  Gruppe  in  die  VII.,  und  diese  in  jene.  Es  liegen  also 
auch  die  drei  Punkte  VI,  VIII  und  IX,  und  mithin  alle  vier  Punkte 
VI,  VTI,  VIII  und  IX  in  gerader  Linie. 

8.  Es  bleibt  uns  jetzt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  die  in  Rede 
stehenden  zwanzig  Punkte  sich  zu  solchen  vier,  die  in  gerader  Linie 


*)  VII,  und  VIII;  sind  die  durch  folgende  beiden  Schemata  bezeichneten 

Linien: 

1,  2,     2,  3,     3,  4     und     1,  3,     3,  4,     4,  6 

4,  6,     6,  5,     5,  1       „       6,  5,     5,  2,     2,  1 

Beide  Linien  gehen  also  durch  den  Punkt  ((1,  2),  (4,  6)),  der,  wie  seine  Bezeich- 
nung anzeigt,  auf  der  geraden  Linie  (1,  2)  liegt. 
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liegen,  zusainmenordnen   und  wie    viele   solcher  Linien  existiren, 
vier  jener  Punkte  enthalten. 

In  der  combinatorischen  Zusammenstellung  der  in  zwanzig  Gruppe« 
geordneten  sechzig  Symbole  (vierte  Nummer)  ist  Folgendes  beobachte 

worden.     Sechs   Elemente   lassen   sich   &uf      'Q'    =  20   verschiedene 

1  .  2  .  ö 


I. 


Arten  zu  drei  combiniren  und  also  auf  zehnfache  Weise  in 
drei  Elemente  theilen.  So  erhält  man  z.  B.  1,  2,  3  und  4,  5,  6.  Schrei 
man  nun  die  drei  ersten  Elemente  in  die  erste,  dritte  und  fünfte  Stella 
und  die  drei  andern  nach  einander  in  die  zweite,  vierte  und  sechst 
in  die  vierte,  sechste  und  zweite  und  endlich  in  die  sechste,  zwei^ 
und  vierte  Stelle,  so  erhält  man  die  erste  Gruppe: 

14  2  5  3  6) 
16  2  4  3  5 

152634) 

(1  **  3\ 
"    ),  mit  welcL 

folgendes   (1S)«)  gleichbedeutend  ist,   darstellen.     Indem  man  die  dLxr 

ersten  Elemente,  statt  in  der  Aufeinanderfolge  12  3,  in  der  OrdntaJC 
2  3  1  oder  3  12  und  die  drei  letzten  Elemente,  statt  in  der  Aufei 
anderfolge  456,  in  der  Ordnung  56  4  oder  645  nimmt,  bekomm 
man  keine  neuen  Linien.  Man  erhält  ebenfalls  keine  neuen  Lini 
wenn  man  die  Permutationen  12  3,  231,  312  und  zugleich  die 
mutationen  456,  564,  645  in  umgekehrter  Ordnung  nimmt.  Hi^ 
nach  wird  also  die  I.  Gruppe  z.  B.  durch  folgende  gleichbedeutend 
Symbole  dargestellt: 


/123\       /231\      /132\ 
\456/ '     \456/ '     \546/  " 


Man  erhält  aber  eine  neue  Gruppe,  wenn  man  die  Permutationen  1 23y 
231,  132  umkehrt  und  die  Permutationen  45  6,  5  64,  64  5  nicht 
umkehrt.  Diese  neue  Gruppe,  die  XI.,  wird  z.  B.  durch  folgende 
gleichbedeutende  Symbole  dargestellt: 


/123\   /132\   /321\ 
V654>'  \456/'  \456/ 


Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  obigen  2  .  10  =  20  verschiedenen 
Gruppen. 

Denjenigen  vier  Punkten  VI,  VII,  VIII  und  IX,  die,  wie  wir  in 
der  vorigen  Nummer  bewiesen  haben,  in  gerader  Linie  liegen,  ent- 
sprechen also  folgende  Symbole: 
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/135\   /136\   /145\   /146\ 
\246/'  \245/'  \236/'  \235/ 

Es  giebt  also  so  oft  mal  vier  Punkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  als 
wir  durch  Ziffernvertauschung  in  dem  letzten  Schema  Schemata  für 
neue  Gruppen  erhalten. 

Wir  wollen  zunächst   untersuchen,   wie  viel  neue  Schemata  wir 

(1  3  5\ 
9     J ,  also  die  VI.  Gruppe, 

vorkommt,  oder,  was  dasselbe  heisst,  mit  wieviel  mal  drei  Punkten  der 
Punkt  VI  in  gerader  Linie  liegt. 

Wenn  wir  das  letzte  Schema  ansehen,  so  ist  klar,  dass  wir  das- 
selbe unmittelbar  hinschreiben  können,  wenn  wir  eine  Gruppe  desselben 
mit  dem  ihr  in  jenem  Schema  zugehörigen  Ziffernsymbol  und  die  Stelle, 
die  diese  Gruppe  einnimmt,  kennen.  Ueberdies  ist  leicht  ersichtlich, 
dass  jenes  Schema  dieselben  Gruppen  umfasst,  welche  Stelle  wir  jenem 
Ziffernsymbol  auch  anweisen  mögen.  Nun  wird  aber  die  VI.  Gruppe 
durch  folgende  18  verschiedenen  Ziffernsymbole: 

/135\        /351\        /513\        /135\        /35l\        /513\ 
V246/'      \246r      \246/'      \462/'      \462/'      \462/' 

/135\        /351\        /513\        /531\        /315\        /153\ 
\624/'      \624/'      \624/'      \642/'      \6A2r      \642/' 

/531\        /315\        /153\        /531\        /315\        /153\ 
^426/'      \426/;      \426/'      \26-l)9      \264/'      \264/; 

dargestellt  und   noch  durch  eben  so  viele  andere,    indem  man  [      ] 

mit  (T35)  vertauscht  u.  s.  w.     Jedem  dieser  Ziffernsymbole  entspricht 

ein  Schema,  das  wir  nach  dem  eben  Bemerkten  sogleich  bilden  können. 
Unter  allen  diesen  Schematen  sind  aber  nur  drei  verschiedene.  Um 
diese  zu  bilden,  braucht  man  nur  die  drei  ersten  der  vorstehenden 
Symbole  zu  Grunde  zu  legen.  Man  erhält  alsdann,  indem  man  den- 
selben die  ersten  Stellen  giebt,  die  drei  ersten  Schemata  der  dieser 
Nummer  am  Ende  beigefügten  Tafel. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jeder  der  zwanzig  Punkte,  in  welchem 
drei  Pascal'sche  Linien  sich  schneiden,  mit  dreimal   drei  andern  auf 

20    3 

drei  geraden  Linien  liegt.     Wir  erhalten   also  im  Ganzen  —  —  =  15 

solcher  geraden  Linien,  auf  deren  jeder  vier  von  jenen  zwanzig  Durch- 
schnittspunkten liegen.  Hiernach  erhalten  wir  folgende  Tafel,  in  der 
wir  die  Klammern  fortgelassen  haben. 
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135 
246 

351 
246 

513 
246 
365 
241 

615 
243 

431 
256 
534 
216 
435 
261 
635 
214 
563 
214 
163 
245 
463 
251 

613 
254 
143 
256 

345 
216 


136 
245 

356 
241 
516 
243 
361 
245 

613 
245 

436 
251 
536 
214 

431 
265 
634 
215 

564 
213 

165 
243 

461 
253 
614 
253 
146 
253 
346 
215 


145 
236 
341 
256 

543 
216 

345 
261 

645 
213 
451 
236 
514 
236 
465 
231 
615 
234 
513 
264 
143 
265 
453 
261 

653 
214 

153 
246 
315 

246 


46  1 

35  j  vi,   vii,  vm,  ix. 


vi,   n,    v,    m. 


vi,    x,     IV,    i. 


XII,  VII,  IV,    xv. 


xx,  vii,  xi,   m. 


xv,  xih,  vm,  i. 


xiv,  ii,    vm,  xx. 


xiv,  v,     XI,    IX. 


xn,  xni,  x,    ix. 


xn,  xi,   xvi,  xvm. 


xvii,  x,    v,    xvm. 


146 

235 

346) 

251 

546) 

213 

3411 

265 

6431 

215 

456  1 

231 

5161 

234 

4611 

235 

6141 

235 

514) 

263  f 

145 
263 


4511    • 

263|m,    xix,  iv,    xvm. 

654) 

213  J  xvn,  xix,  n,    i. 

156) 

243     XV,    XIX,  XVI,  XX. 

t 

316  1 
245 


xiv,  xm,  XVI,  XVTL 


9.    Der  im  Eingange  schon  erwähnte,  in  Ger'gonne's  Annale*^* 
zum  Beweise  vorgelegte  Satz  ist  wörtlich  folgender: 


*)  Theorfcmes   sur   VHexagrammum    mysticum,    proposls   ä    d&nontrer 
M.  J.  Steiner,  de  Berlin.    Gerg.  Ann.  Bd.  XVIII,  p.  339. 
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oints,  pris  arbitrairement  sur  le  p£rimetre  d'une  conique 
,  sont  les  sommets  de  soixante  hexagones  inscrits  et  les 
ontact  de  soixante  hexagones  circonscrits  (Carnot,  Geometrie 
i)  lesquels  jouissent  des  proprietes  suivantes. 

chacun  des  hexagones  1.    Dans  chacun  des  hexagones 

\  points  de  concours  des  circonscrits,  les  droites  qui  joignent 

des    cötes    opposes   ap-  les   sommets    opposes    concourent 

',  tous  trois  ä  une  meme  toutes  trois  en  un  meme  point  P 

^ascal),  de  sorte  qu'on  (Brianchon),  de  sorte  qu'on  ob- 

isi  soixante  droites  D.  tient  ainsi  soixante  points  P. 

soixante  droites  D  con-  2.    Ces   soixante   points    P  ap- 

ois  ä  trois,  en  un  meme  partiennent,   trois  ä  trois,    a  une 

le   sorte    qu'on    obtient  meme  droite  d,  de  sorte  qu'on  ob- 

points  p.  tient  ainsi  vingt  droites  d. 

ringt  points  p  appartien-  3.    Ces  vingt  droites  d  concou- 

•e  ä  quatre,  ä  une  meme  rent,  quatre  ä  quatre,  en  un  meme 

de  sorte    qu'on   obtient  point   o,   de   sorte   qu'on   obtient 

droites  8.  ainsi  cinq  points  co. 

cinq  droites  concourent  4.    Ces    cinq    points    o    appar- 

ne  point  o'.  tiennent  a  une  meme  droite  d'. 
)S  soixante  points   P  sont  les  pöles  respectifs   des  soixante 

>s  vingt  points  p  sont  les  pöles  respectifs  des  vingt  droites  d. 
»s  cinq  points  o  sont  les  pöles  respectifs  des  cinq  droites  i. 
ifin,  le  point  a'  est  le  pole  de  la  droite  d. 

dem  Vorhergehenden  sind  (3)  und  (4)  und  mithin  (7)  und 
richtig,  und  von  (3)  an   müssen  wir  Folgendes  substituiren: 

vingt   points  appartien-  3.    Ces  vingt  droites  concourent 

inze  droites  d  dont  cha-  en  quinze  points  o  par  chacun 
ontient  quatre,  de  sorte  desquels  en  passent  quatre,  de 
hacun  des  vingt  points  sorte  que  chacune  des  vingt  droites 
)is  de  ces  quinze  droites.  contient  trois  de  ces  quinze  points. 
3s  soixante  points   P  sont  les  pöles  respectifs  des  soixante 

3s  vingt  points  p  sont  les  pöles  respectifs  des  vingt  droites  d. 
38  quinze  points  o  sont  les  pöles  respectifs  des  quinze  droites  d. 

weite  Theil  der  doppelten  Colonnen  folgt  aus  dem  ersteren 
jr  nach  der  Theorie  des  polaires  r&iproques. 
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§2. 
Neues  Princip  der  Situationageometrie. 

10.  Die  in  der  zweiten  und  fünften  Nummer  angewendete  1 

art,  die  sich  auf  alle  Sätze  über  den  Durchschnitt  von  geraden 

ausdehnen  lässt,  können  wir  allgemein  auf  folgende  Weise  nä' 

zeichnen.    Wir  stellen  alle  gegebenen  geraden  Linien  durch  Gleic 

wie  folgende  dar: 

a  =  0,    6  =  0,  etc. 

Alsdann  erhalten  wir  die  Bedingungen,  auf  welchen  ein  solch« 
beruht,  durch  Gleichungen  von  folgender  Form  ausgedrückt: 

(1)  F(a,  &,.../*,  v,  ...)  =  0, 

in  denen  fi,  v  . . . .  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten,  oder,  ri 
ausgedrückt,,  solche  Coefficienten,  die  wir  nicht  zu  bestimmen  br 
In  den  Fällen  der  beiden  angezogenen  Nummern  konnten  wir 
Coefficienten  ganz  entbehren,  und  die  entsprechenden  Gleichungen 

a  +  a  =  b  +  b'  =  c  +  c. 

Alsdann  sind  also  die  Beziehungen  der  gegebenen  geraden  Lir 
einander  vollkommen  ausgedrückt,  und  wir  können  alle  andern  { 
Linien,  die  durch  die  Durchschnitte  der  gegebenen  bestimm 
durch  Gleichungen  von  der  Form: 

O  (a ,  b  .  . .  .  p,  v  .  . .)  =  0, 

ausdrücken,  in  welchen  tu,  v  .  . .  .  dieselben  oben  vorkommende 
ficienten  bedeuten.  Wir  erhalten  also  auf  diese  Weise  direkt  di 
chungen  derjenigen  geraden  Linien,  auf  welche  sich  die  Auss« 
Satzes  bezieht,  welche  wir  alsdann  unmittelbar  aus  der  Form 
Gleichungen  erkennen.  Die  in  der  zweiten  und  vierten  Numm 
geführten  Beispiele  machen  dies  hinlänglich  klar.  Ein  andere 
spiel  hat  schon  früher  Herr  Heinen  im  dritten  Hefte  des 
Bandes  dieses  Journals  mitgetheilt.*) 

11.  Indem  wir  auf  die  angezeigte  Weise  den  Beweis  für 
Satz  über  gerade  Linien  führen,  haben  wir  eine  unzählige  Men 
Sätzen  bewiesen.  Denn  wenn  wir  durch  a,  b, .  . . .  nicht  mehr 
Ausdrücke,  sondern  allgemeine  Funktionen  desselben  beliebigen 
zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  darstellen,  so  behalten  < 
dingungsgleichungen  (1)  ihre  Bedeutung,  sowie  auch  alle  Gleic] 
bis  zu  den  Endgleichungen  hin.     Das  Einzige  fast,  was  sich 

*)  [Crelle's  Journal,  a.  a.  0.  S.  *2U8] 
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ist    die  Anzahl  der  Durchschnitte.     Wenn   ein    solches  Beweisschema 
vorliegt,  so  können  wir  dasselbe  auf  Linien  jeder  beliebigen  Ordnung 
beziehen.     Wir  können  hiernach,  die  Mögliclikeit  eines  solchen  Schemas 
'ausgesetzt,  auch  ohne  dass  ein  solches  vorliegt,  aber  allerdings  mit 
liger  Vorsicht,  jeden  Satz  der  linearen  Situationsgeometrie  auf  Linien 
jedes  beliebigen  Grades  übertragen. 

12.    Machen  wir  eine  Anwendung  hiervon  auf  die  in  §  1  .bewiesenen 
SiLtize,  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  folgende. 

Wenn  auf  einer  gegebenen  Linie  mter  Ordnung  (d)  sich  drei  Paare 
von  Linien  derselben  Ordnung,  a  und  a}  b  und  b',  c  und  c  schneiden, 
so  schneiden  sich  a,  b,  c  und  a,  b',  c  ausserdem  noch  in  sechs  Gruppen 
w*  Punkten,  die  auf  einer  Linie  der  2mten  Ordnung  liegen.  Aus 
zweiten  und  dritten  Nummer  ergeben  sich  alsdann  folgende  Sätze. 
Dixrch  drei  mal  zwei  der  sechs  Gruppen  von  m*  Durchschnittspunkten 
len  sich  drei  neue  Linien  der  t»1621  Ordnung  legen,  die  wir,  ähnlich 
bei  Linien  erster  Ordnung,  durch 

(2)  (er,  &';  a,  b),    (a,  e\  a,  c),    (&,<?';  &',  c) 

bezeichnen  können.    Diese  werden  respective  von  den  gegebenen  Linien 

m^r  Ordnung 

cy  b,  a 

***  dreimal  m2  Punkten  geschnitten,  die  alle  auf  einer  und  derselben 
öeuen  Linie  wter  Ordnung  (y)  liegen.  Dieselben  Curven  (2)  werden 
r^spective  von  den  drei  übrigen  gegebenen 

c,  b  ,  a, 

Ebenfalls  in  solchen  3w*  Punkten  geschnitten,  die  auf  einer  Curve  der 
n*****  Ordnung  (A)  liegen.  Die  beiden  Curven  (g)  und  (A)  schneiden 
<Üe  gegebene  (d)  in  denselben  m2  Punkten. 

In  der  Beweisführung  der  fünften  Nummer  ist  folgender  allgemeine 
Satz  enthalten.  Diejenigen  drei  Curven  mter  Ordnung,  die  durch  fol- 
gendes Schema  dargestellt  werden: 

C3)  (a}  b]  a'}  b'),     (a,  c;  a\  c'),     (6,  c;  b\  c), 

R^hen  alle  drei  durch  dieselben  m*  Punkte.  Solcher  Curven,  die  durch 
^©selben  m*  Punkte  gehen,  erhalten  wir  ausserdem  noch  dreimal  drei, 
^«mlich  jedesmal  zwei  der  Curven  (2)  und  eine  der  Curven  (3);  was 
8ogleich  aus  Accentvertauschung  sich  ergiebt*). 


*)  Den  ganzen  Satz  der  nennten  Nummer  über  sechs  Punkte,  durch  welche 

*teb  eine  Linie  zweiter  Ordnung  legen  lässt,  können  wir  nicht  ohne  weiteres  auf 

Kurven  einer  beliebigen   Ordnung  ausdehnen.     Denn   durch   die   beiden  Durch- 

^buitte  von  zwei  Paaren  gerader   Linien  lilsst  sich  immer  eine   neue   gerade 

Linie  legen;  nicht  aber  im  Allgemeinen  eine  Linie  mUT  Ordnung  durch  die  2m* 


174  Ueber  ein  neues  Princip  der  Geometrie. 

Wenn  wir  die  Gergonne'sche  Eintheilung  der  Curven  in  Classen 
adoptiren  wollen,  so  können  wir  unmittelbar  nach  der  bekannten 
Theorie  des  polaires  reciproques  die  vorstehenden  Sätze  verdoppeln. 

13.  Was  wir  in  der  elften  Nummer  von  den  Curven  jedes  belie- 
bigen Grades  im  Allgemeinen  gesagt  haben,  eilt  mit  gleichem  Rechte 
auch  von  allen  speciellen  Arten  der  Curven  eines  beliebigen  Grades, 
die  durch  die  allgemeine  Gleichung  dieses  Grades,  in  welcher  zwischen 
den  Constanten  beliebige  lineare  Bedingungsgleichungen  stattfinden, 
oder  in  welchen  insbesondere  gewisse  Constanten  Null  oder  ein  für 
allemal  bestimmt  sind,  dargestellt  werden.     Wenn  in  diesen  Fällen 

a  =  0,    6  =  0 

zwei  solche  Curven  darstellen,  so  stellt  auch  die  Gleichung 

pa  +  vb  =  0 

eine  Curve  derselben  Art  dar,  worauf  es  hier  eigentlich  allein  ankommt. 
Durch  diese  Betrachtungen  gewinnt  das  in  Hede  stehende  Princip 
der  Situationsgeometrie  sehr  an  Fruchtbarkeit.     So  können  wir  z.  B. 
durch  a}  b,. . .  Ausdrücke  von  der  Form: 

**Ky  -  ßy  +  (*-  «)£  -  **] 

oder  von  folgender  Form: 

/3y*  +  2axy  —  ßa?  +  2yy  +  2dx  +  e 

darstellen;  mithin  (bei  der  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten) 
auf  Kreise  oder  auf  gleichseitige  Hyperbeln  alle  Sätze  über,  den  Durch- 
schnitt  von  geraden  Linien  übertragen. 

14.  Für  den  Kreis  z.  B.  erhalten  wir  hiernach  aus  dem  Vorher- 
gehenden folgende  Sätze: 

Wenn  auf  einem  gegebenen  Kreise  (oder  einer  gegebenen  geraden 
Linie)  sich  sechs  Kreise,  paarweise  genommen,  schneiden,  so  schneiden 
die   zweimal  drei   Kreise    sich    überdies   noch    in    sechs   Paaren   von 

Durchschnitte  zweier  Paare  von  Linien  mter  Ordnung.  So  lässt  sich  z.  B. ,  wenn  wir 
auch  hier  die  Bezeichnung  der  vierten  Nummer  beibehalten,  im  Allgemeinen  keine 
Linie  mtoT  Ordnung  durch  die  beiden  Gruppen  von  m*  Durchschnitten  (1)  und  (3) 
legen.  Wir  können  aber,  und  dies  ist  wohl  zu  bemerken,  für  den  Fall  linearer 
Gleichungen  die  Gleichung  der  geraden  Linie  (1,  3)  auf  keine  bestimmte  Weise 
ausdrücken,  wenn  wir  über  die  Symbole  a,  b  u.  s.  w.  keine  anderen  Bestimmungen 
machen,  als  in  der  zweiten  Nummer.  —  Eine  Gleichung  wie  die  folgende: 

ua  +  ft'a'=  vb  +  *'&'i 
drückt  allein  für  sich,  wenn   a,  6,  a    und   b'  linear  sind,   keine  Beziehungen 
zwischen  den  bezüglichen  geraden  Linien  aus:   wohl  aber,  wenn  a,  6,  a    und  b' 
von  höherem  Grade  sind,  Beziehungen  zwischen  den  bezüglichen  Linien  höherer 
Ordnung. 
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Punkten.  Durch  diese  sechs  Punktepaare,  zu  zweien  genommen,  lassen 
sich  noch  drei  Kreise  legen.  Von  den  neun  Kreisen,  die  wir  auf  diese 
Weise,  den  gegebenen  nicht  mitgerechnet,  erhalten,  schneiden  sich 
zweimal  drei  Paare  in  zweimal  sechs  solchen  Punkten,  die  auf  zwei 
neuen  Kreisen  liegen  (No.  2).  Diese  beiden  neuen  Kreise  haben  mit 
dem  gegebenen  dieselbe  Chorde  (No.  3). 

Wenn  auf  einem  gegebenen  Kreise  sich  drei  Paare  von  Kreisen 
schneiden,  so  lassen  sich  im  Ganzen  sechs  neue  Kreise  durch  die  zwei- 
mal zwei  Durchschnitte  von  zweimal  zwei  derselben  legen.  Von 
diesen  sechs  Kreisen  schneiden  sich  viermal  drei  in  denselben  beiden 
Punkten  (No.  5). 

Es  ist  klar,  dass  wir  theilweise  auch  gerade  Linien  an  die  Stelle 
von  Kreisen,  wie  überhaupt  an  die  Stelle  von  Linien  einer  beliebigen 
Ordnung,  deren  Asymptoten  bezüglich  parallel  sind,  Linien  der  (w —  l)*11 
Ordnung  setzen  können. 

15.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  nach  dem'  in  Rede  stehenden 
Princip  auf  diese  Weise  eine  grosse  Menge  von  Sätzen  über  die 
Durchschnitte  (reelle  oder  ideale,  oder  über  Berührungen)  von  Kreisen 
erhalt,  wenn  wir  nach  einander  von  allen  bekannten,  namentlich  auch 
von  den  einfachem  Sätzen  über  die  Durchschnitte  von  geraden  Linien 
ausgehen  und  alle  einzelnen  Fälle  discutiren.  Und  dann  erhalten*  wir 
nach  der  Theorie  des  polaires  re'ciproques  ebenso  viele  Sätze  über  solche 
Linien  zweiter  Ordnung,  die  einen  gemeinschaftlichen  Brennpunkt 
haben  (confocale  Linien  zweiter  Ordnung,  Confocalen). 

16.  Wir  wollen  mit  einem  letzten  hierher  gehörigen  Beispiele 
schliessen.     Folgender  Satz  ist  bekannt. 

Wenn  zwei  feste  gerade  Linien  gegeben  sind,  und  man  durch 
einen  festen  Punkt  P  nach  beliebigen  Richtungen  zwei  gerade  Linien 
zieht,  und  die  Durchschnitte  dieser  beiden  Linien  mit  den  beiden 
gegebenen  noch  durch  zwei  neue  gerade  Linien  verbindet,  so  liegt  der 
Durchschnitt  Q  dieser  beiden  letztgezogenen  geraden  Linien  immer, 
wie  wir  auch  die  Richtungen  der  beiden  durch  den  festen  Punkt  P 
gehenden  geraden  Linien  bestimmen  mögen,  auf  einer  festen  geraden 
Linie,  die  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  gegebenen  geht«  Diese 
Linie  bleibt  auch  dann  noch  dieselbe,  wenn  der  bisher  als  fest  be- 
trachtete Punkt  P  auf  einer  geraden  Linie  fortrückt,  die  durch  den 
Durchschnitt  der  beiden  gegebenen  Linien  geht.*) 


*)  Wir  können  diesen   Satz  nach  unserer  Methode  leicht  folgendergestalt 

beweisen.    Seien 

a  —  0,    6  =  0 
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Die  beiden  gegebenen  Linien  und  die  beiden  anderen,  welche 
Punkte  P  und  Q  enthalten,  nennt  man  Harmonicalen  (faisccau  ) 
monique). 

Durch  Uebertragung  erhalten  wir  hiernach  folgenden  Satz: 

Wenn  zwei  feste  Kreise  gegeben  sind,  und  man  legt  durch  irg 
zwei  Punkte,  die  mit  den  Durchschnitten  dieser  beiden  Kreise 
demselben  dritten  Kreise  liegen,  irgend  zwei  neue  beliebige  Kreise, 
schneiden  diese  die  beiden  festen  gegebenen  Kreise  in  solchen  vien 
zwei  Punkten,  die  sich  noch  durch  zwei  Kreise  verbinden  lassen,  i 
so  bestimmten  zwei  Kreise  schneiden  sich  in  solchen  zwei  Punki 
die  auf  dem  Umfange  eines  und  desselben  Kreises  bleiben,  wie  1 
auch  durch  jene  beiden  Punkte  zwei  beliebige  Kreise  legen,  und  t 
wir  auch  diese  Punkte  selbst  auf  dem  Umfange  des  dritten  Kreü 
annehmen  mögen.  Dieser  so  bestimmte  vierte  feste  Kreis  geht  dar 
die  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen. 

17.  Nach  der  Theorie  des  polaires  reciproques  erhalten  wir  a 
dem  letzten  Satze  folgenden: 

Wenn  drei  confocale  Linien  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  welcl 
dieselben  beiden  geraden  Linien  berühren,  und  man  beschreibt  irgei 
zwei  beliebige  Gonfocalen,  die  beide  mit  der  dritten  gegebenen  di 
selben  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  so  haben  die 
beiden  Confocalen  mit  den  beiden  ersten  gegebenen  und  festen  vic 
mal  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten,  und  es  giebt  noch  zwei  ne 
Confocalen,  die  vier  und  vier  dieser  gemeinschaftlichen  Tangenten  t 
rühren.     Die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  beiden  neu 


die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien,  und 

m  «=>  0,      n  —  0 

die  Gleichungen  der  beiden  andern  Linien,  die  sich  in  P  schneiden,  und  endlich 

d  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Linie,  die  den  Punkt  P  mit  dem  Durchschnitte  von 
und  (6)  verbindet.    Alsdann  erhalten  wir  folgende  Bedingungsgleichungen: 

und    hiernach    für   die    Gleichungen   der   beiden   Linien    [(a,  in),  (&,  n)] 
[(&,  m),  (a,  w)],  die  sich  in  Q  schneiden: 

a  —  m  =  n  —  fr  =  0 ,     b  —  ro  =  n  —  a  =  0. 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  abziehen,  kommt: 

a  _  b  =  o, 

eine  Gleichung,  die  unabhängig  ist  von  m  und  n  und  eine  gerade  Linie  darste 
die  durch  den  Durchschnitt  der  beiden  gegebenen  Linien  a  und  b  geht.  ^ 
Harmonicalen  sind  demnach  durch  Gleichungen  von  folgenden  Formen  dargestel 

a  =  0,     b  =  0,     a  +  7;  =  0,     a  —  &  =  0. 
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Confocalen   umhüllen    eine    vierte   feste   Confocale,   die    mit   den   drei 
gegebenen   dieselben  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten   hat,   wenn 
wir    unter   den   angegebenen   Bedingungen   für    die   beiden   beliebigen 
(kurven  alle  möglichen  nehmen. 

18.  Es  drängt  sich  uns  hier  noch  eine  Bemerkung  auf,  die  wir 
Dicht  ganz  unberührt  lassen  können.  Die  vier  festen  Kreise  des  Satzes 
der  16.  Nummer  treten  an  die  Stelle  der  vier  Harmonicalen  des  an 
die  Spitze  dieser  Nummer  gestellten  Satzes.  Sie  sind  durch  das 
System  von  vier  Gleichungen 

(1)  a  —  0,     6  =  0,     a  +  b  =  0,     a  —  b  =  0 

gegeben,  deren  Beziehung  zu  einander  gerade  dieselbe  ist  wie  für  den 
Fall  gerader  Linien.  Neben  den  vier  Harmonicalen  stehen  nach  der 
Theorie  des  polaires  reciproques  vier  harmonische  Theilungspunkte  einer 
geraden  Linie:  neben  jenen  vier  Ifras-Harmonicalen,  um  mich  so  aus- 
zudrücken, jenen  vier  harmonischen  Theilungspunkten  entsprechend, 
die   vier  festen  Confocalen  der  17.  Nummer. 

Es  ist  nach  dem  Princip,  das  der  Gegenstand  dieses  Paragraphen 
ist,  klar,  dass  vier  Curven  einer  beliebigen  Ordnung,  die  durch  das 
System  der  Gleichungen  (1)  sich  ausdrücken  lassen,  und  also  auch 
alle  vier  durch  dieselben  m2  Punkte  gehen,  den  vier  linearen  Harmo- 
nicalen entsprechen,  und  dass  es  in  jeder  Classe  (Gergonne)  Curven 
mit  m*  gemeinschaftlichen  Tangenten  giebt,  die  den  vier  harmonischen 
Theilungspunkten  entsprechen.  Was  für  andere  Eigenschaften  sonst 
noch  solchen  Curvensystemen  entsprechen,  kann  uns  hier  nicht  an- 
gehen; es  liegt  uns  bloss  ob,  anzudeuten,  wie  die  Theorie  der  harmo- 
nischen Theilung  und  der  Harmonicalen,  dieser  Lieblinge  der  neuern 
Geometrie,  sich  ins  Unbegrenzte  hin  erweitern  lässt. 


■ri 


*Uck 


•*,  Worke.  J.  12 


11. 

Ueber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Geometrie  Punkte  und 

Curven  durch  Gleichungen  darzustellen. 

(Crelle's  Journal,  Band  6,  S.  107—146.  1829.) 

1.  In  einem  Aufsatze,  der  in  einem  früheren  Hefte  dieses  Journals 
abgedruckt  worden  ist,  habe  ich  mich  mit  einem  neuen  Coordinaten- 
systeme  beschäftigt.  Die  Absicht  des  vorliegenden  Aufsatzes  geht 
weiter.  Wir  haben  es  jetzt  nicht  mehr  zu  thun  bloss  mit  einer  neuen 
Bestimmungsweise  der  Lage  eines  Punktes,  wodurch  man  eben  ein 
neues  Coordinatensystem  erhält,  sondern  mit  einer  gänzlich  verschie- 
denen Art,  eine  Curve  durch  eine  Gleichung  auszudrücken.  Man  denkt 
sich  nämlich,rindem  man  eine  Curve  wie  gewöhnlich  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  veränderlichen  Grössen  darstellt,  welche,  wenn  man 
ihnen  bestimmte  Werthe  beilegt,  die  Coordinaten  eines  bestimmten 
Punktes  bedeuten,  diese  Curve  als  aus  einer  unendlichen  Menge  stetig 
auf  einander  folgender  Punkte  bestehend,  oder,  wenn  man  lieber  will, 
als  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  beschrieben.  Man  kann  aber 
auch  durch  nicht  minder  einfache  und  bequeme  Gleichungen  zwischen 
veränderlichen  Grössen,  durch  welche,  wenn  man  ihnen  bestimmte 
Werthe  beilegt,  eine  bestimmte  gerade  Linie  gegeben  ist,  unendlich 
viele  gerade  Linien  darstellen,  die  nach  einem  Gesetze  stetig  auf  ein- 
ander folgen,  und  also  eine  bestimmte  Curve  umhüllen. 

Auf  diese  neue  Art  wird  eine  Curve  durch  eine  Gleichung  ebenso 
vollständig  dargestellt  wie  nach  der  gewöhnlichen  Methode;  —  denn 
hier  wie  dort  lassen  sich  alle  Eigenschaften  derselben  aus  ihrer  Glei- 
chung vollständig  ableiten.  Man  durchschaut  leicht,  wie  hiernach  in 
der  Geometrie  der  Curven  die  Beweismittel  sich  verdoppeln;  wie  jeder 
Entwickelung,  die  bisher  geiuacht  worden  ist,  indem  man  die  gebräuch- 
lichen Gleichungen  zu  Grunde  gelegt,  eine  andere  entspricht,  die  auf 
den  neuen  Gleichungen   beruht.     Ich   übersehe  jetzt  schon  neue  Ent- 


Eine  neue  Art,  Punkte  und  Curven  durch  Gleichungen  darzustellen.      179 

riclelungen,  die  mehr  als  einen  Band  füllen,  und  neue  Sätze  und 
?o nstructionen,  die  von  allen  Seiten  sich  darbieten.  In  dem  Folgenden 
rill  ich  Einzelnes  hervorheben. 

Man  wird  bald  erkennen,  dass  die  in  dem  Vorstehenden  angedeu- 
eten  analytischen  Methoden  in  naher  Verbindung  stehen  mit  der 
riieorie  der  Reciprocität.  (Theorie  des  polaires  reciproqiies.)  Es  gingen 
ras  denselben  diejenigen  Entwickelungen  hervor,  die  ich  an  einem 
andern  Orte  angedeutet  habe  und  die  jene  Theorie  in  sich  enthalten.*) 

2.    Die    allgemeine    Form    der    Gleichung    einer    geraden    Linie, 
bezogen    auf  zwei   unter   einem    beliebigen    Winkel    sich   schneidende 
Coordinatenaxen  ist  folgende: 
(1)  Ay  +  Bx  +  C  =  0, 

indem  wir  durch  y  und  x  Coordinaten,  durch  A7  B  und  C  drei  Con- 
stanten bezeichnen.    Wenn  wir  diesen  Constanten  nach  und  nach  ver- 
schiedene   Werthe   beilegen,   so  können   wir   alle    möglichen   geraden 
Linien  durch  die  vorstehende  Gleichung  darstellen.     Diese  Gleichung 
stellt  auch  dann  noch  unendlich   viele  geraden  Linien  dar,   die  aber, 
wie  bekannt,  alle  durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn  zwischen  den 
obigen  drei  Constanten,  die  wir  übrigens  als  ganz  beliebig  betrachten, 
eine  Gleichung  von  folgender  Form  besteht: 

aA  +  bB  +  cC=0, 

.     i  der  a,  b  und  c  drei  beliebige  neue  Constanten  bezeichnen.     Wenn 
wir  also  A}  B  und  G  als  veränderlich  betrachten  und   demnach  statt 
derselben  u,  v  und  w  schreiben,  so  können  wir  sagen,  es  stelle  die 
Gleichung: 
(2)  au  +  bv  +  cw  =  0 

äflen  Punkt  dar.  Je  drei  Werthen  von  «,  v  und  w,  die  die  letzte 
Gleichung  befriedigen,  entspricht  eine  gerade  Linie,  und  jede  solche 
gerade  Linie  geht  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt.  Wir  betrachten 
■ko  hier  einen  Punkt  als  einen  geometrischen  Ort,  in  dem  unendlich 
v*k  gerade  Linien  sich  schneiden,  während  man,  indem  man  von  der 
(^wohnlichen  Gleichung  einer  geraden  Linie  ausgeht,  diese  als  einen 
Wtoelrisehen  Ort  von  unendlich  vielen  Punkten  betrachtet. 

Wir  können  eine  der  drei  Veränderlichen  uf  v  oder  w  beliebig 
annehmen,  und  der  Kürze  halber  auch  gleich  Eins  setzen.  Alsdann 
erhalten  wir  aus  (2)  folgende  Gleichungen: 

*)  Ich  hoffe  später  Gelegenheit  zu  finden,  in  diesem  Journale  auf  die  Theorie 

der  fieciprocit&t  zurückzukommen  und  unter  Anderem  auch  die  Beziehung  der 

tob  mir  angedeuteten  Theorie  zu  der  Theorie  der  Herren  Poncelet  und  Ger- 

gonne  nachzuweisen.     [Hier  ist  §  31  ff.  der  neunten  Abhandlung  gemeint;  vgl. 

S.  144  ff.  dieser  Ausgabe.] 

12* 
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a  -f-  61;  +  cw  —  0, 
au  -f-  b  +  cw  =  0, 
au  -\-bv  -\-  c    =  0. 

3.    Wenn  statt  der  Gleichung  (2)   eine   beliebige,  in  Beziehung 
auf  h,  v  und  w  homogene  Gleichung  gegeben  ist,  die  wir  durch 

(3)  F(u,  v,w)  =  0 

bezeichnen  wollen,  so  entspricht  je  drei  Werthen  von  u7  v  und  w,  die 
die  vorstehende  Gleichung  befriedigen,   eine   bestimmte   gerade  Linie. 
Solcher  Linien  erhalten  wir  also  unendlich  viele,  die  unmittelbar  auf 
einander  folgen  und  also  eine   stetige  Curve    umhüllen.     Wir   sagen* 
diese  Curve  werde  dargestellt  durch  die  Glcidmng.(S).    Wir  sagen  ferner, 
die  Curve  sei  von  der  zweiten,  dritten  etc.   Classe*)t  wenn  ihre  Glei- 
chung vom  zweiten,  dritten  etc.  Grade  ist,  so  wie  man  sagt,  die  Curve 
sei  von  der  zweiten,  dritten  etc.  Ordnung,  wenn  die  gewöhnliche  Glei- 
chung derselben  in  y  und  x  vom  zweiten,  dritten  etc.  Grade  ist.    Der 
Analogie  nach  nennen  wir  den  Punkt:  geometriscJien  Ort  erster  Cla$s&- 
Die  Oerter  zweiter  Classe  werden  durch  folgende  allgemeine  Gleichun: 
dargestellt: 

au2  +  buv  +  cv*  +  dnw  +  evw  +  fw*  =  0, 

und  enthalten   alle  Curven  zweiter  Ordnung.     Die  Oerter  der  dritte: 
und  höheren  Classen  sind   im   Allgemeinen  nicht  Oerter    dritter  uii*3 
derselben  höheren  Ordnung.**) 

*)  Ich  gebrauche  hier  das  Wort  Classe  nach  Hrn.  Gergonne,  der  ein^r 
Curve,  an  die  sich  im  Allgemeinen  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  m  Tangente*1 
legen  lassen,  den  Namen  einer  Curve  m*6'  Classe  giebt,  dem  analog,  wie  m»-^1 
eine  Curve,  die  von  einer  geraden  Linie  in  m  Punkten  geschnitten  wird,  ein** 
Curve  wter  Ordnung  nennt.  (Mir  scheint  es  passender,  hier  das  Wort  Ordtiw*r£t 
statt  des  Wortes  Grad  zu  gebrauchen,  weil  auch  eine  Curve  mter  Classe  diircJ3 
eine  Gleichung  mten  Grades  dargestellt  wird.) 

**)  Ich  kann  eine  Bemerkung,  die  nahe  liegt  und  vielleicht  nicht  ganz  nne^"" 
heblich  ist,  hier  nicht  unberührt  lassen.    Wenn  ein  System  von  Parallelcoorä3-~ 
naten  gegeben  ist  und  man  sucht,  gleichviel  ob  nach  der  Poncelet-Gergonne?  -~ 
sehen  oder  der  rein  analytischen  Theorie,  die  Polarfigur  desselben,  so  erhält 
statt  der  beiden  Axen  zwei  Punkte,  statt  des  Anfangspunktes^  eine  gerade  Lini« 
die  diese  beiden  Punkte  verbindet,  und  statt  der  Coordinaten  Punkte,  die 
zwei  durch  jene   beiden  Punkte  gehenden   geraden  Linien  liegen.     Statt  eine?^ 
durch  zwei  Coordinaten  gegebenen  Punktes  erhält  man  eine  durch  zwei  Punkt^ 
bestimmte  gerade  Linie;  statt  unendlich  vieler  in  gerader  Linie  liegender  Punkt^-^ 
die  durch  eine  lineare  Gleichung  gegeben  ist,  einen  Punkt,  durch  den  unendlich* 
viele  gerade  Linien  gehen,  und  dessen  lineare  Gleichung  zu  bestimmen  die  Auf-*" 
gäbe  ist.    Statt  einer  Curve,  deren  Punkte  durch  eine  Gleichung  zwischen  dem 
gewöhnlichen  Coordinaten  gegeben  sind,  erhält  man  eine  Polarcurve ,  deren  Tan- 
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§1. 

Diseu88ion  der  Gleichung  des  Punktes  oder  des  Ortes  erster  Olasse. 

(Fig.  21.) 

4.   Die  allgemeine  Gleichung  des  Punktes  ist  nach  dem  Vorstehen- 
den folgende: 

(1)  au -{- bv  +  cw  =  0.  W 
Setzen  wir  w  =  0,  so  kommt: 

au  +  bv  =  0, 
mithin: 

(2)  T---- 

x  '  DU 

Wenn  aber  w  =  0   ist,  so  geht  die   bezügliche 

gerade  Linie  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 

dinaten,  und  ist  also,  wenn  M  der  dargestellte  Punkt  ist,  keine  andre 

als    OM,  mithin  ist: 

/o\  a         sin  a 

wenn  a  und  ß  die  beiden  Winkel  sind,  die  OM  mit  der  ersten  und 
zweiten  Coordinatenaxe  bildet. 

Setzen  wir  ferner  u  =  0,  so  giebt  (1): 

bv  -f-  civ  =  0, 
nuthin  kommt: 

c  v 

b  w ' 

m&    da   der  Bedingung   u  =  0   eine    mit   der   zweiten  Axe   parallele 
gerade  Linie,  also  JHP  entspricht,  so  kommt: 

(4)  c-=    x    . 

'  b         OP 


K^ten  durch  eine  Gleichung  desselben  Grades  zu  bestimmen  alsdann  nicht 
K^er  sein  wird.  Vermittelst  der  einen  Gleichung  bestimmt  man  die  Lage  von 
™kten  in  Beziehung  auf  zwei  gerade  Linien,  vermittelst  der  andern  die  Lage 
Ton  geraden  Linien  in  Beziehung  auf  zwei  Punkte. 

Wenn  wir  dann  ferner  in  dem  Polarsysteme,  um  diesen  Ausdruck  hier  zu 
8wt*uchen,  die  lineare  Gleichung  eines  Punktes  zu  Hülfe  nehmen,  gerade  so  wie 
*k  Uns  im  Texte  der  Hülfsgieichung  (1)  bedienen,  so  erhalten  wir  in  diesem 
Systeme  eine  lineare  Gleichung  für  eine  gerade  Linie,  und  die  Gleichungen  der 
höheren  Grade  entsprechen  hier  wiederum  Curven  derselben  höheren  Ordnungen. 

Wir  erhielten  also  hiernach  im  Ganzen  eine  doppelte  Bestimmung  sowohl 
▼ra  geraden  Linien  als   von  Punkten,   nemlich   einmal  in  Beziehung  auf  zwei 

>ene  gerade  Linien,  das  andre  Mal  in  Beziehung  auf  zwei  Punkte. 
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Aus  (3)  und  (4)  endlich  folgt: 

,- >  c  1      sin  ß 1 

W  a  —  Ö P  "  sln^  —  ÖQ ' 

5.  Es  stellt  die  Gleichung 

m?  =  0 

den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  dar.     Die  beiden  Gleichungen 

u  =  0,     v  =  0 

stellen  zwei  Punkte  dar,  die  auf  der  zweiten  Axe  und  der  ersten  Axe 
unendlich  weit  liegen.     Es  stellt  die  Gleichung 

au  +  bv  =  0 
irgend  einen  Punkt   dar,   der   unendlich   weit   liegt.      Es   stellen   die 
beiden  Gleichungen: 

au  -f-  cw  =  0,     bv  +  civ  =  0 

zwei  solche  Punkte  dar,  die  irgendwo  auf  der  zweiten  Axe  und  der 
ersten  Axe  liegen. 

6.  Nach  der  vierten  Nummer  sind  die  gewöhnlichen  Coordinaten 
des  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellten  Punktes: 

x=0I>=h-,     y  =  0<?  =  |- 

7.  Wir  erhalten  die  Bestimmung  einer  geraden  Linie,  die  durch 
zwei  durch  die  beiden  Gleichungen 

|  au  -\-lv   -f-  cw  =  U  =  0, 

(6)  i  an  +  b'v  +  cw  =  TJ'  —  0 

gegebenen  Punkte  geht,  wenn  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Werthe  von  u,  v  und  w9  oder  vielmehr  die  Werthe  der  Quotienten  je 
zweier  dieser  drei  Veränderlichen  berechnen. 

Es  ergiebt  sich  hiernach  für  die  Gleichung  jedes  dritten  Punktes, 
der  mit  den  beiden  gegebenen  in  gerader  Linie  liegt,  eine  Gleichung 
von  folgender  Form: 

l*U+  ti'U'=0, 

wo  \l  und  p  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten,  für  deren  einen  wir 
auch  Eins  nehmen  können. 

8.  Die  Entfernung  D  der  beiden  Punkte  (6)  von  einander  ist 
durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

(t  -  :■')* + (i  -  b;r  -  * 

9.  Derjenige  Punkt,  der  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  gegebenen 
liegt,  ist  offenbar  durch  folgende  Coordinatenwerthe  gegeben: 
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X"  2  \c    +   c'l  =  2         cc 

1  /a     ,     a\  1  ac  +  a'i 

y~  2 \\7  +  7)  ~~   2         c~7~ 


7 
C 


1  hiernach  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des  Punktes: 

Für  den  vierten  harmonischen  Theilungspunkt,  der  zu  den  drei 
-ch  folgende  Gleichungen: 

U=0      £7=0,     pU+[i'ü'=Q, 

^ebenen  Punkten  gehört,  ergiebt  sich  folgende  Gleichung: 

bei  \i  und  n'  irgend  zwei  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten. 
10.    Wir  wollen  den  Abstand  einer  geraden  Linie,  für  welche 

n  =  w',     v  =  v'}    w  =  w'} 

i    dem  durch  die  Gleichung 

au  +  bv  +  cw  =  0 

jebenen  Punkte  bestimmen.  Dieser  Abstand,  den  wir  P  nennen 
•llen,  ist  offenbar  kein  anderer  als  der  Abstand  des  Punktes  (y'7  x} 
ii  der  geraden  Linie: 

u'y  +  v'x  +  w'  =  0, 

enn  wir 

,       b         ,       a 

x  =      ,    y  —  — 

ßtzen.    Wir  erhalten  also  nach  bekanntem  Ausdrucke: 

U  1/  +  V  X  +  *c 


p=  + 


=  + 


aw'-f-  6o'+  cm?' 


—  • 


cY(Hfr+  V'*) 

Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  u'}  -t?'  und  w'  als  veränderlich 
xachten,  so  stellt  diese  Gleichung  einen  Kreis  dar,  dessen  Mittel- 
akt  durch  folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

au  +  bv  +  cw  =  0. 

§2. 
Beispiel  von  der  Verbindung  linearer  Gleiohnngen. 

11.    Aus  dem  folgenden  bekannten  Satze: 

„Wenn  man  durch  die  drei  Winkelpunkte  eines  Dreiecks  und 
irgend  zwei  feste  Punkte  dreimal  zwei  gerade  Linien  zieht,  so 
begegnen  diese  Linien  jeder  der  drei  gegenüberliegenden  Seiten 
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in  zwei  Punkten;  die  sechs  Punkte,  die   man  auf  diese  Weise 
erhält,  liegen  auf  einer  und  derselben  Linie  zweiter  Ordnung," 
erhält  man  nach  dem  Principe  der  Reciprocität  sogleich  nachstehenden 
Satz: 

Wenn  jede  der  drei  Seiten  eines  Dreiecks  von  irgend  zwei  festen 
geraden  Linien  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  und  man  verbindet 
diese  Durchschnitte  mit  den  gegenüberliegenden  Winkelpunkten  des  Drei- 
ecks durch  gerade  Linien,  so  umhüllen  die  secJis  geraden  Linien,  die  man 
auf  diese  Weise  erhält,  dieselbe  Linie  zweiter  Classe}  oder  bilden,  was  das- 
selbe heisst,  Sechsecke,  deren  drei  Diagonalen  in  demselben  Punkte  sich  schneiden. 

Es  seien,   um  den  Beweis  dieses 
letzten  Satzes  direct  zu  geben  (Fig.  22), 

a  =  0,    6  =  0,    c  =  0 

die  Gleichungen  der  drei  Winkel- 
punkte des  gegebenen  Dreiecks.  Es 
seien  ferner: 

A  =0,    B  =  0,     0  —  0, 

A'=Q,    B'=0,    C'=0, 

die  Gleichungen  der  zweimal  drei 
Punkte,  die  in  gerader  Linie  und  auf 
den  jenen  drei  Winkelpunkten  resp. 
gegenüberstehenden     Seiten     liegen. 

Hiernach   erhalten    wir   die    Voraussetzungen    des    obigen    Satzes    auf 

folgende  Weise  vollständig  ausgedrückt: 


Fig.  22. 


C  =  a  —  b, 
B  =  a  —  c, 
A  =  b  -c, 


C  =  a   —  i*b, 

B '=  a    — vc, 
Ä '  =  pb —  vc. 


Wir  haben  hierzu  nur  zwei  unbestimmte  Coefficienten  ji  und  v  nöthig. 
Die  sechs  geraden  Linien,  die  die  Punkte  A  und  a,  A'  und  a  u.  s.  w. 
verbinden,  mithin  nach  bekannter  Bezeichnung  folgende: 

(Ä,a),     (A',a),     (B,b),    (li',b),     (C,  c),     (C',c), 

wollen  wir  der  Kürze  halber  durch: 

(1),     (2),     (3),    (4),     (5),     (6) 

bezeichnen.  Sechs  gerade  Linien  bestimmen  bekanntlich  sechzig  ver- 
schiedene Sechsecke.  Wir  wollen  hier  dasjenige  betrachten,  dessen 
sechs  Winkelpunkte  folgende  sind: 
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(1,2),    (2,3),    (3,4),    (4,5),    (5,6),    (6,1), 

:1  beweisen,   dass  die  drei   geraden  Linien,   welche  die  drei  Paare 

^enüberliegender    Winkelpunkte    verbinden,    mithin    folgende    drei 

lien: 

[(l,2)(4,5)],    [(2,3)(5,  6)],    [(3,  4)(6,  1)], 

demselben  Punkte  sich  schneiden.     Für  jene  sechs  Winkelpunkte 
;eben  sich  auf  einfache  Weise  die  folgenden  Gleichungen: 

(1,  2)  a  -  0, 

(4,5)  a  —  b  —  vc  =  Q, 

(2,  3)  va  +  fib  —  vc  =  0, 

(5,  6)  c  =  0, 

(3,  4)  b  ^  0, 

(6,  1)  a  —  (ib  +  pc  =  0 . 

Für  die  Gleichung  desjenigen  Punktes  endlich,  in  welchem  zwei 
iebige  der  eben  bezeichneten  geraden  Linien 

[(1,2)  (4,  5)],    [(2,  3)  (5,  6)]    und    [(3,  4)  (6,1)] 

h.  schneiden,  erhält  man  sogleich: 

va  -f-  /i&  -f-  (ivc  =  0. 

erdurch  ist  also  der  obige  Satz  bewiesen. 

12.  Wenn  von  jenen  sechs  geraden  Linien  drei  durch  denselben 
onkt  P  (Fig.  23)  gehen,  so  vereinigen  sich  die  übrigen  drei  in  einem 
freiten  Punkte  Q.  In  der  nebenstehenden  Figur  gehen  die  drei 
inien  (2),  (3)  und  (5)  durch  denselben  Punkt,  so  dass  also 

(2,3),    (2,5),    (3,5), 


Flg.  23. 


deren  Gleichungen  wir  sogleich  folgende  erhalten: 

(2,  3)  va  +  (ib  —  vc  =  0, 
(2,  5)  fifl  —  [ib  -f-  vc  =  0, 
(3,  5)  a  —  b  —  c  =  0, 
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denselben  Funkt  bezeichnen.    Diesem  entspricht  die  Bedingungsgleich 

fi  =  —  v, 

wodurch    die    vorstehenden    Gleichungen   identisch    werden.     Alsd 
werden  aber  auch  die  Gleichungen  der  drei  Punkte 

(1,4),    (1,6),    (4,6), 

nemlich  folgende  drei  Gleichungen: 

(1,4)     a  +  vb  —  vc  =  0, 

(1,  6)     a  —  jib  +  (ic  =  0, 

(4,  6)     a  —  pb  —  v(;«0, 

identisch.  Die  drei  geraden  Linien  (1),  (4)  und  (6)  gehen  mi 
durch  denselben  Punkt.  In  diesem  Falle  erhalten  wir  also  statt 
Curve  zweiter  Classe  ein  System  von  zwei  Punkten,  so  wie  auf 
liehe  Weise  an  die  Stelle  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  System 
von  zwei  geraden  Linien  treten  kann.  Hierauf  werden  wir  be*Jd 
zurückkommen. 

Uebrigens  werden  auch  in  dem  zuletzt  betrachteten  Falle  durd 
die  sechs  geraden  Linien  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  und  (6)  noch  secia* 
verschiedene  Sechsecke  bestimmt  und  von  diesen  ist  nach  der  vorige* 
Nummer  als  bewiesen  anzusehen,  dass  in  jedem  derselben  die  dr^1 
Diagonalen  in  demselben  Punkte  sich  schneiden.  Legen  wir  nun  d£* 
Construction  so  an,  dass  wir  von  den  zweimal  drei  in  den  beid^* 
Punkten  P  und  Q  sich  schneidenden  und  als  durchaus  beliebig  && 
betrachtenden  geraden  Linien  ausgehen,  so  erhalten  wir  folgende^* 
bekannten  Satz: 

Wenn  durch  jeden  von  zwei  festen  Punkten  drei  beliebige  gerade 
Linien  gehen,  so  lassen  sich  durch  die  neun  Durchschnitte  dieser  Linier* 
achtzehn  gerade  Linien  legen,  die  zu  drei  und  drei  durch  dieselben  PvM^ 
gehen. 

13.   In  den  Gergonne'schen  Annalen  (Oct.  1828)*)  wird  der  vor-^ 
stehende  Satz  von  Hrn.  Steiner  noch  dahin  vervollständigt,  dass  von. 
den   sechs  Durchschnittspunkten,  die  man   nach  diesem  Satze   erhalt, 
drei  und  drei  in  gerader  Linie  liegen  und  dann  zugleich  mit  demjenigen 
Satze,  mit  welchem  er  durch  die  Theorie  der  Reciprocität  verbunder 
ist,  zum  Beweise  vorgelegt.     Dieser  Zusatz  ergiebt  sich  ohne  Müh 
nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  von  der  wir  in  de 
Vorstehenden  ein  Beispiel  gegeben  haben,  das  hier  für  unsere  Absic 
hinreichend  ist;  oder  auch  unmittelbar  aus   den  Sätzen  über  das  u 
schriebene  und  eingeschriebene  Sechseck. 

*)  [Vgl-  Band  19»  s-  128J 
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§3. 

X>i8CH88ion  der  allgemeinen  Gleiohnng  der  Oerter  zweiter  Olasse. 

(Bruchstück.) 

14.  Wir  wollen  für   die  allgemeine  Gleichung   dieser  Oerter   in 
de xn  nachstehenden  folgende  nehmen: 

(1)  Au9  +  2Buv  +  Cv*  +  2Duw  +  2Evw  +  Fw2  =  0. 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  w  =  0  setzen,  so  kommt: 

(2)  Au2  +  2Buv  +  Cv2  =  0. 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Werthe  für  — ,  die  denjenigen  Tangenten 

entsprechen,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen. 

Diese  Tangenten  sind  reell ,  fallen  zusammen ,   oder  sind  imaginär,  je 

nachdem  der  Ausdruck 

B*-  AG 

positiv,  Null  oder  negativ  ist:  also  im  Allgemeinen,  je  nachdem  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  ausserhalb  der  Curve,  auf  ihrem  Um- 
fange, oder  innerhalb  der  Curve  liegt. 

15.  Wenn  wir  v  =  0  setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (1): 
(3)  Au2  +  2Duw  +  Fw*  =  0. 

Diese  Gleichung  giebt  die  Werthe  von  — ,   also  die  Ordinaten  (mit 

entgegengesetztem  Zeichen  genommen)  derjenigen  Punkte,  in  welchen 
die  der  ersten  Axe  parallelen  Tangenten  in  die  zweite  Axe  einschneiden. 
Diese  Tangenten  sind  reell,  fallen  zusammen,  oder  sind  imaginär,  je 
nachdem  der  Ausdruck 

D*  -  AF 

positiv,  Null  oder  negativ  ist. 

Wenn  wir  u  =  0  setzen,  so  erhalten  wir  aus  (1)  folgende  Glei- 
ch Ung: 

(*)  Cv*  +  2Evw  +  Fw*  =  0, 

roni  diese  Gleichung  giebt  die  Werthe  für  — ,  d.  h.  die  Abscissen  (mit 

^tgegengesetztem  Zeichen  genommen)  derjenigen  Punkte,  in  welchen 

™&  der  zweiten  Axe  parallelen  Tangenten  in  die  erste  Axe  einschneiden. 

Diese  Tangenten  sind  reell,  fallen  zusammen,  oder  sind  imaginär,  je 

nachdem  der  Ausdruck 

E*-CF 

positiv,  Null  oder  negativ  ist. 
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Jede  der  beiden  Gleichungen: 

D*  —  AF=  0,     E2  —  CF=0 

zeigt  hiernach  im  Allgemeinen  an,  dass  die  Gleichung  (1)  einen  P*c^rfr 
oder  ein  System  zweier  gerader  Linien  darstellt1). 

16.  Wenn 

A  =  0, 

so  giebt  die  Gleichung  (2)   für  das         einer  durch  den  Anfangspunkt 

gehenden  Tangente  einen  Werth  gleich  Null.    Die  Gleichung  (3)  gi&Trt 
alsdann  für  das  auf  eine  der  ersten  Axe  parallele  Tangente  sich  k>e- 

ziehende        ebenfalls  einen  Werth  gleich  Null.    Hieraus  erhellet  al  ^° 

auf  zwiefache  Art,  dass  alsdann  die  Curve  von  der  ersten  Axe  berührt  wir~~& 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich,  dass  wenn 

C  =  0, 

die  Curve  von  der  zweiten  Axe  berührt  wird. 

17.  Wenn 

F=0, 

so  erhalten  wir  sowohl  für  —  aus  (3)  als  für  —  aus  (4)  unendlichere 


Werthe.  Die  Curve  hat  also  nur  eine  Tangente,  die  jeder  der  beiden" n 
Coordinatenaxen  parallel  ist;  die  zweite  Tangente  liegt  unendlich  weL  "* 
Die  Curve  ist  im  Allgemeinen  eine  Parabel 

Die  Gleichung  einer  auf  zwei  ihrer  Tangenten   als  Coordinaten^-" 
axen  bezogenen  Parabel  hat  also  folgende  einfache  und  symmetrisch. 
Form: 

(5)  Bttv  +  Dttw  +  Evw  =  0. 

18.   Wenn 

B  =  Q, 


so  giebt  die  Gleichung  (2)  für        zwei  gleiche   und  entgegengesetzte 

Werthe,  d.  h.  in  dem  Falle  rechtwinkliger  Coordinaten  halbiren  die 
beiden  Axen  den  von  den  beiden  durch  den  Anfangspunkt  an  die  Owrvt 
gelegten  Tangenten  gebildeten  Winkel.  In  dem  Falle  eines  beliebigen 
Coordinatenwinkels  bilden  die  beiden  Axen  und  jene  beiden  Tangenten 
vier  Harmonicalen. 

19.   Wenn 

7)  =  0, 

so  giebt  die  Gleichung  (3)  für         zwei   gleiche    und   entgegengesetzte 
Werthe,  es  liegen  also  die  beiden  der  ersten  Axe  parallelen  Tangenten 
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den  Seiten  derselben  und  gleich  weit  von  ihr  entfernt.  Der 
Hnkt  der  Curve  liegt  also  auf  der  ersten  Axe.     Wenn 

E  =  0, 
t  nach  Gleichung  (4)  der  Mittelpunkt  der  Curve  auf  der  zweiten 

».   Die  nachstehende  Gleichung: 

Au2  +  W  +  FuP  —  O 

lach  der  vorigen  Nummer  einen  Ort  zweiter  Classe  dar,  dessen 
unkt  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen  ist.  Dass 
is  mit  uv  behaftete  Glied  fehlt,  können  wir  hier  nicht  unmittel- 
ih.  der  18.  Nummer  deuten.  Man  sieht  aber  leicht  aus  der  Form 
Gleichung,  dass  die  bezügliche  Curve  auf  zwei  ihrer  zugeord- 
Durchmesser  als  Coordinatenaxen  bezogen  ist,  und  dass  die 
te  der  Längen  dieser   in    die    zweite    und  erste  Axe   fallenden 

lesser  resp.  gleich   ( —  „)  und   ( —  FJ    sind.      Die    Curve    ist 

ir,  wenn  A,  C  und  F  dasselbe  Zeichen  haben;  eine  Ellipse, 
[  und  C,  was  das  Zeichen  betrifft,  unter  einander  übereinstimmen, 
iber  mit  F\  eine  Hyperbel ,  wenn  F  entweder  allein  mit  A 
[lein  mit  C  im  Zeichen  übereinstimmt.  Wenn  einer  der  drei 
enten  A,  C  und  F  gleich  Null  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (6) 
tstem  von  zwei  Funkten  dar,  die  nach  der  fünften  Nummer 
oh  weit  in  dem  einen  Falle,  in  den  andern  beiden  Fällen  beide 
selben  Coordinatenaxe  liegen.     Es  können  aber  in  allen  diesen 

diese  beiden  Punkte  imaginär  werden.  Die  beiden  Punkte 
n  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  zusammen,  wenn  zugleich 

und  (7=0;  sie  fallen  zusammen,  liegen  aber  unendlich  weit, 
rar  auf  einer  der  beiden  Coordinatenaxen,   wenn  zugleich  mit 

auch  -4  =  0  oder  C  =  0. 

.   Die  nachstehenden  Gleichungen: 

An2  +  2Evw  =  0, 

Cv2  +  2Duw  =  0 

Parabeln  dar  (No.  17).  Die  erste  derselben  berührt  die  zweite  Axe 
rangspunJcte  der  Coordinaten  und  hat  die  andere  Axe  zu  einem 
Durchmesser;  die  zweite  Parabel  berührt  die  erste  Axe  im  An- 
lnkte  der  Coordinaten  und  hat  die  zweite  Axe  zu  einem  ihrer 
aesser  (No.  16,  18,  19). 

'.   Die  nachstehende  Gleichung: 

Fw2  +  2Buv  =  0 
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stellt,  was  sogleich  aus  der  16.  und  19.  Nummer  ersichtlich  ist,  eine 
auf  ihre  beiden  Asymptoten  bezogene  Hyperbel  dar. 

23.  Die  Gleichung  (3)  giebt  die  halbe  Summe  der  Werthe  von  - 
gleich  f — -p);   ebenso  giebt  die  Gleichung  (4)  die  halbe  Summe  der 

Werthe  von   —   gleich   ( —  jr) .     Hiernach  erhält   man   für  die  Coor- 

dinaten  des  Mittelpunktes  der  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1)  dar- 
gestellten Curve: 

B  E 

Die  Gleichung  dieses  Mittelpunktes  ist  also  folgende: 

(10)  Du  +  Ev  +  Ftv  =  Q. 

24.  Es  sei  wiederum  (Fig.  24) 

(1)         Au2  +  2Buv  +  GV  +  2Duw  +  2Evw  +  Fw2  =  0 

die    Gleichung   irgend   einer   Curve    zweiter   Classe.     Wenn    wir   von 
dieser  Gleichung  folgende  abziehen: 

(1 1)  A  h2  +  2  Bu  v  +  Cv2  =  0, 
so  kommt: 

(12)  tf?  (2  Du  +  2Ev  +  Fw)  =  0. 

Die  Gleichung  (11)  stellt  zwei  Punkte  dar,  die  (nach  bestimmten  Rich- 
tungen hin)  unendlich  weit  liegen.     Die  gemeinschaftlichen  Tangenten 

der  beiden  Oerter  (1)  und  (11),  also 
hier  insbesondere  die  Tangenten,  die 
sich  von  jenen  beiden  unendlich  weit 
entfernten  Punkten  an  die  Curve  legen 
lassen,  bilden  ein  Parallelogramm. 
Da  die  Gleichung  (12)  eine  Folge 
von  (1)  und  (11)  ist,  so  erhalten  wir 
dasselbe  Parallelogramm,  wenn  wir 
Fig.  24.  von    den   beiden   Punkten    (12)   aus 

Tangenten  an  die  Curve  legen.  Diese 
beiden  letztgenannten  Punkte  sind  also  zwei  gegenüberstehende  Winkel- 
punkte jenes  Parallelogrammes.  Die  Form  der  Gleichung  (12)  zeigt, 
dass  einer  derselben  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  wonach 
wir  jenes  Parallelogramm,  wenn  die  Curve  gegeben  ist;  leicht  con- 
struiren  können,  und  mithin  auch  den  andern  Punkt  P,  dessen  Glei- 
chung: 

(13)  2Du  -f  2Ev  +  Fw  =  0, 
erhalten. 
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25.  Wenn  in  den  Gleichungen  zweier  oder  mehrerer  Curven 
zweiter  Classe  von  der  Form  der  Gleichung  (1)  die  Coefficienten  der 
drei  ersten  Glieder  dieselben  sind,  so  berühren  diese  Curven  dieselben 
beiden,  im  Anfangspunkte  sich  schneidenden  (reellen  oder  imaginären) 
Tangenten. 

Wenn  die  Coefficienten  der  drei  letzten  Glieder  dieselben  sind,  so 
haben  nach  der  23.  Nummer  die  bezüglichen  Curven  denselben  Mittel- 
punkt. 

26.  Wenn  wir  die  Gleichung 

(14)  Au2  +  2Duw  +  Fw*  =  0 

von  der  Gleichung  (1)  abziehen,  so  bleibt: 

(15)  v(2Bn  +  Cv  +  2Ew)  —  0. 

Die  Gleichung  (14)  stellt  zwei  Punkte  (Fig.  25)  dar,  die  auf  der 
zweiten  Axe  liegen.  Wenn  man  von  diesen  Punkten  aus  Tangenten 
an  die  Curve  legt,  so  erhält  man  ein 
Viereck,  in  welchem  zwei  gegenüber- 
stehende Winkelpunkte  durch  (15)  dar- 
gestellt werden.  Einer  dieser  beiden 
Punkte  Q  liegt  aber,  wie  die  Form 
dieser  Gleichung  zeigt,  unendlich  weit 
auf  der  ersten  Axe;  die  Gleichung  des 
andern  Punktes  P  ist: 

(16)  2Bu  +  Cv  +  2Ew  =  0. 

Man  erhalt  also,  wenn  die  Curve  ge-  O       M 
geben  ist,  die  beiden  durch  (14;  ge- 
gebenen Punkte  U  und  S,  wenn  man   an  die  Curve  zwei   der  ersten 
Axe  parallele  Tangenten  legt.     Der  Durchschnitt  der  beiden   übrigen 
durch  R  und  S  gehenden  Tangenten  ist  alsdann  der  Punkt  V. 
Auf  ähnliche  Weise  stellt  die  Gleichung: 

(17)  Cr*  +  2Evw  -f-  Ftr*  =  0 

die  beiden  auf  der  ersten  Axe  liegenden  Punkte  3/  und  .V  dar,  nnd 
die  Gleichung 

(18)  Ah  -f  2Bz  -f  2Dic  —  0 

den  Punkt  L. 

27.  Wenn  in  den  Gleichungen  zweier  oder  mehrerer  Curven 
zweiter  Classe  die  Coefficienten  von  u*,  uic  und  tr8  dieselben  sind,  ao 
berühren    diese   Curven   zwei    teste,   der   ersten    Axe    parallele  gerade 


Fl*.  15. 


192     Eine  neue  Art,  Punkte  und  Curven  durch  Gleichungen  darzustellen. 

Linien;  sie  berühren  zwei  der  zweiten  Axe  parallele  gerade  Li 
wenn  die  Coefficienten  von  v2,  vw  und  tv*  dieselben  sind. 

Wenn  in  mehreren  Gleichungen  die  Coefficienten  von  u*,  t^, 
vw  und  w%  dieselben  sind,  und  mithin  nur  der  Coefficient  voi 
irgend  einen  beliebigen  Werth  hat,  so  sind  die  bezüglichen  Ci 
alle  demselben  Parallelogramme  eingeschrieben,  dessen  Seiten  den  b 
Coordinatenaxen  parallel  sind. 

28.  Wenn  in  mehreren  Gleichungen  nur  die  Coefficienten 
vw  oder  uw  verschieden  sind,  so  sind  die  bezüglichen  Curven 
demselben  Paralleltrapez  eingeschrieben,  dessen  zwei  parallele  S 
der  ersten  oder  zweiten  Axe  parallel  sind,  und  dessen  beide  ar 
Seiten  im  Anfangspunkte  sich  schneiden  (No.  25,  27). 

29.  Wenn  in  mehreren  Gleichungen  nur  die  Coefficienten  vo 
und  v*  oder  von  n2  und  uv  verschieden  sind,  so  haben  die  bezügli 
Curven  denselben  Mittelpunkt  und  berühren  dieselben  beiden 
ersten  oder  zweiten  Axe  parallelen  geraden  Linien,  etc.  etc. 

30.  Theorie  der  Berührung.  Da  die  allgemeine  Gleichung,  di« 
Oerter  zweiter  Gasse  darstellt,  und  die  wir  der  Kürze  halber  du 

(1)  u=o 

darstellen  wollen,  in  Beziehung  auf  u,  v  und  w  homogen  ist,  so  erb 
wir  sogleich  für  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  auf  einer  c 
uf  v    und  w'  gegebenen  Tangente  die  folgende: 

(2)  TT-  U  +  7—  V  +  «-  W  =  0, 

v  J  du       '    cv        '    ow  7 

wenn  wir  nach  der  Differentiation  in  den  Ausdrücken  der  drei 
tiellen  Differentialcoefficienten  statt  der  drei  veränderlichen  Gr 
u'}  v  und  w'  setzen.  Denn  nach  dem  Theorem  über  die  home 
Fundionen  werden  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  identisch,  wem 
m',  v'  und  w'  für  u,  v  und  w  schreiben,  so  dass  also  der  Punt 
auf  der  gegebenen  Tangente  liegt.  Wenn  wir  ferner  die  Gleicht 
(1)  und  (2)  vollständig  differentiiren  und  nach  der  Differenti 
wiederum  w',  v  und  w'  für  die  drei  Veränderlichen  schreibe] 
erhalten  wir  ebenfalls  zwei  identische  Gleichungen«  Es  Schneider 
also  zwei  consecutive  Tangenten  der  Curve  (1)  in  dem  Punkto 
der  mithin  der  Berührungspunkt  auf  der  gegebenen  Tangente  ist 
Wenn  wir  die  Gleichung  (2)  entwickeln,  so  kommt: 

(Au'+  Bv'+  Dw')u  +  (Bu+  GV+  Ew)v 
+  (Du'+  Ev'+  Fw')  w  =  0 


(3) 


für  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  auf  der  Tangente  (w',  t 


(4) 
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31.  Die  letzte  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  u,  v,  tv  und 
«',  v\  w'  symmetrisch,  sodass  wir  sie  auch  folgendergestalt  schreiben 
können: 

(Au  +  Bv  +  Dtv)n  +  (Bu  +  Cv  +  Ew)v'  +  (I)u  +  Ev  +  Ftc)iv'=  0. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  wir  für  die  drei  Veränderlichen 
drei  solche  Werthe  w",  v"  und  w"  nehmen,  die  sich  auf  irgend  eine 
durch  den  Berührungspunkt  gehende  gerade  Linie  beziehen.  Betrachten 
wir  ferner  m',  v  und  w'  als  veränderlich  und  lassen  aus  diesem  Grunde 
die  Accente  fort,  so  stellt  die  Gleichung: 

(Au"+  Bv"+  Dw")u  +  (Bu"+  Cv" +  iV> 

+  (Du"  +  Ev"  +  Fw")w  —  0, 

da  sie  sich  mit  gleichem  Rechte  auf  die  Tangenten  in  beiden  Durch- 
schnitten der  geraden  Linie  («",  v",  w")  mit  der  Curve  bezieht,  den 
Durchschnitt  jener  beiden  Tangenten,  den  Pol  dieser  geraden  Linie  dar. 

32.  Wenn  der  Pol  unendlich  weit  liegt,  so  ist  jene  gerade  Linie 
ein  Durchmesser.  Der  Pol  liegt  aber  unendlich  weit,  wenn  die  Glei- 
chung (4)  folgende  Form  annimmt: 

witt  +  nv  =  0, 

was  nur  dann  geschieht,  wenn 

Du"+  Ev"+Fw"=0, 

d.  h.  wenn  die  gerade  Linie  (u"9  v"7  w")  durch  den  Mittelpunkt  geht, 
dessen  Gleichung  nach  der  23.  Nummer  nachstehende  ist: 

(5)  Du  +  Ev  +  Fiv  =  ~  Cü  —  0. 

v  J  '  ■  '-l  ovo 

Wenn  der  Pol  auf  der  ersten  Axe  liegt,  so  muss  die  Gleichung 

(4)  folgende  Form: 

mv  +  nie  =  0 

annehmen  (No.  f>),  was  nur  dann  geschieht,  wenn 

Au"+Bv"+  l)w"=0. 

Hiernach  stellt  also  die  Gleichung: 

(6)  Au+Bv  +  Dw-±lfu-0 

diejenige  des  Poles  der  ersten  Axe  dar. 
Ebenso  stellt  die  Gleichung 

(7)  B*  +  Cv  +  Ew-±l!'-0 

den  Pol  der  tioeiten  Axe  dar. 

33.  Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (ß)  und  (7)  zu  einer 
neuen  linearen  Gleichung  erhält  man  die  Gleichung  jedes  beliebigen 

Plftoko,  W«fcfc  L  rirtkiWti#i  1M 
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Punktes  der  Polaren  des  Anfangspunktes.  Die  Coordinaten  dieser 
Polaren  erhält  man,  indem  man  aus  den  beiden  eben  genannten  Glei- 

chungen  die  Werthe  für    \   und  —  berechnet. 

Wenn  man  die  Gleichung  des  Mittelpunktes  (5)  mit  einer  der 
beiden  Gleichungen  (6)  oder  (7)  zu  einer  neuen  linearen  Gleichung 
verbindet,  so  erhält  man  die  Gleichung  jedes  beliebigen  Punktes  des- 
jenigen Durchmessers,  der  die  der  ersten  oder  zweiten  Coordinatenaxe 
parallelen  Chorden  halbirt. 

34.  Es  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden  einige  Sätze  zu  un- 
mittelbar, als  dass  ich  dieselben  hier  unerwähnt  lassen  sollte.    Es  seien 

U=Q,      [/'=(),      £/"=0 
die  Gleichungen  dreier  Oerter  zweiter  Classe.     Alsdann  sind 

^-0      ^-=0      ^  =  0 

dw  9      dw  }       dw 

die  Gleichungen  ihrer  Mittelpunkte.  Wenn  jene  drei  Oerter  dieselben 
vier  geraden  Linien  berühren,  so  ist,  wenn  (i  und  \l'  unbestimmte 
Coefficienten  bedeuten: 

es  ist  mithin  auch: 

cU    ,       /  dZJ'    ,    hl'"       ,-x 
u  „-    +  a h  - . .  -  ■  =  0 , 

^  CW  ^     C  IC  €  tc  7 

d.  h.  die  drei  Mittelpunkte  liegen  in  gerader  Linie.  Hiermit  ist  also 
folgender  bekannte  Satz  gegeben: 

Die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte  (Oerter  zweiter  Classe),  die  die- 
selben vier  geraden  Linien  berühren,  liegen  in  gerader  Linie  (Newton). 

Zu  diesen  Oertern  zweiter  Classe  gehören  auch  drei  Systeme  von 
zwei  Punkten,  nämlich  die  dreimal  zwei  gegenüberstehenden  Winkel- 
punkte der  von  den  vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  voll- 
ständigen vierseitigen  Figur.  Der  Mittelpunkt  des  Systems  zweier 
Punkte  ist  aber  offenbar,  was  auch  sogleich  aus  dessen  Gleichung  sich 
ergiebt,  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  des  Systems.  Wir 
erhalten  hiernach  diejenige  gerade  Linie,  welche  alle  Mittelpunkte 
enthält,  indem  wir  die  drei  Mitten  der  drei  Diagonalen  der  von  den 
vier  gegebenen  geraden  Linien  gebildeten  vierseitigen  Figur  durch 
eine  gerade  Linie  verbinden.  Wir  sehen  hier  beiläufig,  dass  diese 
drei  Mitten  derselben  geraden  Linie  angehören. 

35.  Die  Gleichungen  der  Pole  irgend  einer  geraden  Linie  (tt", 
v",  w")  in  Beziehung  auf  dieselben  drei  in  der  vorigen  Nummer  be- 
trachteten Curven  sind  die  folgenden: 
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dU     ,,  .     d  U      „  .     3U      „       , *        ,-. 
-*-—  u  +  — —  v  +  -5 —  w  =  v  =  0 , 

ou  '      cv  du-  ' 

dU'     ,,  .     cU'    ,,  ,     dU'      ,,       ,7, 

— —  u  +  — —  v  -f-  --,;■     «?  =  K  =  0, 

"  r»»#  p  TT"  ?  Tf" 

-« —  w  +  ~ —  v  +  "5 —  w  =  r    =  0, 

und  man  sieht  sogleich,  dass  unter  denselben  Voraussetzungen  wie 
bisher  auch: 

^F+/i'F+  F'=o, 

so  dass  also  die  drei  Pole  in  gerader  Linie  liegen.  Hiernach  ergiebt 
sich  folgender  Satz: 

Wenn  beliebig  viele  Curven  zweiter  Classe  vier  gegebene  gerade 
Linien  berühren }  so  liegen  die  Pole  derselben  beliebigen  geraden  Linie  in 
Beziehung  auf  alle  diese  Curven  in  gerader  Linie. 

Es  ist  im  Allgemeinen  klar,  dass  alle  Oerter,  die  durch  Glei- 
chungen dargestellt  werden,  in  denen  als  Constanten  auf  dieselbe 
beliebige  Weise,  und  überdies  blos  linear,  Constanten  aus  den  ver- 
schiedenen Gleichungen  solcher  Oerter  zweiter  Classe,  die  demselben 
Viereck  eingeschrieben  sind,  vorkommen,  alle  dieselben  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  haben,  und  also  insbesondere,  wenn  diese  Oerter 
Punkte  sind,  in  gerader  Linie  liegen. 

36.  Theorie  der  Osculation.  Die  .Gleichung  irgend  eines  Ortes 
zweiter  Classe,  der  die  zweite  Axe  im  Anfangspunkte  der.  Coordinaten 
berührt,  sei  folgende  (No.  16,  14): 

Au2  +  2Duw  +  2Evw  +  Fu?  =  0. 

Stellen  wir  mit  dieser  Gleichung  eine  zweite  ihr  ähnliche: 

Au2  +  2D'uw  +  2E'vw  +  i<  V2  —  0 

zusammen  und  ziehen  ab,  so  kommt: 

w[2(D  -  D')u  +  2(E—E')o  +  (F-  F')iv\  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  Punkten  dar.  Der  Faktor 
w  bezieht  sich  auf  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  durch  den  zwei 
in  die  zweite  Axe  zusammenfallende  gemeinschaftliche  Tangenten  der 
beiden  Curven  gehen.     Der  andre  Faktor,  gleich  Null  gesetzt: 

(1)  2(1)  —  D')u  +  2{E  —  E')v  +  (F-  F)  iv  —  0, 

stellt  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  übrigen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  dar,  und  ist  reell,  diese  Tangenten  mögen  es  sein  oder  nicht. 
Wenn  dieser  Punkt  auf  der  zweiten  Axe  liegt,  so  fallen  in  diese  Axe 
drei  Tangenten   zusammen.     Die  beiden   Curven  hal 
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dreipunlctige  Osculation.    Damit  die  Gleichung  (1)  dementsprechend  die 
Form 

(2)  2{D  —  I)')n  +  {F  -  F')w  =  0 

annehme,  ergiebt  sich  die  Bedingungsgleichung: 

(3)  E  —  F/. 

37.  Wenn  die  Osculation  eine  vierpunJctige  sein  soll,  so  muss, 
damit  die  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  mit  den  drei  übrigen  zu- 
sammenfalle, die  Gleichung  (2)  den  Anfangspunkt  darstellen  und  also 

folgende  Form  annehmen: 

tc  =  0; 

wonach  wir  neben  der  Bedingungsgleichung  (3)  noch  nachstehende 
erhalten : 

(4)  D  —  D'. 

38.  Wenn  bloss  die  letzte  Bedingungsgleichung  (4)  zwischen  den 
Gleichungen  der  beiden  sich  im  Anfangspunkte  berührenden  Curven 
besteht,  so  ist  sogleich  ersichtlich,  dass  alsdann  die  beiden  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  beiden  Curven  sich  auf  der  ersten  Axe 
schneiden. 

39.  Ich  werde  in  dem  folgenden  Paragraphen  durch  Verbindung 
allgemeiner  Symbole  vermittelst  unbestimmter  Coefficienten  allgemeine 
Sätze  beweisen  und  aus  denselben  viele  einzelne  Constructionen  ab- 
leiten. Doch,  um  ein  Beispiel  der  Behandlungsweise  zu  geben,  will 
ich  schon  hier  einige  einzelne  Sätze  direct  beweisen.  Dies  wird  hin- 
reichend sein,  um  zu  zeigen,  dass  man  hier  auf  eine  ganz  ähnliche 
Weise  verfahren  kann,  wie  ich  in  dem  ersten  Bande  meiner  Entwick- 
lungen §  8,  S.  222  ff.  verfahren  bin. 

Die  Gleichung  irgend  einer  gegebenen  Curve  zweiter  Classe,  welche 
die  zweite  Axe  im  Anfangspunkte  berührt,  sei  folgende: 

(5)  Au2  +  2Duiv  +  2Evw  +  Fw*  =  0. 

Das  System  irgend  zweier  Punkte,  die  auf  der  zweiten  Axe  liegen, 
können  wir  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

(6)  Au2  +  2D'uw  +  Fw%  =  0. 

Die  beiden  Gleichungen  (5)  und  (6)  vereint,  dienen  zur  Bestimmung 
der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  bezüglichen  Oerter, 
d.  h.  derjenigen  beiden  Tangentenpaare,  welche  man  durch  die  beiden 
Punkte  des  Systems  an  die  Curve  legen  kann.  Ziehen  wir  diese 
beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  kommt: 

w[2(D  -  D')u  +  2Ev  +  (F  -  F')w\  —  0. 
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Der  Faktor  tv  des  ersten  Theiles  dieser  Gleichung,  der  gleich  Null 
gesetzt  den  Anfangspunkt  darstellt,  entspricht  den  beiden  in  die 
zweite  Axe  zusammenfallenden  Tangenten.  Die  beiden  andern  Tan- 
genten schneiden  sich  also  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Gleichung 
folgende  ist: 

(J)  2(1)  —  ü')u  +  2Kv  +  (F  -  F')w  =  0. 

40.  Die  Coefficienten  von  u  und  v  in  dieser  Gleichung  ändern  sich 
nicht,  wenu  man  statt  (5)  die  Gleichung  irgend  einer  andern  Curve 
nimmt,  welche  die  gegebene  im  Anfangspunkte  vierpunktig  osculirt 
(No.  37).  Es  stellt  also  (7)  einen  solchen  Punkt  dar,  der  für  alle 
diese  Curven  auf  einer  und  derselben  durch  den  gemeinschaftlichen 
Osculationspunkt  gehenden  geraden  Linie  liegt.     Also: 

Wenn  man  van  irgend  zwei  festen  Punkten  der  gemeinscluxftlichen 
Tangente  im  OsctdationspunJcte  mehrerer  sich  vierpunktig  osculirender 
Curven  an  jede  derselben  nocli  zwei  Tangenten  zieht,  so  liegen  die  Durch- 
schnitte je  zweier  solcher  Tangenten  auf  einer  festen ,  durch  den  Oscula- 
tionspunkt gehenden  geraden  Linie. 

41.  Hiernach  erhalten  wir  eine  neue  Construction  folgender  Auf- 
gabe : 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  einem 
gegebenen  Punkte  vierpunktig  osculirt  und  überdies  eine  gegebene  gerade 
Linie  berührt. 

Sei  OMN  (Fig.  2fi)  die  gegebene  Curve,  TS  die  gegebene  gerade 
Linie,    welche    der  Taugente    im   Osculationspunkte    0   im    Punkte   T 
begegne.     Man  lege  durch  T  die  zweite  Tan- 
gente   TS'  und    ziehe    eine    beliebige    dritte    lv 
Tangente,  die   den    beiden   ersten  Tangenten  x 

in   T  und  S'  begegne.     Man  ziehe  OS',   die  \~i, 

der   gegebenen  geraden  Linie  in  S  begegne,     j  /y      \       \. 
und   endlich    7"S.     Diese    gerade    Linie    ist     L  x       V 

alsdann  eine  neue  Tangente  der  zu  construi-   ()Y  ;"    l      — ><- 


\.      S 


renden  Curve. 

Wenn  die  beiden  Punkte  T  und   T  zu- 
saminenfallen.  so  sind  S'  und   S  Punkte  der       /.<"" 
gegebenen  und  der   zu  construirenden  Curve,  Fi^  26 

die  immer  noch  mit  0  in  gerader  Linie  liegen. 

Wir  können  hiernach,  wenn  ein  Punkt  der  zu  construirenden 
Curve  gegeben  ist,  in  diesem  Punkte  die  Tangente  legen,  und  wenn  eine 
Tangente  gegeben  ist,  auf  dieser  Tangente  den  Berührungspunkt  be- 
stimmen. 
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42.  Die  Coefficienten  von  v  und  iv  bleiben  in  der  Gleichung  C^J 
dieselben,  wenn  die  Gleichung  (5)  eine  Parabel  darstellt,  mithin  JF=£^ 
ist,  und  wir  diese  Parabel  mit  irgend  einer  andern  vertauschen,  welche^^ 
dieselbe  im  Anfangspunkte  dreipunktig  osculirt.    Der  Punkt  (7)  rückt 
aber  alsdann  auf  einer  der  zweiten  Axe  parallelen  geraden  Linie  fori 
Also : 

Wenn  man  von  irgend  zweien  festen  Punkten  der  Tangente  im 
Osculationspunkte  mehrerer  sich  osculirender  Parabeln  noch  zwei  Tan- 
genten an  jede  Parabel  legt,  so  liegt  der  Durchschnitt  solcher  zwei  Tan- 
genten auf  einer  festen ,  der  gcmeinschaftlicfien  Tangente  parallelen  geraden 
Linie. 

43.  Hiernach  können  wir  folgende  Aufgabe  construiren. 

Eine   Parabel  (Fig.  27)  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  in  einem 

gegebenen  Punkte  oscxüirt  und  überdies  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt 

}  Sei  MON  die  gegebene  Parabel,  die  in  0 

1  Ms'  osculirt  werden  soll,   SQ   die   gegebene  gerade 

y»!  /l— ■■-'-■         Linie,  die  der  Tangente  in  0  im  Punkte  T  be- 


>-r* 


gegne.    Man  lege  durch  T  eine  zweite  Tangente 


S     \0  TM  an   die  gegebene  Parabel   und  an  dieselbe 

iS'  *  •■./•.    \  noch   irgend  eine  beliebige  Tangente  S'N,   die 

;       -><  \  der  Tangente  TM  in  S'  und  der  Tangente  OT 

!          '    ';x^  v         in    T   begegne.     Man   ziehe    parallel   mit   OT 

I      \  v       durch  den  Punkt  S'  die  gerade  Linie  S'Sf  die 

Ä\  der  gegebenen  in  S  begegne,  und  endlich  ST. 

Diese  Linie  ist  eine  neue  Tangente  der  zu  con- 

Fig.  27.  .  ° 

struirenden  Curve. 

44.  Wenn  die  beiden  Punkte  T  und  T  zusammenfallen,  so 
erhalten  wir  statt  S  und  S'  zwei  Berührungspunkte  auf  den  beiden 
Parabeln.     Also  : 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Punkte  der  Tangente  im  Oscu- 
lationspunkte  mehrerer  sich  osculirender  Parabeln  noch  eine  zweite  Tan- 
gente an  jede  derselben  legt,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einer  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  parallelen  geraden  Linie. 

Hiernach  können  wir  in  der  letzten  Aufgabe  auf  der  gegebenen 
geraden  Linie  sogleich  den  Berührungspunkt  finden  und  auch  eine 
Parabel  construiren,  die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen  Punkte 
osculirt  und  überdies  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

45.  Die  Coefficienten  von  u  und  w  bleiben  in  der  Gleichung  (7) 
dieselben,  wenn  die  Gleichung  (5)  eine  Parabel  darstellt,  wir  an  die 
Stelle  derselben  irgend  eine  andre  Parabel  setzen,  die  mit  der  gegebenen 
dieselbe  gemeinschaftliche  Tangente  hat,  und  parallel  mit  dieser  Tangente 
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die  erste  Axe  legen.  Dies  erglebt  sich  sogleich  aus  der  38.  Nummer, 
wenn  wir  Überdies  berücksichtigen,  dass  die  vierte  gemeinschaftliche 
Tangente  zweier  Parabeln  unendlich  weit  liegt.  Wenn  aber  die  Coef- 
ticienten  tob  «  und  w  dieselben  bleiben,  so  stellt  (7)  einen  Punkt 
dar,  der  auf  einer  der  ersten  Axe  parallelen  geraden  Linie  bleibt. 
Hiernach  ergeben  sich  leicht  die  folgenden  beiden  Sätze: 

Wenn  mehrere  Parabeln  ztcei  gegebene  gerade  Linien  berühren  und  die 
erste  derselben  in  einem  gegebenen  Funkle,  so  schneiden  sich  diejenigen  beiden 
Tangenten,  die  von  irgend  zwei  festen  Punkten  dieser  ersten  gegebenen 
geraden  Linie  an  jede  Parabel  gelegt  werden  können,  in  einem  solclien 
Punkte,  der  auf  einer  festen,  der  zweiten  gegebenen  geraden  Linie  parallelen 
Linie  bleibt. 

Wenn  man  von  irgend  einem  festen  Punkte  der  ersten  gegebenen 
geraden  Linie  noch  eine  Tangente  an  jede  Parabel  legt,  so  liegen  die 
Berührungspunkte  auf  allen  diesen  Tangenten  in  derselben,  der  zweiten 
gegebenen  geraden  Linie  parallelen  Linie. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  wiederum  lineare  Constructioneu, 
die  wir  hier  übergehen. 

40.  Wir  können  die  Gleichung  (7)  auch  noch  aus  einem  andern 
Gesichtspunkte  discutiren.  Es  ändern  sich  nämlich  in  dieser  Gleichung 
z.  B.  die  Coefficienten  von  v  und  w  nicht,  wenn  man  statt  (6)  eine 
andere  Gleichung  von  derselben  Form  nimmt,  in  der  man  nur  dem 
Coefficienten  LY  irgend  einen-  andern  Werth  beilegt;  d.  h.  wenn  man 
statt  der  durch  (6)  dargestellten  beiden  Punkte  irgend  zwei  andre 
Punkte  der  zweiten  Axe  nimmt,  deren  Abstände  vom  Berührungs- 
punkte, in  einander  multiplicirt,  dasselbe  Product  geben.  Der  Durch- 
schnitt der  beiden  Tangenten,  die  durch  solche  zwei  Punkte  sich  noch 
an  die  gegebene  Curve  legen  lassen,  liegt  also  auf  einer  festen,  der 
zweiten  Axe  parallelen  geraden  Linie.     Also  auch  umgekehrt: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  gegebenen  geraden  Linie 
neei  Tangenten  an  eine  gegebene  Curve  zweiter  Glosse  legt,  so  wird  das 
von  diesen  beiden  Tangenten  intereeptirte  Segment  einer  dritten  Tangente, 
die  der  gegebenen  geraden  Linie  parallel  ist,  im  Berührungspunkte  so 
getheilt,  dass  das  Produkt  der  beiden   Theile  ein  constantes  ist. 

Wenn  wir  insbesondere  annehmen,  dass  die  gegebene  gerade 
Linie  unendlich  weit  liege,  so  erhalten  wir  einen  bekannten  Satz. 

47.  Den  nachstehenden  Satz  erhalten  wir  auf  eine  ganz  ähnliche 
Weise,  wie  wir  den  Satz  der  vorigen  Kammer  erhalten  haben. 

Wenn  irgend  eine  Linie  etveitcr  Ordnung  gegeben  ist  und  man  con- 
struirt  in  einem  beliebigen  Punkte  derselben  die  Tangente,  legt  durch  den- 
selben Punkt  eine  beliebige  gerade  Linie    i         turch   irgend  einen  Punkt 
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dieser  geraden  Linie  zwei  neue  Tangenten  an  die  Curve,  so  schneiden 
diese  beiden  Tangenten  die  erstgezogene  in  solclien  zwei  Punkten,  für 
welche  die  Summe  der  reciprolcen  Werthe  der  Abstände  vom  Berührungs- 
punkte constant  ist 

Wir  brechen  hier  ab,  um  sogleich  zu  einer  allgemeineren  Verbin- 
dung der  Gleichungen  der  Oerter  zweiter  Classe  überzugehen,  weil 
hier  auf  eine  ungemein  leichte  Weise  eine  Menge  von  Sätzen  und 
Constructionen  sich  ergeben. 

§4. 

Verbindung  der    allgemeinen  Gleichung  der  Oerter   zweiter  Classe 

vermittelst  unbestimmter  Coeffloienten. 

48.    Wenn  die  beiden  Gleichungen 

(1)  ji  — 0,     A'=0 

irgend  zwei  Oerter  zweiter  Classe  darstellen,  so  stellt,  wenn  fi  einen 
unbestimmten  Coefficienten  bedeutet,  die  Gleichung 

(2)  A  +  nA'=0 

alle  möglichen  Oerter  derselben  Classe  dar,  welche  mit  den  beiden 
gegebenen  dieselben  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben.  Wenn 
der  erste  Theil  der  Gleichung  (2)  sich  in  zwei  Faktoren  des  ersten 
Grades  auflösen  lässt,  so  stellt  dieselbe  ein  System  von  zwei  Punkten 
dar.  Eiu  solches  System  ist  also  als  ein  Ort  zweiter  Classe  anzu- 
sehen. (Es  ist  wohl  überflüssig  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Punkte 
auf  keine  Weise  als  verschwindende  Ellipsen  zu  betrachten  sind.)  Wenn 
aber  die  in  Rede  stehende  Zerlegung  stattfinden  soll,  so  erhalten  wir 
eine  Bedingungsgleichung,  die  in  Beziehung  auf  /t  vom  dritten  Grade 
ist.  Es  reducirt  sich  diese  Gleichung  nur  dann  auf  den  zweiten  Grad, 
wenn  schon  eine  der  beiden  Gleichungen  (1)  ein  System  von  zwei 
Punkten  darstellt.  Wir  erhalten  also  immer,  wenn  wir  die  Gleichungen 
zweier  solcher  Oerter  zweiter  Classe,  die  Curven  sind,  gehörig  mit 
einander  verbinden,  mindestens  die  Gleichung  eines  Systems  von  zwei 
Punkten.  Nur  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  im  Allgemeinen  solche 
zwei  Punkte  auch  zusammenfallen  und  auch  imaginär  sein  können.  In 
diesem  letztern  Falle  erhalten  wir  eine  bestimmte  gerade  Linie,  welche 
durch  diese  beiden  imaginären  Punkte  geht,  statt  dieser  Punkte;  eine 
gerade  Linie,  die  durch  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades  dargestellt 
wird.*)     Man  kann  aber  leicht  zeigen,    dass  immer  eine   resultirende 

*j  Dies  wird  deutlicher,  wenn  wir  die  Gleichung 

V"  +  2avw  +  fr**'*  =  0 
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Gleichung  (2)  ein  System  zweier  reellen  Punkte  darstellt.  Wenn  die 
Bedingungsgleichung  in  p  nur  reelle  Wurzeln  hat,  so  erhalten  wir  drei 
reelle  Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  (2).  Alsdann  haben 
die  beiden  Curven  entweder  vier  reelle  oder  gar  leeine  reellen  gemein- 
schaftlichen Tangenten.  Im  ersten  Falle  stellen  jene  drei  resultirenden 
Gleichungen  die  dreimal  zwei  gegenüberstehenden  Winkelpunkte  der 
von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebildeten  vollständigen 
vierseitigen  Figur  dar;  im  zweiten  Falle  erhalten  wir  ein  System  von 
zwei  reellen  Punkten  und  ausserdem  zwei  reelle  gerade  Linien.  Wenn 
die  Gleichung  in  p  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat,  so  erhalten  wir  durch 
Verbindung  der  gegebenen  Gleichungen  nur  eine  einzige  Gleichung 
eines  Systems  von  zwei  Punkten:  die  beiden  andern  Systeme  existiren 
gar  nicht  Diesem  Falle  entspricht,  dass  die  beiden  gegebenen  Curven 
nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  in  p  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
berühren  sich  die  beiden  gegebenen  Curven.  Die  drei  resultirenden 
Systeme  von  zwei  Punkten  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  Durch- 
schiuttspunkte  der  Tangente  im  Berührungspunkte  der  Curven  mit  den 
beiden  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben  (zweimal  ge- 
noxromen),  und  dann  das  System  des  Berührungspunktes  und  des  Durch- 
schxuttes  der  letztgenannten  beiden  Tangenten.  Wenn  die  beiden  Curven 
eu*en  doppelten  Contact  haben,  so  sind  die  drei  Systeme  der  Durch- 
seluüttspunkt  der  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  als  doppelter 
"unkt  betrachtet  (zweimal  genommen),  und  dann  das  System  der 
Eitlen  Berührungspunkte. 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  in  p  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
"*ben  die  beiden  Curven  einen  dreipunktigen  Contact.  Von  den  drei 
re8vdtirenden  und  alsdann  identischen  Systemen  besteht  jedes  aus  dem 
Osculationspunkte  und  dem  Durchschnittspunkte  der  Tangente  in 
diesem  Punkte  mit  der  noch  übrigen  einzigen  gemeinschaftlichen  Tan- 
8etite.  Für  den  Fall  einer  vierpunktigen  Osculation  fallen  die  beiden 
"unkte  der  drei  identischen  Systeme  in  den  Osculationspunkt  zu- 
8attimen, 

49.  Es  tritt  uns  hier  noch  folgende  Frage  entgegen:  Giebt  es 
tixmren  zweiter  Classe,  die  nur  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  haben, 
°<iex  bestimmter  ausgedrückt,  von  deren  vier  gemeinschaftlichen  Tan- 

betx^chten,  welche  zwei  auf  der  ersten  Axe  liegende  Punkte  darstellt.    Wenn  aber 

a8  —  6<0, 
80  Siebt  diese  Gleichung  fär  v  und  w  keine  andern  reellen  Wertbe  als 

V   s  0,         «7  =  0. 

&B  stellt  also  die  vorstehende  Gleichung  bloss  die  erste  Coordinatenaxe  dar. 
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genten  zwei  unendlich  weit  liegen,  so  wie  es  Curven  zweiter  Ordnung 
giebt  (ähnliche  und  ähnlich  liegende);  von  deren  vier  Durchschnitten 
zwei  unendlich  weit  liegen?  Eine  gemeinschaftliche  Tangente  liegt, 
wie  wir  schon  früher  gesehen  haben,  unendlich  weit,  wenn  die  beiden 
Curven,  Parabeln  sind.  Aber  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  können 
nicht  unendlich  weit  liegen.  » 

50.  Herr  Poncelet  hat  schon  bemerkt,  dass,  wenn  zwei  Oerter 
zweiter  Classe  denselben  Brennpunkt  Iwbcn,  dieser  Brennpunkt  als  der 
Durchschnitt  zweier  gemeinschaftlichen  imaginären  Tangenten  anzu- 
sehen ist*). 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Curven  ähnliche,  ähnlich  liegende  und 
concentrische  sind,  so  ist  ihr  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  der  Durch- 
schnitt zweier  Paare  gemeinschaftlicher  imaginärer  Tangenten. 

Wenn  in  den  vorstehenden  Andeutungen  irgend  etwas  dunkel 
erscheinen  sollte,  so  verweise  ich  auf  die  ganz  analogen  Erörterungen 
über  die  Verbindung  der  Gleichungen  von  Oertern  zweiter  Ordnung 
im  ersten  Bande  meiner  Entwicklungen**). 

51.  Auf  dem  bisher  Entwickelten  beruhen  Erörterungen,  die  denen 

des  letzten  Paragraphen  der  eben  angeführten  Schrift  entsprechen.   In 

dem  Folgenden  will  ich  einige  Momente  hervorheben. 

Es  seien 
(1)  ^1  =  0,     A'=Q,     A"=Q 

die  Gleichungen  dreier  solcher  Curven  zweiter  Classe,  welche  dieselben 

beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  deren  Durchschnittspunkt 

durch  die  Gleichung 

c  =  0 

dargestellt  werde.  Alsdann  erhalten  wir  durch  gehörige  Verbindung 
vermittelst  unbestimmter  Coefficienten  je  zweier  der  drei  Gleichungen 
(l)  folgende  Ausdrücke: 

IA  —  p"A'  =  c.a"  =  0, 
A  —  iL'A"=c.a=0, 
A' — ft  A"=c.a  =0. 

Wenn  wir  die  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  von  einander  ab- 
ziehen, so  kommt: 

\l"  Ä —  \l A"=  c(a'  —  a")  =  0, 

eine  Gleichung,  die,  was  ihre  Form  zeigt,  mit  der  dritten  der  Glei- 
chungen (2)  identisch  sein  muss;  wonach  wir 

/t  a  =  a  —  a 


*)  [Vgl.  Traite*  des  proprietes  projectives  des  figures,  §  463.J 
**.  [Vgl.  a.  a.  0.  S.  241.J 
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erhalten.     Es  liegen   also  die  drei,  durch   folgende    drei  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  dargestellten  Punkte 

a  =  0,    a'=0,    a"=  0 

in  gerader  Linie.     Hierin  ist  der  nachstehende  Satz  enthalten: 

Wenn  irgend  drei  Oerter  zweiter  Classe  dieselben  zwei  gemeinschaft- 
lichen (reellen  oder  imaginären)  Tangenten  haben,  so  liegen  die  Durch- 
schnitte der  noch  übrigen  dreimal  zwei  gemeinsdiaftlichen  (reellen  oder 
imaginären)  Tangenten  in  gerader  Linie. 

52.  Wenn  drei  Curven  eine  gegebene  gerade  Linie  in  demselben 
Punkte  berühren,  so  haben  je  zwei  derselben  einerseits  dieselben  zwei  zu- 
sammenfallenden Durchschnittspunkte  und  andrerseits  zwei  zusammen- 
fallende gemeinschaftliche  Tangenten.  Es  gehen  also  nicht  allein,  wie 
bekannt,  die  drei  gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  derselben  durch 
denselben  Punkt,  sondern  es  liegen  auch  die  drei  Durchschnitte  der 
drei  Paare  gemeinschaftlicher  Tangenten  in  gerader  Linie. 

53.  Wir  wollen  mehrere  einzelne  Fälle  des  Satzes  der  51.  Num- 
mer genauer  betrachten.  Wenn  die  drei  Oerter  zweiter  Classe  Parabeln 
sind,  so  liegt  eine  gemeinschaftliche  Tangente  je  zweier  derselben 
unendlich  weit,  und  den  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  geschieht 
Genüge,  wenn  die  Parabeln  eine  einzige  gemeinschaftliche  Tangente 
haben.     Also: 

Wenn  irgend  drei  Parabeln  dieselbe  gerade  Linie  berühren,  so  liegen 
die  Durchschnitte  der  übrigen  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier 
derselben  in  gerader  Linie. 

54.  Es  ist  bekannt,  von  welchem  Vortheile  es  in  der  Theorie  der 
Oerter  zweiter  Ordnung  ist,  dass  man  Systeme  von  zwei  geraden  Linien 
mit  Curven  dieser  Ordnung  zusammenstellt;  ein  Verfahren,  das  man 
auf  die  Betrachtung  der  Gleichungen  gründen  oder  auch  durch  all- 
gemeine, rein  geometrische  Betrachtungen  rechtfertigen  kann.  In  dem 
Folgenden  werden  wir  gleichen  Vortheil  daraus  ziehen,  dass  wir,  was 
früher  noch  nicht  geschehen  zu  sein  scheint,  mit  Curven  zweiter  Classe, 
oder,  was  dasselbe  heisst,  zweiter  Ordnung,  Systeme  von  zwei  Punkten 
zusammenstellen;  ein  Verfahren,  gegen  welches  sich  auch  nicht  der 
geringste  Einwurf  machen  lässt,  sobald  wir  zu  den  Gleichungen  zurück- 
gehen. 

Um  die  Bedingungen  der  51.  Nummer  zu  befriedigen,  müssen  wir, 
wenn  wir  mit  zwei  Curven  A  und  B  (Fig.  28)  ein  System  von  zwei 
Punkten  c,  c  zusammenstellen  wollen,  diese  beiden  Punkte  auf  zweien 
gemeinschaftlichen  Tangenten  dar  beiden  Curven  annehmen.  Ziehen 
wir  alsdann  von  ti&ä&fjjjf/M^  zwei  Tangenten  an  jede 
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der  beiden  Curven,  die  sich  in  den  beiden  Punkten  S  und  S'  schneiden, 
so  liegen  diese  beiden  Punkte  mit  dem  Durchschnitte  derjenigen  beiden 
gemeinschaftlichen  Tangenten,  auf  denen  c  und  c  nicht  liegen,  mit  tf>, 
in  gerader  Linie.     Also: 


Fig.  ü8 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Funkten  zweier  gemeinschaftlidien  Tan- 
gefiten zweier  Curven  zweiter  Classe  noch  vier  Tangenten  an  die  beiden 
Curven  legt,  so  bilden  diese  Tangenten  ein  Viereck,  dessen  eine  Diagonale 
durch  einen  festen  Funkt  geht,  der  unveränderlich  derselbe  bleibt,  wie  auch 
jene  beiden  Funkte  auf  den  gemeinschaftlidien  Tangenten  fortrücken  mögen. 

Wir  erhalten  eine  Modification  dieses  Satzes,  wenn  wir  fllr  die 
Punkte  c7  c   zwei  Berührungspunkte  auf  den  beiden  Tangenten  nehmen. 

Für  den  Fall  zweier  Parabeln  erhalten  wir  eine  doppelte  Con- 
struetion;  einmal  können  wir  nemlich  die  beiden  Punkte  r,  c'  auf 
zweien  der  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  annehmen,  alsdann  liegen 
die  beiden  Constructionspunkte  S  und  £'  auf  einer  sich  immer  parallel 
bleibenden  geraden  Linie.  Oder  wir  kömien  auch  einen  Punkt  c 
auf  einer  beliebigen  gemeinschaftlichen  Tangente  und  den  andern 
Punkt  c  auf  der  unendlich  weit  entfernt  liegenden  vierten  gemein- 
schaftlichen Tangente  annehmen,  d.  h.  nach  beliebiger  Richtung  zwei 
parallele  Tangenten  an  die  beiden  Parabeln  ziehen.  Der  feste  Punkt 
ist  alsdann  der  Durchschnitt  derjenigen  beiden  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten, auf  denen  c  nicht  angenommen  worden  ist. 

55.  Nach  der  vorigen  Nummer  ergiebt  sich,  wenn  wir  zwei 
gemeinschaftliche  Tangenten  zweier  Curven  zweiter  Classe  kennen, 
eine  leichte  Construction  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  übrigen 
gemeinschaftlichen  Tangenten;  und  also  können  wir  auch  diese  Tan- 
genten selbst  in  dem  Falle,   dass  dieselben  reell  sind,  construiren. 

56.  Der  Satz  der  54.  Nummer  erleidet  Modificationen,  wenn  zwischen 
den    beiden    gegebenen    Curven    besondere    Beziehungen    stattfinden. 
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Wir  wollen  sogleich  zwei  sich  dreipuhktig  osculirende  Curven  (Fig.  29) 
betrachten.  Alsdann  fallen  drei  gemeinschaftliche  Tangenten  in  die 
Tangente  des  Osculationspunktes  zusammen,  und  es  giebt  ausserdem 
nur  noch  eine  einzige  gemeinschaftliche  Tangente.  Nehmen  wir  also  die 
beiden  Punkte  c,  c  auf  der 
Tangente  im  Osculations- 
punkte  an,  so  ist  der  feste 
Punkt  O  der  Durchschnitt 
derselben  Tangente  mit  der 
noch  übrigen  gemeinschaft- 
lichen Tangente.     Also: 

Wenn  man  von  irgend 
zwei  beliebigen  Punkten  der 
Tangente  im  Osculationspunkte 
itceier  oder  mehrerer  sich  drei- 
punktig  osculirender  und  über- 
dies dieselbe  gerade  Linie  be- 
rührender Kegelschnitte  an 
jeden  derselben  noch  zwei  Tan- 
genten zieht,  so  liegt  der  Durch- 
schnitt dieser  Tangenten  auf 
derselben  geraden  Linie,  und 
diese  gerade  Linie  geht  durdi 
den  Durchschnitt  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  mit  der  Tangente  im  Osadationspunkte ,  und  dreht 
sich  um  diesen  Durchschnitt,  wenn  die  beiden  beliebigen  Punkte  auf  der 
letztgenannten  Tangente  fortrücken. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  einen  Kegelschnitt  beschreiben, 
der  einen  gegebenen  in  einem  gegebenen  Punkte  osculirt  und  überdies 
swei  gegebene  gerade  Linien  berührt. 

Construction.  (Fig.  29.)  Es  sei  0  der  Punkt,  in  welchem  die 
gegebene  Curve  OM  osculirt  werden  soll;  die  Tangente  in  diesem 
Punkte  werde  von  den  beiden  sich  in  S  schneidenden,  gegebenen 
geraden  Linien  in  den  beiden  Punkten  c  und  c  geschnitten;  von  diesen 
beiden  Punkten  lege  man  an  die  gegebene  Curve  die  beiden  Tangenten 
cS'  und  c'S'}  die  sich  im  Punkte  S'  schneiden.  Zieht  man  endlich 
SS',  so  begegnet  diese  Linie  der  Tangente  in  0  in  demjenigen  Punkte 
4>,  in  welchem  dieselbe  Tangente  von  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
der  gegebenen  und  gesuchten  Curve  getroffen  wird. 

Wenn  die  eine  gegebene  gerade  Linie  die  gemeinschaftliche 
Tangente    der    beiden   Curven    ist,   so   bietet    sich   unmittelbar    eine 


Fig.  29. 
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ganz  einfache  Construction    beliebig   vieler  Tangenten  der   gesucht 
Curve  dar. 

•  

57.  Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Punkt  c  mit  dem  Punkte 
zusammenfalle,  so  erhalten  wir  die  Berührungspunkte  a  und  0'  sti 
der  Punkte  S  und  S'.     Also: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Tunkte  der  Tangente  im  Osctdatio 
punkte  irgend  zweier  Kegelschnitte  zwei  Tangenten  an  dieselben  legt, 
liegen  die  Berührungspunkte  auf  diesen  beiden  Tangenten  mit  dem  Dun 
schnittspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangente  beider  Curven  und  je» 
Tangente  im  Osculationspunkte  in  gerader  Linie. 

Nach  diesem  Satze  können  wir  in  der  Aufgabe  der  vorigen  Nu 
mer  auf  jeder  Tangente  den  Berührungspunkt  finden.  Wir  erhalt 
z.  B.  den  Berührungspunkt  a  auf  cS7  wenn  wir  durch  &  und  d 
Berührungspunkt  ö'  auf  der  gegebenen  Curve  die  gerade  Li] 
Oö  legen. 

Wir  können  ferner  auch  eine  Curve  beschreiben,  die  eine  gegebe 
in  einem  gegebenen  Punkte  osculirt  und  überdies  eine  von  folgend 
Bedingungen  erfüllt: 

1)  eine  gegebene  gerade  Linie  in  einem  gegebenen  Punkte  berühr^ 

2)  mit  der  gegebenen  Curve  eine  gegebene  gemeinschaftliche  Tonga 
hat  und  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

Es  sei,  um  nur  den  zweiten  Fall  hervorzuheben,  Oö'  die  gegebe 
Curve,  0  der  Osculationspunkt,  0  derjenige  Punkt,  in  welchem  < 
Tangente  in  diesem  Punkte  von  der  gegebenen  gemeinschaftlich 
Tangente  TO  geschnitten  wird,  und  endlich  a  der  gegebene  Pun 
Man  ziehe  die  gerade  Linie  00,  von  der  die  gegebene  Curve  in 
und  ax  geschnitten  werde.  In  diesen  beiden  Punkten  construire  m 
die  Tangenten  an  die  gegebene  Curve,  welche  der  Tangente  in  0 
zwei  Punkten  begegnen.  Wenn  man  diese  Punkte  (von  denen  c  i 
eine  ist)  mit  dem  Punkte  6  verbindet,  so  erhält  man  zwei  Tangeni 
derjenigen  beiden  Curven,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  entspreche 
Die  Aufgabe  hat  also  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen;  sie  hat  1 
eine  Auflösung,  wenn  der  gegebene  Punkt  auf  der  gegebenen  Cui 
liegt. 

58.  Wenn  man  die  beiden  Punkte  c  und  c  (Fig.  30)  auf  c 
Tangente  im  Osculationspunkte  und  der  gemeinschaftlichen  Tangei 
zweier  sich  dreipunktig  osculirender  Curven  annimmt,  so  erhält  m 
statt  des  Satzes  der  56.  Nummer  folgenden: 

Wenn  man  von  zwei  Punkten  der  Tangente  im  Osculationspun 
und  der  gemeinschaftlichen  Tangente  zweier  sich  dreipunktig  osculirm 
Curven  an  jede  Curve  noch  zwei  Tangenteti  zieht,  so  schneiden  sicli 
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Fig.  so. 


Mceimal  zwei  Tangenten  in  solchen  zwei  Punkten,  die  mit  dem  Oscula- 
tiortspunkte  in  gerader  Linie  liegen. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  neue  Construction  der  Aufgabe  der 
56.  Nummer,  die  auch  dann  ihre  Anwendbarkeit  behält;  wenn  der 
Durchschnitt  der  Tangente 
im.  Osculationspunkte  mit 
der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente der  gegebenen  und 
der  zu  construirenden  Curve 
sehr  weit  liegt.  Es  sei 
wiederum  OM  die  gegebene 
Cturve,  die  in  0  osculirt 
werden  soll;  Sc  und  Sc' 
seien  die  beiden  zu  berüh- 
renden geraden  Linien. 
Mstn  verbinde  den  Durch- 
schnitt S  dieser  beiden 
geraden  Linien  mit  0, 
lege   von   c,    dem   Durch- 

scluritt  einer  (beliebigen)  dieser  beiden  Linien  mit  der  Tangente  in  0,, 

die  Tangente  cS'  an  die  gegebene  Curve,  die  der  OS  in  S'  begegne, 

tmd   endlich   durch  S'  die  zweite  Tangente  S'c'   an   dieselbe    Curve. 

Diese    Tangente   begegnet    der   gegebenen   Sc'   in    einem   Punkte    c, 

welcher   ein   Punkt   der   gemeinschaftlichen    Tangente   der   gegebenen 

und  der  gesuchten  Curve  ist. 

Die  Modification  dieser  Construction  für  den  Fall,  dass  statt  der 
beiden  Tangenten  eine  einzige  und  auf  derselben  der  Berührungspunkt 
gegeben  ist,  ergiebt  sich  von  selbst,  und  hiernach  ergeben  sich  endlich 
auch  neue  Constructionen  für  die  in  der  57.  Nummer  behandelte 
Aufgabe. 

59.  Wenn  wir  annehmen,  dass  alle  Curven  Parabeln  sind,  so 
»halten  wir  aus  No.  56  und  57  die  bereits  in  der  42.,  43.  und  44. 
Nummer  unmittelbar  bewiesenen  Sätze  und  Constructionen,  und  aus 
No.  58  noch  einige  neue. 

Es  kann  aber  auch  die  gegebene  Curve  irgend  eine  beliebige  sein 
^  eine  Parabel  verlangt  werden.  Dies  kommt  alsdann  darauf  hin- 
«w>  in  den  vorstehenden  Constructionen  statt  einer  gegebenen  zu  be- 
ehrenden geraden  Linie  eine  unendlich  weit  entfernt  liegende  zu 
nehmen.    Wir  wollen  zwei  Aufgaben  hier  hervorheben. 

Eine  Parabel  tu  beschreiben,  die  einen  gegebenen  Kegelschnitt  in  einem 
gegebenen  Punkte  osculirt  und  überdies  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt 
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ConstrucHon:  Es  sei  OM  (Fig.  31)  die  gegebene  Curve,  d 
osculirt  werden  soll;  cS  die  gegebene  gerade  Linie,  die  der  Ti 
im  Osculationspnnkie  in  c  begegne.  Man  ziehe  die  Tangenl 
und  c'S',  letztere  parallel  mit  der  Tangente  im  Osculations 
ziehe  S'O  parallel  mit  cS}  wodurch  auf  Oc  der  Punkt  d>  \h 
wird.  Legt  man  durch  4>  eine  zweite  Tangente  an  die  g« 
Curve,  so  berührt  dieselbe  auch  die  zu  beschreibende  Parabel.  I 
rührungspunkt  P  auf  cS  erhält  man,  indem  man  N,  den  BerO 
punkt  auf  cS',  mit  O  durch  eine  gerade  Linie  verbindet 

Eine  Parabel  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  Pardbd*)  it 
gegebenen  Punkte  osculirt  und  überdies  durcli  irgend  einen  gt 
Punkt  gellt 


C" 


Fig.  31. 


Fig.  32. 


Construction :  Es  sei  0  (Fig.  32)  der  Osculationspunkt  v 
gegebene    Punkt.     Man    ziehe   parallel    mit    der   Tangente 
durch  M  eine  gerade  Linie,  die  der  gegebenen  Curve  im  A 
in  zwei  Punkten   begegnen   wird;    man    lege   in   diesen   Pui 
Tangenten   an    die    gegebene    Curve    und    verbinde    diejeni 
Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Tangenten  die  Tangente  i 
den,    durch    zwei   gerade   Linien    mit   dem  Punkte   M.     I 
geraden  Linien   TM    und    TM   berühren    alsdann   diejei 
Parabeln,  die  den  Forderungen   der  Aufgabe  Genüge  lei 
gegebenen  Punkte. 

60.  Wenn  wir  ein  System  von  zwei  Punkten  r 
doppelt  berührenden  Curven  zusammenstellen,  so  erhalter 
beiden  Sätze. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punkten  der  beiden  ge 
Tangenten  zweier  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte 
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gentcn  an  jeden  derselben  legt,  so  schneiden  sich  diese  zweimal  zwei 
Tangenten  in  solchen  zwei  Punkten,  die  mit  dem  Durchschnitte  der  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  in  gerader  Linie  liegen. 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punkten  einer  der  beiden  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  noch  zwei  Tangenten  an  jeden  derselben  legt,  so  schnei- 
den sich  diese  zweimal  zwei  Tangenten  in  solchen  zwei  Punkten,  die  mit 
dem  Berührungspunkte  auf  der  andern  gemeinscJiaftlichen  Tangente  in 
gerader  Linie  liegen. 

Es  ergeben  sich  aus  diesen  beiden  Sätzen  und  ihren  Modificationen 
eine  Reihe  von  einzelnen  Constructionen ,  die  wir  übergehen.  Wenn 
die  beiden  Curven  statt  des  doppelten  Contakts  einen  vierpunktigen 
haben,  so  erhalten  wir  die  in  der  40.  und  41.  Nummer  unmittelbar 
bewiesenen  Sätze  und  Constructionen.  Als  letztes  Beispiel  wollen  wir 
noch  folgende  Aufgabe  nehmen. 

Eine  Parabel  zu  besdireiben,  die  eine  gegebene  Curve  zweiter  Classe 
in  einem  gegebenen  Punkte  vierpunktig  berührt. 

Construction:  (Fig.  33.)  Man  lege  in  dem  gegebenen  Punkte  0 
eine  Tangente  an  die  gegebene  Curve  und  parallel  mit  ihr  eine  zweite 


Fig.  33. 


Fig.  34. 


Tangente;  construire  ferner  eine  dritte  Tangente,  die  der  ersten  in 
dem  Punkte  T,  der  zweiten  in  dem  Punkte  S  begegne;  ziehe  OS  und 
parallel  hiermit  eine  gerade  Linie  durch  T.  Diese  Linie  ist  alsdann 
eine  Tangente  der  verlangten  Parabel.  Man  erhält  den  Berührungs- 
punkt P  auf  dieser  Tangente,  wenn  man  den  Berührungspunkt  N  auf 
der  obigen  dritten  Tangente  durch  eine  gerade  Linie  mit  0  verbindet. 

61.  In  dieser  Nummer  wollen  wir  mit  einer  Curve  zwei  Systeme 
van  zwei  Punkten  zusammenstellen.  Nach  den  Voraussetzungen  der 
51.  Nummer  müssen  die  Punkte  der  beiden  Systeme,  etwa  wie  in  der 
84.  Figur,  auf  zwei  Tangenten  bc  und  b'  c  angenommen  werden.  Die 
drei  Funkte,  die  in  gerader  Linie  liegen,  sind  alsdann  1)  S,  der  Durch  - 

14 
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schnitt  der  neuen  von  b  und  b '  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  18 
und  b 'S]  2)  S',  der  Durchschnitt  der  neuen  von  c  und  c'  an  die  Curve 
gelegten  Tangenten  cS'  und  c  S',  und  endlich  3)  Q>,  der  Durchschnitt 
von  bc  und  b'c.  Der  hierin  enthaltene  Satz  ist  der  bekannte  von 
Brianchon: 

Die  drei  Diagonalen  eines  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Sechs- 
ecks gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt. 

62.  Wir  können  endlich  noch  drei  Systeme  von  zwei  Punkten  a  und 
a7  b  und  b',  c  und  c  zusammenstellen,  die,  etwa  wie  in  der  35.  Figur, 
auf  zwei  geraden  Linien  vertheilt  liegen.  Die  drei  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkte  sind  alsdann: 

(a,  &';   a'y  b),  (a,  c'\  a'7  c)     und    (b,  c\   b\  c), 

oder  S,  Sf  und  S".  Da  wir  be- 
liebig die  Punkte  jedes  Systems  mit 
einander  vertauschen  können,  erhal- 
ten wir  sechsmal  drei  solcher  Punkte 
und  hiernach  folgenden  bekannten 
Satz : 

Wenn  man  auf  jeder  von  zwei 
gegebenen  geraden  Linien  drei  Punkte 
beliebig  annimmt  und  diese  Punkte 
durch  neue  gerade  Linien  verbindet, 

so  erliält  man  sechsmal  drei  Durchschnitte  dieser  Linien7  welche  in  gerader 

Linie  liegen. 

63.  Wir  gehen  zu  einem  zweiten  Schema  über.     Es  sei 

,4  =  0 

die  Gleichung  irgend  eines  Ortes  zweiter  Classe,  der  von  zwei  andern^ 
deren  Gleichungen  folgende  seien: 

A'=0,    A"=0, 

doppelt  berührt  wird.  Alsdann  erhalten  wir,  bei  schicklicher  Bestim- 
mung von  yJ  und  ja",  folgende  Gleichungen: 

'A  —  ti'A'=2?  =  0, 

tA-p"A"=q*  =  0, 

indem  wir  durch  p  =  0  und  q  =  0  die  Gleichungen  des  Durchschnitts- 
punktes  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  ersten  und  zweiten  und 
des  ersten  und  dritten  Ortes  darstellen.  Wenn  wir  die  letzten  beiden 
Gleichungen  von  einander  abziehen,  so  kommt: 

(2)  p'A'-(L"A"=q*-]?  =  {q+p){q-p)  =  0. 


Fig.  35. 


(1) 
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Da  diese  Gleichung  ein  System  von  zwei  Punkten  darstellt;  so  ist  sie 
identisch  mit  einer  Gleichung  von  folgender  Form: 

.   aa'=0, 

indem  a  =  0  und  a'=0  die  Durchschnittspunkte  der  zu  zwei  und 
ZWei  genommenen  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  zweiten  und  dritten 
Ortes  darstellen.  Hiernach  müssen  die  Faktoren  (q  +  p)  und  (q  —  p) 
vermittelst  gehöriger  Coefficienten  den  Faktoren  a  und  a  des  ersten 
^heiles  der  letzten  Gleichung  identisch  werden,  wonach  also  die  vier 
dirrch 

a~0,    a'=0,    p<=0,    g  =  0 

dargestellten  Punkte  in  gerader  Linie  liegen.     Also: 

Wenn  ein  Ort  zweiter  Glosse  zwei  andre,  und  beide  doppelt,  berührt, 
so  Hegen  zwei  Durchschnitte  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
tä**£eren  und  diejenigen  beiden  Punkte,  in  welchen  die  gemeinschaftlichen 
Ta*9tgenten  des  ersten  und  jedes  der  beiden  andern  Oerter  sieh  schneiden, 
di^  vier  m  gerader  Linie. 

64  Statt  der  doppelten  Berührung  können  wir  eine  vierpunhtige 
O&ailation  nehmen;  an  die  Stelle  des  Durchschnittspunktes  der  geinein- 
a&lxaftlichen  Tangenten  tritt  alsdann  der  Osculationspunkt. 

Wenn  wir  mit  einer  Curve  ein  System  von  zwei  Punkten  zu- 
sfctnmenstellen,  so  erhellt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen,  dass  als- 
<1äiui  die  beiden  Punkte,  wenn  von  einer  doppelten  Berührung  die 
ftede  ist,  auf  der  Curve  angenommen  werden  müssen.  Stellt  man  zwei 
Systeme  von  zwei  Punkten  zusammen,  so  müssen  unter  gleicher  Vor- 
aussetzung alle  vier  Punkte  in  gerader  Linie  liegen.  Hiernach  ergeben 
sich  mehrere  einzelne  Sätze.  So  erhalten  wir  z.  B.,  wenn  wir  als 
ersten  Ort  eine  Curve  und  für  die  beiden  andern  Oerter  zwei  Punkt- 
systeme nehmen,  so  dass  also  eine  Curve  und  auf  dem  Umfange  der- 
^lben  vier  Punkte  gegeben  sind,  folgenden  bekannten  Satz: 

Wenn  man  in  eine  Curve  zweiter  Ordnung  ein  Viereck  beschreibt, 
fassen  Winkelpunkte  die  Berührungspunkte  eines  umschriebenen  Vierecks 
***d,  so  liegen  die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Paare  gegenüberliegenden* 
8**ten  des  erstgenannten  und  zwei  Winkelpunkte  des  letztgenannten  Vier- 
*&&  in  gerader  Linie. 

65.  Wir  wollen  in  dem  Folgenden  nur  noch  den  einen  Fall  her- 
vorheben, wo  eine  gegebene  Curve  (Fig.  36)  von  einer  andern  doppelt 
berührt  wird,  und  wir  überdies  auf  dem  Umfange  derselben  zwei 
Punkte  beliebig  annehmen.  Aus  diesem  Falle  wollen  wir  mehrere 
(Instructionen  herleiten,  und  zwar  zuerst  die  Construction  folgender 
Aufgabe: 

14* 
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Eine  Curve  zweiter  C lasse  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene  vier- 
punktig  osculirt  und  überdies  durch  irgend  zwei  gegebene  Punkte  geht 

Es  sei  OMN  eine  Curve,  die  von  OPQ  vierpunktig  in  0  osculirt 
wird,  und  auf  deren  Umfange  die  beiden  Punkte   M  und  N  liegen. 


Fig.  36. 

Die  von  M  und  N  an  die  zweite  Curve  gelegten  Tangenten  bilden 
eine  vierseitige  Figur,  deren  zwei  Winkelpunkte  S  und  S'  mit  dem 
Osculationspunkte  0  in  gerader  Linie  liegen  (No.  63).  Hiernach  ergiebt 
sich  sogleich  folgende  Construction  der  vorstehenden  Aufgabe,  wenn 
OPQ  die  gegebene  Curve  ist  und  M  und  N  die  beiden  gegebenen 
Punkte  sind.  Man  lege  von  jedem  der  beiden  Punkte  M  und  N  zwei 
Tangenten  an  die  gegebene  Curve.  Diese  beiden  Tangentenpaare 
schneiden  sich  in  vier  Punkten,  durch  welche  sich  noch  zwei  gerade 
Linien  SS'  und  S"S'"  legen  lassen.  Diese  beiden  Linien  schneiden 
die  gegebene  Curve  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten  0,  0',  0"  und  0"'\ 
und  diese  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  die  gegebene  Curve  von 
denjenigen  Curven,  die  den  Forderungen  der  Aufgabe  Genüge  leisten 
und  deren  es  also  im  Allgemeinen  vier  giebt,  osculirt  wird. 

Nichts  hindert  uns,  die  vorstehende  Construction  unmittelbar  auch 
auf  den  Fall  zu  übertragen,  wo  ein  gegebener  Punkt  oder  auch  beide 
gegebenen  Punkte  unendlich  tveit  liegen;  d.  h.  wo  eine  Hyperbel  ver- 
langt wird,  und  die  Richtung  einer  oder  beider  Asymptoten  derselben 
gegeben  ist. 

66.  Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  eine  gegebene 
zweimal  berührt  und  überdies  durcli  drei  gegebeite  Punkte  geJU. 

Construction:  Indem  wir  nacheinander  die  gegebene  Curve  mit 
zweimal  %zwei  der  drei  gegebenen  Punkte  zusammenstellen,  erhalten 
wir  wie  vorhin  zweimal  zwei  gerade  Linien,  die  sich  in  vier  Punkten 
schneiden,  und  diese  Punkte  sind  offenbar  diejenigen,  in  welchen  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen  Curve  und  jeder  der  vier 
gesuchten  Curven,  die  im  Allgemeinen  möglich  sind,  sich  schneiden. 

Da  drei  gegebene  Punkte   sieh   auf  dreifache  Art   zu   zwei   com- 
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biniren  lassen,  so  erhalten  wir  (Fig.  37*))  dreimal  zwei  gerade  Linien, 
die  nothwendig  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen  müssen.  Diese  vier 
Punkte  sind  diejenigen;  in  welchen  sich  die  drei  Diagonalen  von  solchen 
umschriebenen  Sechsecken  schneiden,  die  durch  die  sechs  von  den  drei 
gegebenen  Punkten  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  bestimmt  werden. 


Fig.  87. 

Wir  haben  hiernach  auf  indirectem  Wege  den  Brian chon 'sehen  Satz 
vom  umschriebenen  Sechseck  dargethan  und  zugleich  die  geometrische 
Bedeutung  des  Durchschnittspunktes  der  drei  Diagonalen  nachgewiesen. 
Es  ist  nämlich  dieser  Punkt  der  Durchschnitt  der  (reellen  oder  ima- 
ginären) gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen  Curve  und  einer 
andern,  welche  dieselbe  doppelt  berührt  und  ausserdem  durch  die  drei 
Durchschnitte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  umschriebenen  Sechs- 
ecks geht. 

67.    Damit  das  Schema  der  63.  Nummer  vollständig  werde,  müssen 
wir  in  den  Gleichungen  (1)  die  Ausdrücke  p2  und  <f}  wenigstens  einen 


*)  [Die  Figur  ist  vom  Herausgeber  hinzugefugt  worden.    Die  sechs  Geraden, 
die  das  vollständige  Viereck  bilden,  sind  alt  a*;  bx,  &a;  clf  c2.] 
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derselben,  mit  dem  doppelten  Vorzeichen  nehmen.  Statt  der  Gleichung 
(2)  erhalten  wir  alsdann  folgende  allgemeinere: 

yL'A'  -  fi"A"-  +  (?*  ±p*)  =  0. 

In  dem  einen  bisher  unbeachtet  gebliebenen  Falle,  wo  in  dieser  Glei- 
chung p%  mit  dem  Zeichen  -f"  vorkommt,  stellt  diese  Gleichung  nicht 
mehr  zwei  Punkte,  sondern  eine  blosse  gerade  Linie  dar.  Es  sind  als- 
dann die  Durchschnitte  der  (imaginären)  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Curven  A'  —  0  und  -4"  =  0  imaginär,  liegen  aber  auf  einer 
reellen  geraden  Linie  (No.  48),  die  zugleich  die  beiden  Punkte  p  —  0 
und  q  =  0  enthält. 

68.  Wenn  wir  zu  den  beiden  Oertern  zweiter  Classe,   die  einen 
gegebenen  doppelt  berühren,  noch  einen  dritten  hinzunehmen,  so  erhalten*, 
wir  nach  demselben  Schema,    welches   in    der   385.  Nummer  nieiner= 
Entwickelnden  ausgeführt  worden  ist,  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  gegebener  Ort  zweiter  Classe  von  dreien  andern  doppelt 
berührt  wird,  so  sind  diejenigen  dreimal  zwei  Durchschnitte  gemeinschafF^. 
licher  Tangmim  je  zweier  dieser  drei   letztgenannten  Oerter,  mit 
(nach  No.  63)  die  Durdischnitte  der  gemeinschaftticlien  Tangenten  des 
und  jeder  der  drei  iibrigm  in  gerader  Linie  liegen,  die  sechs   Winkel !— 
punkte  einer  vollständigen  vierseitigen  Figur. 

Diesen  Satz  ausführlich  zu  discutiren  verbietet  hier  der  Raumes 
Nur  einige  besondere  Fälle  kann  ich  nicht  ganz  unberücksichtigt  lasse 

69.  Wenn  wir  für  den  ersten  gegebenen  Ort  zweiter  Classe 
System  von  zwei  Punkten  nehmen,  und  demnach  drei  Curven  erhalte: 
welche  eine  gemeinschaftliche  reelle  oder  ideale  Chorde  haben, 
liegen  viermal  drei  Durchschnitte  der  gemeinschaftlichen  Tangenterrr~ 
dieser  drei  Curven  in  gerader  Linie.  Und  endlich  auch  dann,  wenir""~ 
jene  gemeinschaftliche  Chorde  unendlich  weit  liegt,  d.  h.  wenn  die* 
drei  Curven  irgend  drei  ähnliche  und  ähnlich  liegende,  insbesondere* 
also  Kreise  sind,  besteht  obiger  Satz  und  erhält  alsdann  folgende 
Aussage : 

Die  Durchschnitte  der  äussern  und  innern  (reellen  und  imaginären*^ 
gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  von  irgend  drei  Kreisen  sind  sofefc-— ■ 
sechs  Punkte,  von  denen  viermal  drei  in  gerader  Linie  liegen. 

Wir  begegnen  also  hier  einem  von  jenen  beiden  Hauptsätzen,  di 
sich  auf  Zusammenstellungen  von  Kreisen  beziehen.     In  solchen  Ver- 
knüpfungen von   scheinbar  sehr  verschiedenen  Sätzen  liegt  der  eigen- 
tümliche Charakter  der  neuen  Geometrie. 

70.  Wenn  wir  für  den  ersten  gegebenen  Ort  zweiter  Classe  eine 
Curve  nehmen  und  für  die  drei  übrigen  drei  Systeme  von  zwei  Punkten, 
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die  alsdann  auf  dem  Umfange  der  Gurre  angenommen  werden  müssen, 
so  erhalten  wir  wiederum  den  Pascal 'sehen  Satz  vom  eingeschriebenen 
Sechseck,  der  uns  eben  so  oft  und  ungesucht  begegnet ,  als  er  eine 
grosse  Bolle  in  dieser  Art  von  Untersuchungen  spielt. 

71.  Wenn  wir  für  den  ersten  Ort  ein  System  von  zwei  Punkten 
und  für  die  drei  übrigen  zwei  Curven  und  ein  Punktsystem  nehmen, 
bo  müssen,  den  obigen  Voraussetzungen  gemäss,  diese  beiden  Curven 
sich  in  den  beiden  Punkten  des  ersten  Systems  schneiden,  und  mit 
denselben  Punkten  müssen  die  Punkte  des  zweiten  Systems  in  gerader 
Linie  liegen.    Hiernach  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  zwei  Punkten  einer  gemeinschaftlichen  Chorde 

notier  Curven  zweiter  Classe  vier  Tangenten  an  jede  derselben  legt,  so 

erhob  man  sstoei  vollständige  vierseitige  Figuren,  von  denen  jede  ausser 

efew  beiden  Punkten  des  zweiten  Systems  noch  zweimal  zwei  gegenüber- 

lie&ende  Winkelpunkte  hat.    Zweimal  zwei  Paare  dieser  gegenüberliegenden 

^^inkelpunkte  bilden  mit  zwei  DurcJischnitten  der  vier  gemeinscliaftliclten 

(^^dlen  oder  imaginären)  Tangenten  der  beiden  Curven  die  sechs  Winkel- 

P***ikte  zweier  neuen  vollständigen  vierseitigen  Figuren. 

Wenn  die  beiden  Punkte   des   zweiten   Punktsystems  zusammen- 
fallen, so  geht  der  vorstehende  Satz  in  folgenden  über: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  gemeinscliaftliclien  (wirk- 
^oÄm  oder  idealen)  Chorde  zweier  Curven  zweiter  Classe  zwei  Tangenten  an 
J^ie  derselben  legt,  so  schneiden  sich  diejenigen  vier  geraden  Linien,  welche 
^*«  Berührungspunkte  auf  der  einen  Curve  mit  den  Berührungspunkten 
&i*f  der  andern  Curve  verbinden,  in  zwei  Durchschnittspunkten  der  vier 
ücmemschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Curven. 

(Nach  der  Theorie  der  Beciprocität  erhält  man  aus  diesem  Satze 
dessen  Umkehrung)  diese  findet  sich  direkt  bewiesen:  Entwicklungen, 
Wo.  387.) 

72.  Nach  der  bisherigen  Bezeichnung  stellt  die  Gleichung 
(1)  A"+y,'A'+iLA=>0 

einen  Ort  zweiter  Classe  dar.     Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn 

^  zugleich 

Ä'  +  p,'A'=Q    und     ^=0, 

A"  +  pA  =  0    und     A'=0 

wtzen.  Die  beiden  Paare  der  durch  die  in  derselben  Zeile  befindlichen 
Gleichungen  dargestellten  Oerter  haben  also  mit  dem  durch  (1)  dar- 
gestellten Orte  dieselben  gemeinschaftlichen  Tangenten.     Also: 

Wenn  irgend  drei  Oerter  zweiter  Classe  gegeben  sind,  so  hat  jeder 
der  beiden  ersten  mit  einem  beliebigen  Orte,  der  mit  dem  andern  und  dem 
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dritten  dieselben  gemeinschaftlichen  Tangenten  hat,  vier  gemeinschaftlk 
Tangenten;  die  acht  gemeinschaftlichen  Tangenten 9  die  man  auf  dit 
Weise  erhält,  umhüllen  denselben  Ort  zweiter  Classe. 

73.    Aus  diesem  allgemeinen  Satze  ergeben  sich  mehrere  zierlicl 
Constructionen.    Wir  wollen  zuerst  für  die  drei  gegebenen  Oerter  dl 


Flg.  38. 

Systeme  von  zwei  Punkten  nehmen.     Es  mögen  die  Punkte  a  und 
b  und  b'7  c  und  c    (Fig.  38)  durch  die  Gleichungen 

dargestellt  werden.     Zieht  man  alsdann: 

cb    und  c'b',  die  sich  im  Punkte  m, 
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schneiden,    so    können    wir    die   beiden   Punktsysteme   m   und   ro', 
und  n    durch  die  beiden  Gleichungen 

A"+  y,'A'=  0,     -4"+  pA  —  0 

darstellen.  Zieht  man  endlich  am,  am',  am,  am',  bn,  bn,  Vn  ur 
b'n,  so  berühren  diese  acht  geraden  Linien  eine  und  dieselbe  Cun 
zweiter  Classe. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  mehrere  einfache,  verschieden  niod 
iicirte  Constructionen  folgender  Aufgabe  herleiten: 

Eine  Curve  zweiter  Classe  zu  beschreiben,  die  fünf  gegebene  gera\ 
Linien  berührt. 
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Construction.  Es  seien  am,  am',  am,  a'm'  und  bn  die  fünf 
gegebenen  zu  berührenden  geraden  Linien.  Die  erste  und  zweite  dieser 
fünf  Linien  schneiden  sich  in  a,  die  dritte  und  vierte  in  a,  die  erste 
und  dritte  in  m,  die  zweite  und  vierte  in  m\  Auf  der  fünften  ge- 
raden Linie  nehme  man  beliebig  die  beiden  Punkte  b  und  n  an.     Man 

ziehe : 

an    und  bm  ,  die  sich  im  Punkte  c, 
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schneiden.     Zieht  man  endlich  bn,  b'n  und  b'n',   so  berühren   diese 
drei  geraden  Linien  die  verlangte  Curve. 

Aus  derselben  Figur  ergiebt  sich  sogleich  eine  -zweite  Construction 
der  vorstehenden  Aufgabe ,  wenn  man  fünf  andere  gerade  Linien  als 
die  gegebenen  betrachtet.3)  Es  seien  nemlich  am,  a'm,  bn,  b'n  und 
a'm'  gegeben.  Die  erste  und  zweite  dieser  fünf  Linien  schneiden  sich 
in  m,  die  dritte  und  vierte  in  n,  die  zweite  und  fünfte  in  a'.  Man 
nehme  einen  Punkt  c  beliebig  an,  ziehe  cm  und  ca\  Man  nehme  auf 
dieser  letzten  geraden  Linie  einen  Punkt  c   beliebig  an  und  ziehe 

cm,  wodurch  auf  b'n    der  Punkt  V , 

l>  »*, 

»  b7 

77  * 

bestimmt  wird.     Zieht  man  endlich  die  drei  geraden  Linien  bn,  b'n 
und  a'm,  so  berühren  dieselben  die  zu  bestimmende  Curve. 

74.  Nach  der  72.  Nummer  können  wir  auch  eine  Curve  zweiter 
Classe  beschreiben,  die  mit  zweien  gegebenen  dieselben  viet  imaginären 
Tangenten  hat  und  überdies  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt.  Als 
besonderer  Fall  gehört  hierher  auch  folgende  Aufgabe: 

Eine  Curve  zweiter  C lasse  zu  beschreiben,  die  mit  einer  gegebenen 
vier  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  hat,  die  sich  in  zwei  gegebenen 
(innerhalb  der  letztgenannten  Curve  liegenden)  Punkten  schneiden,  und 
überdies  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt. 

Die  Curve  in  der  39.  Figur  werde  durch  die  Gleichung 

-4  =  0, 

die  beiden  Punktsysteme  b  und  b',  c  und  c    werden  durch  die  beiden 
Gleichungen 

a'=q,  a"=o 


_i_   .■  .    i     - 
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dargestellt.     Alsdann  können  wir  die  beiden  Punktsysteme  tn  und  m', 
n  und  n    durch  die  beiden  Gleichungen 

A"+n'A'*=0,    A"+iiA  =  0 

darstellen.     Und   hiernach   erhalten    wir   acht  gerade   Linien,   welche 
eine  und  dieselbe  Curve  berühren,   nemlich   die   vier  reellen  geraden 

Linien  bn}  6n',  b'n  und  b'ri 
und  vier7  im  Falle  der  Figur, 
wo  die  beiden  Punkte  m  und 
tn  innerhalb  der  gegebenen 
Curve  liegen,  imaginäre  gerade 
Linien:  die  Tier  imaginären 
von  m  und  m'  an  die  letzt- 
genannte Curve  zu  legenden 
Tangenten.  Hiernach  ergiebt 
sich  folgende  Construction  der 
vorstehenden  Aufgabe,  wenn 
m  und  m  die  beiden  gegebe- 
v.    „0  nen  Punkte  sind   und   6»  die 

gegebene  gerade  Linie.  Man 
nehme  auf  dieser  Linie  zwei  Punkte  b  und  n  beliebig  an,  lege  durch 
n  zwei  Tangenten  an  die  gegebene  Curve,  ziehe  6m,  welche  der 
einen  Tangente  in  c9  und  bm'}  welche  der  andern  Tangente  in  c 
begegne.  Durch  c  und  c  lege  man  noch  zwei  Tangenten  an  die 
gegebene  Curve,  welche  sich  in  w',  und  ziehe  cm  und  cm\  welche 
sich  in  V  schneiden.  Alsdann  erhält  man  drei  neue  Tangenten  der 
verlangten  Curve,  wenn  man  bn'7  b'n  und  b'n    zieht. 

75.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  beiden  gegebenen  Punkte  m 
und  m'  zusammenfallen^  so  modificirt  sich  die  vorstehende  Construction. 
Man  erhält  alsdann  eine  Curve,  die  mit  der  gegebenen  einen  doppelten 
Contakt  hat,  der  imaginär  wird,  wenn  die  zusammenfallenden  Punkte 
innerhalb  der  gegebenen  Curve  angenommen  werden.  Werden  dieselben 
auf  dem  Umfange  der  Curve  angenommen,  so  erhält  man  folgende 
neue  Construction  einer  Curve,  die  eine  gegebene  in  einem  gegebenen 
Punkte  vierpunktig  osculirt  und  überdies  eine  gegebene  gerade  Linie 
berührt. 

Es  sei  (Fig.  40)  m  der  gegebene  Osculationspunkt  auf  der 
gegebenen  Curve,  nb  die  gegebene  gerade  Linie.  Von  einem  belie- 
bigen Punkte  derselben,  von  »,  lege  man  zwei  Tangenten  an  die 
Curve,  die  von  einer  beliebigen  durch  tn  gehenden  geraden  Linie,  die 
der  gegebenen  in  irgend   einem   Punkte  b   begegne,  in  den  Punkten 


j 
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Flg.  40. 


und  c  geschnitten  werden.  Durch  c  und  c  lege  man  noch  zwei 
angenten  an  die  gegebene  Curve ,  die  sich  in  irgend  einem  Punkte  n 
>hneiden.  Die  gerade  Linie  bn  ist 
Isdann  eine  neue  Tangente  der  ver- 
aigten Curve. 

76.  Die  Aufgabe,  einen  Ort  zweiter 
lasse  zu  beschreiben,  der  mit  zwei 
Bgebenen  dieselben  vier  reellen  oder 
oaginären  gemeinschaftlichen  Tangen- 
sn  hat  und  eine  gegebene  gerade 
inie  berührt,  hat  immer  eine  einzige 
»eile  Auflosung.  Wenn  insbesondere 
te  gegebene  gerade  Linie  durch  zwei 
urchschnitte  der  gemeinschaftlichen 
angenten  der  gegebenen  Curven  geht,  so  ist  der  verlangte  Ort  kein 
adrer,  als  zwei  Punkte  dieser  Linie  oder  diese  Linie  selbst,  je  nach- 
3m  jene  beiden  Tangentendurchschnitte  reell  oder  imaginär  sind,  und 
s  giebt  also  keine  andern  Tangenten  des  verlangten  Ortes  als  die 
sgebene  Linie  selbst.  Hiernach  ergiebt  sich  folgende  charakteristische 
igenschaft  einer  solche  Linie.4) 

Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  derjenigen  geraden 
dnien,  welche  zwei  Durchschnitte  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
-gend  zweier  Curven  zweiter  Ciasse  enthalten  7  zwei  Tangenten  an  die 
ine  Curve  legt  und  von  einem  andern  Punkte  derselben  geraden  Linie 
wei  Tangenten  an  die  andre  Curve;  und  man  legt  endlich  von  zwei 
gegenüberliegenden  Durchschnittspunkten  dieser  beiden  Tangentenpaare  nocJi 
rtcei  Tangenten  an  jede  der  beiden  Curven,  so  seimeiden  sich  diese  zwei- 
nd  zwei  Tangenten  in  zwei  neuen  Punkten  derselben  geraden  Linie. 

Durch  diesen  ersten  Aufsatz  „über  eine  neue  Art,  Curven  durch 
Gleichungen  darzustellen",  in  welchem  ich  nicht  über  gewisse  Grenzen 
hinausgehen  wollte,  ist  der  Weg  zu  allgemeineren  Untersuchungen 
angezeigt. 


12. 

Aufgaben  und  Lehrsätze, 
erstere  zu  beweisen,  letztere  aufzulösen. 

(Crelle'8  Journal,  Band  6,  S.  210—212   1830  und  Band  9,  S.  411—412.  1882.) 


*» 


1.  Wenn  nach  allen,  einer  beliebigen  geraden  Linie  parallel.  ^^** 
Tangenten  irgend  einer  gegebenen  algebraischen  Curve  beliebige  unfc^^1 
einander  gleiche  Kräfte  wirken,  so  geht  die  Mittelkraft  aus  allen  die»^^^ 
Kräften  beständig  durch  einen  festen  Punkt,  wie  sich  die  Richtu^c*^ 
der  parallelen  Tangenten  auch  ändern  mag. 

Es  giebt  noch  einige  Sätze,  die  dem  vorstehenden  analog  sind. 

2.  Wenn  man  auf  einer  geraden  Linie  QPQ\  welche  irgend  ei. 
gegebene  stetig  gekrümmte,  in  sich  selbst  geschlossene  Linie  beruh,: 
in  gleichen  Abständen  vom  Berührungspunkte  P  zu  beiden  Seiten 
selben  zwei  Punkte  Q  und  Q'  beliebig  annimmt,  und  dann  diese  gera 
Linie  sich  so  bewegen  lässt,  dass  sie  fortwährend  im  Punkte  P 
gegebene  Curve  berührt,  so  beschreibt  jeder  der  beiden  Punkte  Q 
Q'  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Curve.    Der  Flächeninhalt 
beiden  Curven  ist  derselbe.     Der  zwischen  jeder  dieser  beiden  Curv^ 
und  der  gegebenen  Curve  liegende  Ring  behält  denselben  Flächenrau 
was  für  eine  Curve  die  gegebene  auch  sein  mag,  und  dieser  Flache**' 
räum  ist  dem  Inhalte  eines  Kreises  gleich,  der  PQ  zum  Radius  h.»*- 

3.  Neue  Constructionen  des  Appollonischen  Problems  der  Tacfcion^*1- 
(Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  ^H~ 

nehmen,  dass  die  drei  gegebenen  Kreise  ausser  einander  und  so  lieg«*1* 
dass  es  einen  Berührungskreis  giebt,   der   die   gegebenen  Kreise  g^He 
drei  umhüllt,  und   einen    andern,   der  keinen  derselben  umhüllt;    d*e 
beiden  eben  genannten  Berührungskreise  sind  es,  die  wir  construir^11 
wollen.) 

Man  bestimme  auf  der  Centrallinie  des  ersten  und  zweiten  geg£~ 
benen  Kreises  die  Mitten  zwischen  den  beiden   innern  und  den  beiden 
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äussern  Randern  dieser  beiden  Kreise,  construire  die  Polaren  dieser 
Mitten  in  Beziehung  auf  den  ersten  gegebenen  Kreis  und  einen  neuen 
Kreis,  der  diese  beiden  Polaren  berührt  und  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  Centrallinie  jener  beiden  gegebenen  Kreise  liegt  Man  erhält  einen 
zweiten  ganz  analogen  Kreis,  wenn  man  in  der  eben  angezeigten  Con- 
struction  den  dritten  gegebenen  Kreis  an  die  Stelle  des  zweiten  setzt. 
Die  Pole  der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  Con- 
structionskreise,  genommen  in  Beziehung  auf  den  ersten  gegebenen 
Kreis,  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  gesuchten  Kreise. 

Dieselbe  Construction  behält  ihre  Anwendbarkeit,  wenn  an  die 
teile  Ton  einem  oder  von  zwei  gegebenen  Kreisen  gerade  Linien 
ler  Punkte  treten. 

4.  Wenn  irgend  eine  algebraische  Curve,  und  auf  dem  Umfange 
Jrselben  irgend  ein  Punkt  gegeben  ist,  und  man  beschreibt  in  diesem 
uikte  die  Tangente  und  die  Normale,  legt  ferner  an  die  Curve  1) 
le  Tangenten,  die  dieser  Normalen  parallel  sind,  und  nennt  die  Ab- 
axide  jener  Tangenten  von  der  Normalen  1?1;  rj2,  rjs, .  . .  r\m,  2)  alle 
wagenten,  die  der  Tangente  im  gegebenen  Punkte  parallel  sind,  und 
sunt  die  Abstände  von  dieser  Tangente  |ly  %t}  §8, .  . .  £„,_ i,  und  3) 
ile  Tangenten,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  gehen  (die  Tangente 
1  diesem  Punkte  selbst  nicht  mitgerechnet),  und  nennt  die  Winkel, 
relche  diese  Tangenten  mit  der  Tangente  im  gegebenen  Punkte  bilden, 
\>  oi;  cd8,  . . .  Om— 2,  so  erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser 
er  gegebenen  Curve  in  dem  gegebenen  Punkte  folgenden   Ausdruck: 

r^TT  ••  -t—r-Y -"*—"    *  tan8  ^i  •  tanß  "«  •  tang  ös tam?  »w-2 . 

x      5i  •  5g  •  Sa   •  •  •  •  S/w — l 

5.  In  allen  Hyperbeln,  welche  auf  einer  gemeinschaftlichen 
Asymptote  in  unendlicher  Entfernung  einen  dreipunktigen  Contakt 
^ben,  ist  dasjenige  Dreieck,  welches  durch  eine  beliebige  Tangente 
ron  dem  jedesmaligen  Asymptotenwinkel  abgeschnitten  wird,  von  con- 
*taiitem  Inhalte.  Diesen  Inhalt  können  wir  das  Maass  der  Krümmung 
ler  Hyperbel  in  unendlicher  Entfernung  nennen;  je  grösser  derselbe 
^  desto  langsamer  nähert  sich  die  Hyperbel  ihren  Asymptoten. 

Wenn  irgend   eine   beliebige  algebraische  Curve  und  eine  reelle 

Asymptote  derselben  gegeben  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Hyper- 

**!&,  welche  mit  der  Curve  auf  der  gegebenen  Asymptote   einen  Con- 

Wtt  zweiter  Ordnung  und  dieselbe  Krümmung  haben.    Für  das  Maass 

dieser  Krümmung  erhalten  wir  folgenden  Ausdruck: 

m  —  l     Vi     Vi  •  Vi  •  •  •  •  Vm         ,  ,  , 

~»      •*■■"*      *      ------.  tang  cox  .  tang  o3 tang  ©,„_, , 

^  »i  •   Si  •   6j  •  •  •  •  S/w— 2 
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wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  gegebene  Curve  nach  einer  beliebige! 
Richtung  m  parallele  Tangenten  hat,  und  1)  die  Winkel,  welche  di 
durch  einen  beliebigen  Punkt  der  gegebenen  Asymptote  an  die  Cum 
gelegten  Tangenten  mit  dieser  Asymptote  bilden,  cd,  ,  ©2, ....  Be- 
nennen, 2)  die  Abstände  dieses  beliebigen  Punktes  von  denjenigei 
Tangenten,  welche  auf  der  Asymptote  senkrecht  stehen,  durch  nx 
Vi?  •  •  •  •  Vm}  und  endlich  3)  die  Abstände  derjenigen  Tangenten,  di 
der  Asymptote  parallel  sind,  durch  %lf  §2;.  . .  gm_2  bezeichnen. 

6.  Wenn  irgend  eine  algebraische  Curve  einen  parabolische] 
Zweig  hat,  so  kann  man  für  das  Maass  der  Krümmung  dieses  paia 
bolischen  Zweiges  in  unendlicher  Entfernung  den  Parameter  eine: 
osculirenden  Parabel  nehmen.  Wenn  man  irgend  einen  Punkt  beliebig 
annimmt  und  sich  von  diesem  Punkt  m  Tangenten  (reelle  oder  ima 
ginäre)  an  eine  solche  legen  lassen,  so  giebt  es  eine  Richtung,  nacl 
welcher  sich  nur  m  —  2  parallele  Tangenten  an  die  Curve  legen  lassen 
Wir  wollen  die  Abstände  dieser  Tangenten  von  dem  beliebig  angenom 
menen  Punkte  durch  ijl9  iy2, . .  . .  i?,/l_2  bezeichnen,  ferner  die  Winkel 
welche  die  durch  diesen  beliebig  angenommenen  Punkt  gehenden  Tan 
genten  mit  der  Richtung  jener  Tangenten  bilden,  <ol9  o2, . . . .  o, 
nennen,  und  endlich  die  Abstände  derjenigen  Tangenten,  die  auf  diese 
Richtung  senkrecht  stehen  und  deren  es  (w  — -  1)  giebt,  gt,  £2, . . .  £„,_! 
Alsdann  ist  jener  Krümmungsparameter  gleich: 

4        Ei  •  Et  •  •  •  •  Em_i 

. .  tangc»!  .  tang  o2  . . .  .  tango^. 

m         1      Vi  •  Vi  -  -  -  *  Vm—i 

Neue   Sätze  über  das  umschriebene  und   das  eingeschriebene 

Sechseck. 

1.  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  und  ein  um  denselben  beschrie 
benes  Sechseck  gegeben  sind,  so  werden  irgend  zwei  Seiten  diese 
Sechsecks  von  den  vier  übrigen  in  acht  Punkten  geschnitten.  Die* 
acht  Punkte  lassen  sich  durch  12  neue  gerade  Linien  mit  einande 
verbinden.  Diese  12  neuen  geraden  Linien  schneiden  sich  in  42  neuei 
Punkten.  Von  diesen  42  Punkten  liegen  6  nach  einem  allbekannte! 
Satze  auf  der  durch  die  Berührungspunkte  auf  jenen  beiden  Seite! 
gehenden  geraden  Linie;  12  liegen  zu  vier  auf  drei  geraden  Linien 
24  liegen  paarweise  auf  solchen  12  geraden  Linien,  welche  zu  drei  v 
den  vier  Berührungspunkten  auf  den  vier  übrigen  Sechsecksseiten  sie! 
schneiden. l) 

2.  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  und  ein  in  denselben  beschrie 
benes  Sechseck  gegeben  sind,  so  lassen  sich  irgend  zwei  Winkelpunkt 
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Sechsecks  mit  den  vier  übrigen  durch  8  neue  gerade  Linien 
Terbinden.  Diese  acht  geraden  Linien  schneiden  sich  in  12  neuen 
Punkten.  Diese  12  neuen  Punkte  lassen  sich  durch  42  neue  gerade 
Linien  mit  einander  verbinden.  JTon  diesen  42  geraden  Linien  gehen 
6  nach  einem  allbekannten  Satze  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Tangenten  in  jenen  beiden  ersten  Winkelpunkten  des  eingeschriebe- 
nen Sechsecks;  12  schneiden  sich  zu  vier  in  drei  Punkten:  24  schnei- 
den sich  paarweise  in  solchen  12  Punkten,  welche  zu  drei  auf  den 
vier  Tangenten  in  den  vier  übrigen  Winkelpunkten  des  Sechsecks  liegen.1) 
Die  vorstehenden  beiden  Sätze  sind  durch  das  Princip  der  Reci- 
proeitat  mit  einander  verknüpft. 


L  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  gegeben  ist  und  man  von  irgend 
einem  Punkte  0  aus  nach  beliebiger  Richtung  vier  gerade  Linien 
rieht,  welche  denselben  in  vier  Punktepaaren  A  und  A',  B  und  B', 
0  und  C,  D  und  D'  schneiden,  und  dann  endlich  die  vier  Punkte  A, 
-B,  C  und  D  mit  den  vier  übrigen  A ',  B',  C"  und  D'  durch  gerade 
Linien  verbindet,  so  erhalt  man  dreimal  vier  solche  Durchschnitts- 
punkte dieser  geraden  Linien,  welche  mit  dem  Punkte  0  in  gerader 
Linie  hegen.  Diese  zwölf  Punkte  können  wir  auf  folgende  Weise  be- 
zeichnen und  zusammenstellen: 

{AB',  CD'),    (BA',DC),    (AC ,  BD'),    (CA',  DBJ, 

{ab;  dc),  (ba',cd'),  (ad',bc),  (da\  cBy, 

(AC,  DB),    (CA'f  BD'),    (AD',  CB'),    (DA',  BC). 

Wenn  wir  beliebig  die  beiden  Durchschnittspunkte  auf  jeder  der 
tier  durch  0  gehenden  geraden  Linien  mit  einander  vertauschen,  so  er- 
sten wir  im  Ganzen  acht  mal  drei  neue  durch  0  gehende  gerade 
Linien,  von  denen  jede  vier  Durchschnittspunkte  enthält. 

II.  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  und  eine  gerade  Linie  gegeben 
^  und  man  legt  von  irgend  vier  Punkten  dieser  geraden  Linie  vier 
Tingentenpaare  a  und  a}  b  und  V ,  c  und  c',  d  und  d'  an  den  Kegel- 
*taitt,  so  kann  man  die  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  a,  b,  c 
und  d  und  der  Tangenten  a,  b',  c  und  d'  durch  dreimal  vier  solche 
pnde  Linien  verbinden,  welche  in  demselben  Punkte  der  gegebenen 
P&den  Linie  sich  schneiden.  Man  kann  auch  hier  die  durch  den- 
fclben  Punkt  der  gegebenen  geraden  Linie  gelegten  beiden  Tangenten 
Miebig  mit  einander  vertauschen. 


13. 
Note  sur  une  thäorie  generale  et  nouvelle  des  snrfaces  conrbet 

(Crelle'd  Journal,  Band  9,  S.  124—134.  1831.) 

1.  Soit 

tz  +  uy  -f-  vx  -f-  w  =  0 

l'equation   generale   du   plan   rapporte  ä  trois    axes  coordonnes   quelH 
conques.     En  donnant  aux  coöfficients   t,  u,  v  et  iv  des  valeurs  co 
venables   /',  u',  v    et  w'9  Ton  pourra  determiner  de  position  ün 
donne  quelconque.     Je  nommerai  coordonnees  de  ce  plan  (coordonn 
planaires)  les    quatre  quantites  t\  u',  v    et  w'.     Le   nombre   de 
coordonnees  peut  se  reduire  ä  trois,  si  Ton  pose  l'une  d'elles,  chois 
arbitrairement,  egale  ä  Turnte.     En  posant  w  =  1,  les  trois  coordo: 
nees  d'un  plan  donne  seront  les  valeurs  reciproques  et  prises  avec 
signe  contraire  des  Segments  determines  par  ce  plan  sur  les  trois  ax 
coordonnes.    Dans  ce  qui  va  suivre  nous  poserons  de  preference  t 
alors  Interpretation  geoinetrique  des  trois  coordonnees  restantes  n'e 
deviendra  pas  moins  simple  que  dans  le  cas  precedent.     Dans  la  di 
cussion  generale  des  surfaces  algebriques   il  y  aura   de  l'avantage 
einployer  toutes  les  quatre  coordonnees  ensemble.    L'on  obtiendra  alo 
ä  la  place  d'equations  completes  entre  trois  variables,   des  equatio 
homogenes  entre  quatre  variables.     L'on  peut   du  reste  passer  imnm_ 
diatement  de  ces  dernieres  equations-ci   aux  premieres  et  vice  versa. 

2.  En  regardaut  iv,  v  et  u  comme  coordonnees  variables,  requati*^*11 

<p{iv,  v,  u)  =  0 

peut  etre  dit  representer  une  surface.     Cette  surface  est  celle  qui  &^' 
touchee  par  tous  les  plans  dont  les  coordonnees  satisfont  a  l'equati 
proposee.     Le  Systeme   de  deux  equations  pareilles   existant   ensem 
representera  alors  la  surface  de'veloppable  qui  enveloppe  ä  la  fois 
deux  surfaces,  representees  par  ces  deux  equations  prises  separemew-lt- 
L'equation    generale   du    premier  degre   entre   les   trois    variab. 
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t*o,  v  et  u  represente  un  point  de  Fespace*),  et  le  systöme  de  deux 
equations  pareilles,  existent  simultanement,  une  ligne  droite  passant 
par  deux  tels  points. 

L'equation  generale  du  second  degre  represente  les  surfaces  de  la 

s«conde  classe  (je  me  sers  ici  de  la  denomination  introduite  par  M. 

Gergonne)  qui  sont  aussi  du  second   ordre,   et  comme  cas  particu- 

liers,  des  systemes  de  deux  points,  qui  peuvent  devenir  imaginaires, 

oh  coincider  ou  passer  ä  l'infini.     Dans  le  cas  de  deux  points  reels, 

oxi  peut  leur  substituer  la  ligne  droite  joignant  ces   deux    points  et 

texminee  en  eux,  et  puis  regarder  cette  ligne  droite  comme  la  limite 

d'nn  ellipsoide,  par  exemple,  dont  deux  axes,  le  troisieme  restant  le 

meme,  diminuent  sans  cesse.    C'est  seulement  se  servir  d'un  autre  mot 

pour  exprimer  la  meme  chose. 

Je  n'entrerai  ici  dans  aucun  detail  comme  je  Tai  fait  dans  la 
premifere  partie  du  second  volume  de  mes  „Develqppements"  par  rap- 
port  aux  constructions  ä  deux  dimensions.  D  est  evident  qu'en  intro- 
duisant  les  coordonnees  nouvelles  Ton  redoublera  par  la  meme  les 
moyens  de  demonstration.  L'on  verra  aisement  que,  quant  ä  la  faci- 
lite  des  demonstrations,  l'avantage  sera  tantöt  du  cote  des  coordonnees 
▼tügaires,  tantot  et  plus  souvent  peut-etre,  du  cote  des  coordonnees 
planaires. 

3.  Dans  la  note  qu'on  va  lire,  je  me  suis  propose  de  faire  ressortir 
1&  liaison  qui  existe  entre  les  deux  systemes  de  coordonnees  planaires 
*t  vulgaires.  Pour  mon  but  actuel,  au  lieu  de  suivre  une  marche 
directe,  j'ai  pr^fere  de  deduire  ainsi  la  nouvelle  theorie  des  surfaces  de 

*)  Pour  le  demontrer  soit 

(!)  8  +  uy  +  vx  +  w  =a  ° 

*  Nation  generale  da  plan,  u,  v  et  w  indiquant  troia  coefficients  indetermin^s. 
Potoiifl  l'equation  de  condition  suivante: 

00  däsignant  par  c,  c    et  c"  trois  quantitäs  donnäes.    L'on  a  ägalement 

'*»  V#,  x)  ätant  an  point  quelconque  da  plan  (1).  Mais  cette  e*quation  ayant 
ab*>lnment  la  meme  forme  que  l'equation  (2),  Ton  en  conclura  qu'on  pourra 
PHfedxe 

*  —  ci   y  =  c\  x  =  c". 

"**&  par  l'equation  (2)  le  plan  (1)  est  assojetti  ä  la  condition  de  passer  par  an 
&***&  donnä,  dont  les  coordonnees  sont  c,  c'  et  c".  C'est  präcisäment  ce  point 
^  *epre*sente  requation  (2),  lorsqu*on  y  regarde  w,  v  et  u  comme  coordonn^eß 
Zaires  et  variabJes. 

*Ucker,  Werk«.    I.  16 
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Celle  qui   repose  sur  la  consideration  des  coordonnees  des  poi 
qui,  par  les  geometres  modernes,  a  recu  de  si  beaux  developpe 
Soit 

(1)  F(z,  y,  *)  •=  0 

l'equation  d'une  surface  donnee  quelconque.    L'equation  du  plan  ti 
en  Tun  de  ses  points  sera  alors 

ou 

Z  —  q  Y  —  pX  —  (0  —  qy  — px)  =  0, 

dz  dz 

en  posant  x—  =  q,  0—  =  ß,  et  en  regardant  Z,  Y  et  X  commc 

donnees  courantes.    Les  coordonnees  de  ce  plan  tangent  seront  c 
le  premier  numero: 

(2)  v p}    t*=  —  q,    w=  —  (z  —  qy—px)} 

et  de  lä  on  tire: 

(3)  z  +  uy  +  vx  +  w  =  0, 

equation  sym&rique  par  rapport  ä  2,  y,  x  et  w,  af  v. 

Si  Ton  differentie  l'equation  (3)  par  rapport  ä  x  seul,   en  : 
dant  y  comme  constant,  il  viendra: 

.du       .    dv       .        .    dw       A 


ou  bien  en  reduisant: 


du       ,    dv       .    dw       ^ 
dx*    l    dx       l    dx 


Si  Ton  regarde  w  comme  fonetion  de  v  et  t*,  Ton  pourra  d 
ä  cette  equation  la  forme  suivante: 

^  L  4.  ??\  +  ?_•  fs  -4-  ^  =  0 
0*  V  +  du)  ^  dx\X^  dv)       U' 

Cette  equation  ne  pourra  subsister  ä  moins  qu'on  n'ait  separeme 


(4) 


x    dw        n.  .    dw       A  ,  . 

3/  +  ,    =  0,     0  +  «-  —  0,  ou  bien 


du  *x         '    dv 

\V Q,         *--P, 

si,  pour  abreger,  Ton  designe  par  Q  et  P  les  coefficients  differe 
partiels  -p-  et  ^— •     En  substituant  ces  valeurs  de  y  et  x  dans  1' 

tion  (3),  Ton  obtiendra: 

(5)  z  =  —  (w  —  #u  —  P»). 

4.    Si  Ton  met  dans  l'equation  du  point  de  contact  (s,  y,  x 

W+xV  +  yU+*  =  0, 
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(je  designe  par  W}  V  et  U  les  coordonnees  planaires  courantes)  ä  la 
place  de  x,  y  et  z  les  valeurs  que  nous  venons  d'obtenir,  on  trouvera: 

(6)  TT-  w  =  Q{U—  u)  +  P(V  -  v). 

Les  coefficients  Q  et  P  se  tirent  de  l'equation 

q>(w,v,  «)  =  0, 

que  nous  supposons  obtenue  par  l'elimination  de  z,  y  et  x  entre  les 
quatre  equations  (1)  et  (2)  et  qui  par  consequent  representera,  ainsi 
que  (1),  la  surface  donnee. 

Nous  aurions  pu,  en  suivant  une  marche  inverse,  partir  de  Tequa- 
tion  (6),  qui  s'obtient  imniediatement,  si  Ton  developpe  la  theorie  des 
surfaces  dans  le  Systeme  des  coordonnees  planaires. 

L'on  voit  que  les  relations  entre  les  coordonnees  z,  y}  x  et 
tv,  ü,  v  sont  parfaitement  reciproques. 

5.  Dan3  ce  numero  nous  nous  proposons  de  developper  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  coefficients  differentiels  seconds  de  z  par 
rapport  ä  y  et  x  et  ceux  de  w  par  rapport  a  u  et  v.  Nous  poserous 
d'abörd  pour  abr£ger 

Z%z  d*z  d^_z        .      d*w        t>        d*w    ^       d'w         j, 

dx*  ~  r>     dxdy  =  S>     dy1         '     !h*  =  M>     dudv  ~     >     duT  =     ' 

Si  Ton  differentie  les  deux  equations: 

u  =  —  q}    v  =  —  p 

successivement  par  rapport  ä  y  seul,  en  regardant  x  comme  constant, 
et  par  rapport  ä  x  seul,  en  regardant  y  comme  constant,  Ton  obtiendra: 

.        du du dv  dv 

dy7  dx  dy9  dx 

Si  Ton  differentie,  sous  le  meme  point  de  vue,  l'equation: 

y  +  Q  -  o, 

Ton  trouvera,  en  regardant  Q  comme  fonction  de  u  et  v: 

t   |    dQ    du    .    dQ    dv  ^q 
*    du    dy    '    dv     dy  7 

dQ     du    .    d Q     dv_ ^ 

du    dx    '     dv  '  dx  ' 

ou  ce  qui  revient  au  meme: 

(1)  1  —  Tt  -  Ss  =  0, 

(2)  Ts  +  Sr  =  0. 

En  operant  de  la  meme  maniere  sur  l'equation  suivante: 

3  +  P=0, 

16* 
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Ton  parviendra  aux  deux  equations  suivantes: 

(3)  1  —  Er  -  Ss  =  0, 

(4)  Bs+St=0. 

11  est  evident  que  l'une  quelconque  des  quatre  equations  (1] 
est  comportee  par  les  trois  autres,  car  les  equations  (1)  et  (3) 
equations  (2)  et  (4)  s'accordent  ä  donner 

(5)  Tt  —  Rr. 
D'aprfes  cela  Ton  obtient  aisement: 


(6) 


R  = 


rt 

— 

8" 

rt 

t 

*" 

r 

— ..    t 


BT—S*7 

T 
BT—S1' 

B 


rt  —  8*>  BT  —  S* 

II  sera  bon  de  remarquer  aussi  l'£quation  suivante: 
(7)  (rt  —  s*)(RT—  S*)  =  l. 

6.  En  differentiant  de  nouveau  les  equations  (1)  —  (4)  succ 
ment  par  rapport  h  y  et  x,  en  regardant  R,  S  et  T  comme  foi 
de  m  et  v,  et  u  et  v  comme  fonctions  de  y  et  x,  Ton  obtiend 
equations  qui  serviront  ä  determiner  les  quatre  coefficients  diffei 
partiels  du  troisieme  ordre  de  w  par  rapport  ä  w  et  r,  au  moy 
coefficients  differentiels  du  troisieme  et  du  second  ordre  de  z  par  i 
a  y  et  x.  En  suiyant  la  meme  marche;  Ton  pourra  continuer  : 
volonte.  Un  simple  changement  de  lettres  suffira  alors,  pour  ex 
reciproquement  tout  coefficient  differentiel  partiel  d'un  ordre 
conque  de  z  par  rapport  a  y  et  x  en  fonction  des  coefficient* 
rentiels  partiels  du  m£me  ordre  et  des  ordres  infSrieurs,  inclusr 
le  second,  de  w  par  rapport  ä  u  et  v. 

Dans  ce  qui  suivra  j'eclaircirai  par  quelques  exemples  l'appl 
de  ce  qui  pre^cexle. 

7.  Theorie   analytique    nouveUe   des    surfaces  developpables 
courbes  ä  double  courboure.     Soient 

F(w,  v,  u)  =  0, 

f(w}  v,  u)  =  0, 

les  equations  entre  les  coordonnees  nouvelles  de  deux  surfaces  d 
quelconques.  Si  Ton  choisit  les  trois  coordonnees  «i,  t>  et  u 
qu'elles  satisfont  en  meme  temps  aux  deux  equations  propose 
aura  les  coordonnees  d'un  plan  qui  touche  ä  la  fois  les  deux  si 
donnees.     Tous  les  plans  ainsi  determines  envelopperont  une  t 


(i) 
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developpable  et  circonscrite  a  ces  meines  surfaces.  L'on  peut  donc 
rfire  que  le  Systeme  de  deux  equations  (1)  represente  une  surface  de- 
eMoppable.  11  en  resulte  que  le  plan  qui,  dans  son  mouvement,  en- 
■v^eloppe  une  teile  surface,  ne  peut  passer  d'une  position  quelconque  ä 
une  autre  que  dans  un  sens  unique  et  determine;  et  c'est  en  cela 
evidemment  que  consiste  le  caractere  des  surfaces  developpables. 
Si  Ton  elimine  v  entre  les  deux  equations  (1),  il  viendra: 

u  —  <p(v), 

ou    tuen,  si  Ton  y  met  pour  u  et  v  leurs  valeurs  ( — q)  et  ( — jp): 

2  — *(*)• 
Si     tle  cette  equation  enfin  on  fait  disparaitre,  par  la  differentiation,  la 
f emotion  inconnue,  designee  par  #,  il  viendra 
(2)  *»  -  rt  =  0. 

Cest  V equation  des  surfaces  developpables  donnee  pour  la  premiere 
fois  par  Euler.  Je  ne  crois  pas  qu'ii  y  ait  une  marche  plus  directe 
d*y    parvenir  que  la  precedente. 

8.    Soient,  en  second  lieu, 

i  F{z,  y,  x)  =  0, 

< 

f(*>  y>  *)  —  o, 

tes  equations,  entre  les  coordonnees  vulgaires,  de  deux  surfaces  don- 
aees  quelconques.  Le  Systeme  de  ces  equations  represente  l'inter- 
section  des  deux  surfaces,  qui  est  en  general  une  courbe  ä  double 
courbure.    En  eliminant  z  entre  les  deux  equations  proposees,  il  viendra 

V  =  9>(*) 
0X1  bien,  en  substituant, 

e'  de  lä  on  tire: 

(4)  S2  —  BT=0. 

^tf  V equation  des  courbes  ä  double  courbure,  dans  le  Systeme  des  coor- 
donnees planaires. 

Analytiquement  parlant,  une  surface  developpable  ne  doit  etre 
re8**dee  comme  une  surface  que  dans  le  Systeme  des  coordonnees 
vuH?aire8,  et  non  pas  dans  le  Systeme  des  coordonnees  nouvelles, 
Parceque  dans  ce  dernier  Systeme -ci  une  teile  surface  ne  peut  etre 
reP*esentee  qu'au  moyen  de  deux  equations  simultanees.  Pareillement 
11116  courbe  ä  double  courbure  ne  doit  nullement  etre  rangee  parmi 
68  ^tirfaces  dans  le  Systeme  des  coordonnees  vulgaires,  parceque  deux 
ecmatJons  simultanees  y  sont  exigees  pour  la  representer. 
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Mais  dans  le  Systeme  des  coordonnees  planaires  une  conrbe  i 
double  courbure  doit  etre  placke  parmi  les  surfaces:  eile  y  est  reprl 
sentee  par  une  equation  unique.  Et  r&iproquement  toute  £quatio] 
entre  w,  v  et  u  qui  satisfait  ä  l'£quation  (4),  repr&entera  une  teil 
Burface. 

L'on  peut  encore  remarquer  le  parallelisme  suivant  entre  un 
surface  developpable  et  une  courbe  ä  double  courbure.  L'une  es 
touchee  par  un  plan  tangent  quelconque,  non  dans  un  point  unique 
mais  suivant  une  ligne  droite  indefinie.  L'autre,  dans  Tun  quelconqu 
de  ses  points,  est  touchee  par  une  infinite  de  plans  qui  se  coupen 
tous  suivant  une  meme  ligne  droite,  touchant  la  courbe.  L'une  peu 
etre  engendree  par  une  ligne  droite  en  mouvement,  l'autre  est  envelop 
pee  par  une  ligne  droite  qui  se  meut  dans  Tespace. 

9.  Theorie  du  contact  et  de  Vosculation.  Si  deux  surfaces  se  tou 
chent  en  un  point  donne,  Ton  a,  en  rapportant  les  lettres  non  accen 
tuees  ä  l'une  et  les  lettres  accentuees  a  l'autre  surface, 

q*=q'y    p=p,    x  =  x\     y  =  y\     z  =  z. 

En  introduisant  les  coordonnees  planaires  relatives  au  plan  qui  touch 
les  deux  surfaces  dans  le  point  donne,  Ton  obtiendra  d'abord  d« 
quatre  premieres  equations: 

„  =  „',    „  =  „',    P=P\    Q=Q', 

et  de  lä  et  de  Tequation  z  =  z'  on  tire  d'apres  le  numero  3: 

w  =  w'. 

Si  les  deux  surfaces  ont  dans  le  point  donne  un  contact  du  secoo 
ordre,  l'on  a,  coinme  on  sait,  les  trois  equations  nouvelles: 

r  =  r  ,  5  =  s  ,    t  =  t, 

et  de  lä  on  tire  d'apres  les  equations  (6)  du  numero  5: 

jß  =  /r,     S  =  S',     T—T. 

L'on  pourrait  continuer  ainsi  ä  volonte.  La  theorie  du  contact  * 
deux  surfaces  en  un  point  donne  ou  sur  un  plan  donne  est  doJ 
exaetement  la  meme,  dans  les  deux  systemes  de  coordonnees  di9 
rentes. 

10.  Courbure  des  surfaces.    L'on  sait  que  pour  determiner  les  de*« 
rayons  de  courbure  d'une  surface   donnee  en  un  point  donne,'  l'on 
dans  la  supposition  de  coordonnees  reetangulaires,  l'equation  suivant; 

(rt  -  s»;d8  +  [(1  +p*)t  -  2pqs  +  (1  +  f)r](l  +  p»  +  f)'»ö 
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equation  qui  se  transforme  aussitöt  en 

(1)       **  +  t(l  +  v*)-B  —  2wt;S  +  (1  +  *>*)T](1  +  v*  +  u*)l/*d 

+  (i  +  tf  +  u*)\RT—Ss)  —  0. 

Si  l'on  prend  an  plan  quelconque,  parallele  au  plan]  qui  touche  la 
surface  dans  le  point  donne,  pour  celui  des  xy,  Ton  aura  u  =  0, 
v  =  0;  donc 

(2)  d*  +  (B  +  T)<J  +  (BT  —  S8)  =  0. 

En    designant  enfin  par  d'  et  d"  les  deux  racines  de  cette  equation, 
il   viendra 

d'+d" (B+T),     d'(T=BT-S*. 

L'on  sait  que  ( )  et  f — -)  expriment  les  rayons  de  courbure 

des    deux  sections  faites  dans  la  surface  propos^e  par  les  plans  des  xz 

e^   yzj  l'angle   forme  par  Taxe  des  x  et  celui  des  y  etant  quelconque 

e^   l'axe  des  z  perpendiculaire  au  plan  des  xy.     Pareillement  ( —  B)  et 

( —  T)  expriment  les  rayons  de  courbure  des  courbes  d'intersection  de 

deux  cylindres  circonscrits  ä  la  surface  donnee  et  dont  les  aretes  sont 

paralleles  ä  Taxe  des  y  et  des  #,  respectivement  avec  les  plans  des  xz  et  yz\ 

°**>  ce  qui  reyient  au  meme,  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  memes 

cyündres,  divis^s  par  le  sinus  de  l'angle  forme  par  Taxe  des  y  et  celui 

**&  x.    Dans  ce  qui  prec&de,  toutes  les  courbures  sont  supposees  prises 

au  point  donne,  appartenant  ä  la  fois  ä  la  surface  proposee,  aux  deux 

cylindres  circonscrits  et  aux  diflerentes  courbes  d'intersection. 

Apres  cela  Fune  des  deux  dernieres  equations  fournit  le  theoreme 
suivant: 

La  somme  des  deux  rayons  de  courbure  de  deux  cylindres  circon- 
scr»fe  ä  une  surface  donnee  quelconque,  de  maniere  que  leurs  aretes  soient 
PQralleles  ä  deux  tangentes  quelconques,  mais  perpendiculaires  entre  elles, 
"*ne  surface  donnee  dans  un  point  donne',  est  constante  et  egale  ä  la 
s°*nme  des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  en  ce  point. 

11.  Dans  le  cas  que  la  surface  proprement  dite  soit  remplacee 
P**  une  courbe  ä  double  courbure,  Ton  a 

RT  —  S2  =  0. 

kun  des  deux   rayons  de  courbure  disparaissant  alors,   le  degre  des 
Kations  (1)  et  (2)  s'abaisse  et  Ton  obtient: 

(3)     s  =  -  [1  +  v*)R  —  2uvS  +  (1  +  u2)T](l  +  u*  +  v2)1*, 
et 

W  <J=-(B+T). 
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L'un  des  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  (considäree  comme 
surface)  est  nul  par  consequent,  comme  on  devait  s'y  attendre;  Fautre 
est  gener alement  donne  par  l'equation  (3).  C'est  ce  dernier  rayon  qui 
est  pris  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

Tout  plan  contenant  une  tangente  de  la  courbe  doit  etre  cense 
la  toucber.  Apres  cela  l'interpretation  geometrique  de  la  dernifere 
equation  fait  voir  que  la  somme  des  deux  rayons  de  courbure  de  deux 
cylindres  quelconques  dont  les  aretes  sont  perpendiculaires  entre  elles 
et  ä  la  tangente  de  la  courbe  en  un  point  donne,  est  constante  et 
egale  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point.  Ge  memo 
resultat,  cas  particulier  du  theoreme  precedent,  peut  s'exprimer  aussi 
de  la  maniere  suivante: 

Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  donnee  quelconque  en  un  pont  : 
donnt  est  egal  ä  la  somme  des  deux  rayons  de  courbure  correspondan^-. 
des  deux  prqjections  planes  de  la  courbe  sur  deux  plans  quelconques, 
pendictdaires  entre  eux  et  paralleles  ä  la  tangente  de  la  courbe 
dans  le  point  donne. 

12.    Nous   aurions   aussi   pu   deduire  les  resultats  precedents 
l'une  des  equations  (6)  du  numero  5,  de  celle-ci  par  exemple: 

(5)  '  —  B1~-=S~> ' 


comme  nous  allons  en  deduire  quelques  autres  resultats.    Si  Ton 
cette  equation  de  la  maniere  suivante: 

(6)  RT-  S*  =  d'd"=R.-t -, 

Ton  obtiendra,  en  l'interpretant,  cet  autre  theoreme: 

Si  par  un  point  donne  et  suivant  une  tangente  quelconque  Von  ft 
dans  une  surface  donnee  une  section  normale  et  si  ä  la  meme  surface 
circonscrit  un  cylindre  dont  les  aretes  sont  paralleles  ä  la  meme  tangente 
le  produit  des  rayons  de  courbure,  dans  le  point  donne,  de  la  courbe  dar* 
le  plan  d'intersection  et  de  ce  cylindre,  sera  constant  et  egal  au  prodt** 
des  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  proposee  en  ce  meme  point. 

Euler  a  demontre  le  premier  qu'en  nommant  o  1'angle  que  fo 
Taxe  des  y  avec  celle  des  deux  sections  principales  ä  laquelle  r£po 
le  rayon  ö'f  Ton  a*): 

—  t  =  K,j  cos2©  -f-  (r77J  sin2©, 

et  de  la  on  tire  d'apres  l'equation  (6): 

—  H  =  d"  cos2o>  +  (J'sin2©. 

*)  Dupin,  Developpenients  de  g^ome'trie,  p.  109. 
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Cette  equation  donne  la  courbure  d'un  cylindre  circonscrit  quel- 
^nque  au  moyen  de  la  direction  de   ses  aretes   et  des  courbures  de 
*&  surface  propos£e  dans  le  point  correspondant. 

13.  Si  S  =  0,  on  aura  egalement,  d'apres  le  numero  5,  s  =  0. 
^equation  (5)  se  reduit  alors  ä 

8i  Ton  s'exprime  comme  Ta  fait  Mr.  Dupin,  Ton  aura  donc  ce  nou- 
rean  theorfeme: 

Si  ä  une  surface  donnee  quelconque  Von  circonscrit  un  cylindre  dont 
ks  aräes  sont  paralleles  ä  Vune  de  deux  tangentes  conjuguees  quelconqucs 
^wts  un  point  donne',  ce  cylindre  aura,  avec  la  surface  proposee,  un  contact 
d*  second  ordre  suivant  Vautre  tangente  conjugue'e. 

L'on  sait  que  le  produit  des  deux  rayons  de  courbure  de  deux 
•ections  normales  faites  dans  une  surface  donnee  suivant  deux  tan- 
gentes conjuguees  quelconques  et  du  carre  du  sinus  de  1'angle  forme 
par  ees  tangentes  est  egale  ä  une  quantite  constante  et  que  la  somme 
«e  ces  memes  rayons  Test  egalement.*)  De  lä  resultent,  d'apres 
1  equation  (7),  ces  deux  autres  th^oremes: 

Le  produit  des  deux  rayons  de  courbure  de  deux  cylindres  circon- 

scrits  ä  une  surface  donnee  quelconque  et  dont  les  aretes  sont  paralleles 

, a  deux  tangentes  conjuguees  est  6gal  ä  une  meme  quantite  constante.    La 

s<*ntne  de  ces  memes  rayons  divisee  par  le  sinus  de  V angle  des  tangentes 

Co^juguees  est  egalement  constante. 

14.  Pour  ne  pas  dtendre  trop  loin  la  presente  note,  je  me  bor- 
nera*>  pour  dernier  exemple,  ä  enoncer  simplement  que,  dans  le  Systeme 
de  coordonnees  planaires,  des  formules  integrales  nouvelles  se  presen- 
tent,  tant  pour  la  quadrature  des  surfaces  que  pour  la  cubature  des 
^rps  termines  par  elles,  ces  surfaces  et  ces  corps  etant  limites  d'une 
autre  maniere  que  dans  la  methode  ordinaire. 

15.  Je  pense  que  les  exemples  que  j'ai  pris  au  hazard  et  aux- 
V^els  en  eux  memes  je  n'attache  aucune  importauce,  suffiront  pour 
faire  sentir  la  possibilite,  je  dis  plus,  la  necessite  de  parvenir,  en  pour- 
^▼ant  la  meme  marche,  ä  une  foule  de  resultats  nouveaux.  L'on  n'a 
9^'ä  parcourir  les  ouvrages  de  MM.  Monge,  Dupin,  Hachette  et 
lautres  geometres  qui  se  sont  occupes  de  la  theorie  analytique  des  sur- 
a°es>  pour  en  recueillir  les  materiaux  pour  un  livre  nouveau  sur  une 

^ati^re  qui  semblait  usee,  mais  qui,  en  se  presentant  sous  une  autre 
ac^>  est  bien  loin  de  Tetre. 


*)  Dupin,  Dereloppements  de  g£om£trie.   p.  102. 
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16.    Je  terminerai  par  une  dernifcre  remarque  purement  analytiqu« 
Soit 

(1)  f(3,  P,  *,  »,*)  —  <> 

une  equation  donnee  entre  z,  y,  x  et  les  deux  coefficients  differentie 
partiels  de  z  par  rapport  ä  y  et  x,  et  supposons  qu'on  en  ait  obteo 
comme  integrale  Tequation  suivante 

(2)  F(t,  y,  x)  =  0. 

L'equation  differentielle  proposee  peut  se  transformer  dans  la  suivanfa 

(3)  f(-u,  -  f,  -&-QU-  Pv),  -  Q,  -P)  =  0, 

dont  on  aura  egalement  l'integrale  en  eliminant  z,  y  et  x  entre  l'eqn 
tion  (2)  et  les  trois  equations  suivantes: 

dz  de  i  i  i    ^       a 

Jy^~  u>    di  =  ~v>    w  +  uy  +  vx  +  0  =  0. 

Si  l'equation  (3)  se  r^duit  a 

(4)  /•(-  (w-Qu-  Pv),  -  Q,  -  P)  —  0, 
Ton  aura,  ä  la  place  de  l'equation  (2),  celle-ci: 

f(*>  V>  x)  =  o, 
et  de  la  on  deduira  une  integrale,  qui  ne  sera  qu'une  Solution  pax" 
culiere  de  l'equation  (4). 

En  passant  aux  coefficients  differentiels  seconds,  Ton  verra  qu'im: 
equation  quelconque: 

(p(t,  s,  r,  q,  p,  z,  y,  x)  =  0   . 

est  intiinement  liee  avec  l'autre: 

vKrt'—s*'     BT~-S*'    RT-S*' 

—  u,    -v,   -(w—Qu  —  Pv),   -Q,  -P)  =  0, 

de  maniere  que,  l'integrale  de  l'une  d'elles  etant  obtenue,  Taut 
s'integrera  par  une  simple  elimination.     Les  deux  equations  suivante 

(l+p2)t  -2pq8  +  (l+gF)r-09 

(l+xi)r  +  2xys  +  (l+y')t^0, 

dans  la  derniere  desquelles  j'ai  change  seulement  les  variables,  en  foc 
nissent  un  exemple;  Time  etant  integrable,  l'autre  Test  egalement. 

Je  in'abstiens  ici  de  toute  sorte  de  developpements,  parcequ'iL 
a  une  maniere  plus  generale  de  traiter  la  meme  question.  J'avais  se 
lement  en  vue  de  faire  ressortir  que,  quant  ä  la  possibilite  d'en  o 
tenir  les  integrales,  les  equations  aux  differences  partielles  se  grc 
pent  par  couples,  ainsi  que  cela  a  lieu  quant  aux  theoremes  de  ge 
metrie. 


14. 

Analytisch  -  geometrische  Aphorismen  1. 

(CreüVs  Journal,  Band  10,  S.  217— 226.  1831.) 

Blxiige  Beispiele  von  der  Anwendung  allgemeiner  Symbole  und 

unbestimmter  Coefflcienten. 

1.    Ich  habe    schon    bei   mehreren  Gelegenheiten   hervorgehoben, 
W1^    solche  Sätze  über  gerade  Linien,  welche  von  Grössenbestimmungen 
1M1aV>häiigig  sind,  sich" durch  die  Anwendung  blosser  Symbole,   die  an 
<™  Stelle  linearer  Gleichungen  treten,  und  unbestimmter  Coefflcienten 
beweisen  lassen.     Beweise  dieser  Art  scheinen  mir  besonders  zierlich. 
So  wie  ein  hierher   gehöriger  Satz  vorliegt,  können  wir  die  Voraus- 
setzungen desselben  durch  Symbole  und  unbestimmte  Coefflcienten  aus- 
drücken, und  dann  ist  der  Weg  für  den  Beweis  desselben  sogleich  an- 
gezeigt.   Man  kann  sagen,  dass  ein  solcher  Beweis  ein  so  rein  synthe- 
tischer ist,   wie    man   sonst   derselben   nicht   leicht    findet.     Es    war 
^prünglich   meine   Absicht,   eine   dritte  Abtheilung   des   zu   Anfang 
dieses  Jahres  erschienenen  zweiten  und  letzten  Bandes  meiner  „Analy- 
fych-geometrischen  Entwicklungen"  diesem  Gegenstande  und  namentlich 
^e*  Verallgemeinerung  desselben  zu  widmen.     Ich  will  hier  durch  ein 
P*^  Beispiele  den   Charakter   dieser  Art  von   Beweisführungen  noch 
1X1  ein  helleres  Licht  zu  stellen  suchen. 

2.  Der  folgende  Satz  ist  allgemein  bekannt  und  gehört  zu  den 
Zeitigeren  der  Situationsgeometrie. 

Wenn  drei  in  demselben  Punkte  (0)  sich  schneidende  gerade  Linien 
tfc&ben  sind,  und  man  legt  von  irgend  einem  Punkte  (M)  der  dritteti 
^nie  zwei  neue  gerade  Linien  (MAA'}  MBB'),  von  welchen  die  erste 
9t9$>ene  in  zwei  Punkten  (A  und  B),  und  die  zweite  in  zwei  andern 
^***kten  (Ä  und  B')  geschnitten  wird,  so  liegt  der  Durchschnitt  von 
^  fi  und  AB',  wo  auch  der  Punkt  M  auf  der  dritten  gegebenen  geraden 
***ie  fortrücken  mag,   und  wie    auch  die  beiden  durch  diesen   Punkt 
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gelegten  geraden  Linien  ihre  Richtung  verändern  mögen,  auf  einer  festen 
vierten  geraden  Linie,  die  ebenfalls  durch  den  Punkt  0  geht 

Indem  wir  Ausdrücke  von  der  Form  (Ay  -f-  Bx  +  C)  durch  die 
Symbole  c  und  c  bezeichnen,  können  wir  die  drei  gegebenen,  in  dem- 
selben Punkte  sich  schneidenden  geraden  Linien  durch  folgende  Glei- 
chungen darstellen: 

c  =  0,     c'=0,     c  +  c'=0. 

Wenn  bei  ähnlicher  Bezeichnung  die  beiden  neuen  durch  M7  einen 
Punkt  der  geraden  Linie:  c  -f-  c'  =  0,  gehenden  geraden  Linien  durch 

a  =  0,    6  =  0 

dargestellt  werden,  so  können  wir,  um  die  Bedingung  des  Satzes  aus- 
zudrücken, 

a  +  6  =  c  +  c 

setzen.    Aus  dieser  identischen  Gleichung  ergeben  sich  folgende  beiden: 

a  —  c'=  c  —  6, 

a  —  c  =  c  —  6. 

Die  beiden  Gleichungen: 

a  —  c  =  c  —  6  =  0,  . 

a  —  c  =  c  —  6  =  0 

stellen  folglich  die  geraden  Linien  A' B  und  AB'  dar.    Denn  die  erste 

dieser  Gleichungen  zum  Beispiel  stellt  eine  solche   gerade  Linie  dar, 

die  einerseits  durch  den  Durchschnitt  von  a  =  0  und  c'=  0,  oder  den 

Punkt  A ',  und    andrerseits  durch   den  Durchschnitt   von   6  =  0  und 

c  =  0,  oder  den  Punkt  B  geht. 

Wenn  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  von  einander  abziehen, 

so  kommt: 

c  —  c'=  0, 

die  Gleichung  einer  neuen  geraden  Linie,  die,  was  diese  Gleichung 
zeigt,  durch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  der  drei  gegebenen 
geht.  Aus  dieser  Gleichung  sind  die  Symbole  a  und  6  ganz  ver- 
schwunden, und  somit  ist  der  vorliegende  Satz  bewiesen. 

Wir  haben  in  dem  Vorstehenden  keiner  unbestimmten  Coefficien- 
ten  bedurft,  weil  wir  Ausdrücke  von  der  Form  {Ay  -f-  Bx  +  C)  durch 
Symbole  bezeichnet  haben.  Ein  solches  Symbol  enthält  implicite  schon 
einen  unbestimmten  Coefficienten,  weil  solche  Ausdrücke  einen  Coeffi- 
cienten  mehr  enthalten,  als  Coefficienten  zur  Bestimmung  einer  gege- 
benen geraden  Linie  nothwendig  sind. 

3.  Es  seien  in  derselben  Ebene  sedis  Punkte  gegeben,  van  welchen 
drei  auf  einer  und  die  drei  übrigen  auf  einer  andern  geraden  Linie 
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liegen.  Man  kann  die  drei  Punkte  der  einen  geraden  Linie  mit  den  drei 
Punkten  der  andern  durah  neun  neue  gerade  Linien  verbinden.  Diese 
neun  geraden  Linien  schneiden  sich  paarweise  genommen  in  achtzehn  neuen 
Punkten.  Biese  achtzehn  Punkte  liegen  zu  drei  auf  sechs  geraden  Linien 
verfheilt.  Diese  sechs  geraden  Linien  gehen  zu  drei  durch  dieselben  beiden 
Punkte. 

Wir  wollen  den  Beweis  ganz  direkt  angreifen  und  schrittweise 
vorwärtsgehen;  also  zuerst  die  Gleichungen  derjenigen  neun  geraden 
Linien  entwickeln,  welche  die  drei  Punkte  (I,  II,  III)  auf  der  ersten 
gegebenen  geraden  Linie  (G)  mit  den  drei  Punkten  (1,  2,  3)  auf  der 
zweiten  geraden  Linie  (27)  verbinden.  Diese  neun  geraden  Linien 
wollen  wir  durch 
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bezeichnen.     Wir  erhalten  die  Gleichungen  aller  dieser  geraden  Linien 

mit  Hilfe  dreier  Symbole  und  vier   unbestimmter  Coefficienten.     Zu 

diesem   Ende   seien   die   Gleichungen   der   beiden    gegebenen   geraden 

Linien  (G)  und  (27): 

g  =  0,     A  =  0, 

und  die  Gleichung  einer  von  jenen  neun  geraden  Linien,  für  die  wir 
(I,  2)  nehmen  wollen,  sei 

(I,  2)    a  =  0. 

Durch  diese  drei  geraden  Linien  sind  die  beiden  Punkte  (I)  und  (2) 
bestimmt.  Für  (I,  3)  erhalten  wir  alsdann  eine  Gleichung  von  folgen- 
der Form: 

(I,  3)     a  +  pg  =  0. 

Durch  den  Coefficienten  ft  ist  diese  gerade  Linie,  und  also  auch  ihr 
Durchschnitt  mit  (27),  der  Punkt  (3),  bestimmt.  Durch  den  Punkt  (3) 
geht  die  gerade  Linie  (II,  3);  durch  Einführung  eines  neuen  unbe- 
stimmten Coefficienten  erhalt  man  für  ihre  Gleichung: 

(II,  3)    a  +  [ig  +  vh  =  0. 

Durch  diese  gerade  Linie  ist  der  Punkt  (II)  bestimmt. 
Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  (III,  2): 

(HI,  2)    a  +  Qh  =  0, 

und  hiernach  für  (III,  1) 

(DI,  1)    a  +  ög  +  Qh  =  0. 

Wir  sind  also  ursprünglich  von  den  beiden  geraden  Linien  (G) 
und  (27)   und  von   (I,  2)   ausgegangen.     Hierdurch   sind   die   beideu 


k     r 
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Punkte  (I)  und  (2)  gegeben.     Durch  (I)  legen  wir  die  gerade  Linie 
(I,  3),  wodurch  auf  (H )  der  Punkt  (3)  bestimmt  wird.     Durch  (3) 
legen   wir  (II,  3),   wodurch  auf  (G)  def  Punkt  (II)   bestimmt   wird. 
Durch  (2)  legen  wir  (III,  2),  wodurch  auf  (ff)  der  Punkt  (III),  und 
durch  (IQ)  legen  wir  (111,  1),  wodurch  auf  (fl)  der  Punkt  (1)  bestimmt 
wird.     Um  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  zu  erhalten,  deren  Sich- 
tung nicht  näher  bestimmt  ist,  die  aber  durch  den  Durchschnitt  zweier 
bekannter  gerader  Linien  geht,  bedarf  mau  bloss  eines  neuen  unbe- 
stimmten Coefficienten.    Die  sechs  Punkte  (I),  (II),  (III)  und  (1),  (ß\(S) 
sind  also  durch  die  drei  Symbole  a,  g,  h  und  durch  vier  Coefficienten 
p,  v,  q  und  6  gegeben.    Den  Voraussetzungen  des  vorstehenden  Satzes 
gemäss  bedeuten  a,  g}  h  beliebige  lineare  Ausdrücke  in  y  und  x,  und 
[i,  vy  q  und  6  bleiben  ganz  unbestimmt.    Wenn  wir  nun  aber  die  eben 
genannten  sechs  Punkte  noch  durch  neue  gerade  Linien  verbinden,  so 
müssen  sich  diese  nothwendig  durch   solche   Gleichungen   ausdrücken 
lassen,  welche  bloss  dieselben  drei  Symbole    und  dieselben  vier  unbe- 
stimmten Coefficienten  enthalten.    Ja  noch  mehr,  wenn  wir  die  Durch- 
schnittspunkte der  verschiedenen  Verbindungslinien,  paarweise  genommen, 
durch  neue  gerade  Linien  verbinden,    dann  wieder  neue  gerade  Linien, 
durch  neue  Paare  von  Durchschnittspunkten  legen  und  auf  diese  Weia^ 
beliebig  fortfahren,   so  erhalten  wir  für  jede  solche  gerade  Linie  eine 
Gleichung  von  folgender  Form: 

Ma  +  Ng  -f  Ph  =  0, 

in  der   M,  N  und  P  bestimmte   Funktionen    der   vier  unbestimmte» 
Coefficienten  ft,  v}  q  und  0  sind. 

Für   die  noch  nicht  bestimmten  vier  Verbindungslinien  erhalte» 
wir  folgende  Gleichungen: 

(II,  1)  a  +  tg  +  vh  —  0, 

(I,  1)  a  +  ag  =  0, 

(II,  2)  a  +  vh  —  0, 

(III,  3)  a  +  pg  +  gh  =  0. 

Bei  einiger  Uebung  können  wir  die  vorstehenden  Gleichungen,    inde?**1 

wir  die   früheren  Gleichungen    gehörig   zusammenstellen,    unmitteib^r 

hinschreiben.    Die  erste  derselben  stellt  diejenige  gerade  Linie  dar,  i^€ 

einerseits   durch  den   Durchschnitt  von   (II,  3)  und   (6r)   geht,   der^*1 

Gleichungen 

a  +  (ig  +  vh  =  0,    g  —  0, 

und  andrerseits  durch   den  Durchschnitt  von  (III,  1)  und  (H),  der^^ 
Gleichungen: 

a  :  +  <*9  +  Qh  =  °>     Ä  =  0 
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sind.     Einerseits  hat  also  die  gesuchte  Gleichung  folgende  Form: 

«  +  P9  +  vh  +  pg=*0, 
wobei  p  irgend  einen  unbestimmten  Coefficienten  bezeichnet,  oder  ein- 
facher, indem  wir  p  mit  dem  unbestimmten  Coefficienten  zusammen- 
fassen, folgende: 

a  ~\-  P9  +  yh  =  0, 
und  andrerseits  hat  dieselbe  Gleichung  folgende  Form: 

a+  6g  +  qh  —  0, 

wobei  q  einen  neuen  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet.  Wenn  die 
letzten  Gleichungen  identisch  werden  sollen,  so  muss,  bei  der  Unab- 
hängigkeit der  Symbole  a,  g  und  h  von  einander,  p  =  6  und  q  =  v 
genommen  werden,  und  es  kommt: 

a  +  *9  +  vh  =  0. 
Auf  ganz  gleiche  Weise  ergeben  sich  die  drei  übrigen  Gleichungen. 

Drei  Punkte,  die  nach  dem  ersten  Theile  des  vorstehenden  Satzes 
in  gerader  Linie  liegen,  sind  die  Durchschnitte  folgender  drei  Linienpaare: 

((1,2)  a  =  0,     (11,1)    a  +  tg  +  vh^O; 

A.        (U,  3)      a  +  pg  +  vh  =  0,     (IH,  2)  a  +  gh  =  0; 

(UI,  1)    a  +  6g  +  <fh  =  0,     (1,3)  a  +  fv  — 0. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  die  Gleichungen  derjenigen  geraden 
Linien  entwickeln,  welche  durch  den  ersten  und  zweiten  und  durch  den 
ersten  und  dritten  Durchschnittspunkt  gehen.  Weil  diese  zwei  geraden 
Linien  beide  den  ersten  Durchschnittspunkt  enthalten,  so  haben  ihre 
Gleichungen  folgende  Form: 

(1)  pa  +  6g  +  vh  =  0, 

und  der  unbestimmte  Coefficient  p  wird  einmal  durch  die  identische 
Gleichung 

pa  -f-  6g  +  vh  =  r(a  -f-  pg  +  vh)  +  s(a  +  gh), 

und  das  andere  Mal  durch 

pa  +  6g  +  vh  =  q{a  +  6g  +  Qh)  +  t(a  +  pg) 

bestimmt,  r,  s,  q  und  t  bezeichnen  neue  unbestimmte  Coefficienten. 
Zu  ihrer  Bestimmung  erhalten  wir  einmal  folgende  Gleichungen: 

(2)  p  =  r-\-s,    6  =  rp,    v  ==»  rv  +  sq, 
und  das  andere  Mal: 

(3)  P-=Z  +  t,     <S  =  q6  +  tpi    v=qQ. 

Wir  erhalten  aus  den  Gleichungen  (2)  und  den  Gleichungen  (3)  für  p 
denselben  Werth,  nämlich: 
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uv  +  00  — VC 

p  =  ~ — *- — =■ , 

*  UQ 

und  hiernach  geht  die  Gleichung  (1)  in  folgende  über: 

(4)  {p,v  -f-  6q  —  v6)a  +  [iQög  +  pQvh  =  0, 

und  stellt  mithin  eine  solche  gerade  Linie  dar,  welche  durch  alle 
in  Rede  stehenden  Durchschnittspunkte  geht. 

Andere  Gruppen  dreier  in  gerader  Linie  liegender  Durchsch 
punkte  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Punkte  (I),  (II),  (HI),  so  wi 
Punkte  (1),  (2),  (3)  beliebig  unter  einander  vertauschen.  Wenr 
insbesondere  (II)  mit  (III)  und  (1)  mit  (3)  gegenseitig  vertäu* 
so  erhalten  wir  statt  der  drei  Linienpaare  (A)  nun  folgende: 

B.  1(111,1)    a  +  (ty  +  pA  =  0,     (ü,  2)  a  +  vÄ  =  0; 
l(H,  3)      a  +  pg  +  vh-O,    (1,1)  a  +  *9  —  0. 

Man  sieht  sogleich,  dass  der  Uebergang  von  den  Gleichungen  (A 
den  Gleichungen  (B)  durch  gegenseitige  Vertauschung  von  6  r 
und  von  q  mit  v  geschieht.  Aus  (4)  ergiebt  sich  hiernach  soj 
für  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  drei  neuen  Durchschnittspi 
enthält,  folgende  Gleichung: 

(5)  (jiv  -f-  6q  —  y>Q)a  +  pvög  +  6qvK  =  0. 

Wenn  wir  ferner  (III)  mit  (I)  und  (2)  mit  (3)  gegenseitig 
tauschen,  so  erhalten  wir  statt  der  geraden  Linien  (A)  die  folge: 

|(I1I,  3)    a  +  M+Qh*=0,    (11,1)    a  +  eg  +  vh  —  Oi 

C.  (11,2)  a  +  vh  =  0f    (1,3)  a  +  M  —  0; 
1(1,1)                   a  +  (ty  =  0;    (111,2)  a  +  pA  =  0. 

Die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie,  welche  diese  drei  i 
Durchschnittspunkte  enthält,  hat  zugleich  folgende  Formen: 

a  +  P9  +  P(a  +  vfy  =ß,    (?(«  +  ög)  +  t(a  +  (>ä)  =0. 

p,  q  und  t  sind  unbestimmte  Coefficienten,  die  so  angenommen  w< 
können,  dass  die  ersten  Theile  dieser  Gleichungen  identisch  we 
Dies  giebt: 

1+P  — «  +  ',    P  =  2*;    pv-*tQ. 
Hieraus  erhalten  wir  ohne  Mühe  fiir  p: 

p  = .  — , 

c        q  —  v     a 

und  mithin  für  die  gesuchte  Gleichung: 

(G)         (f*p  —  vo)a  -f-  0*00  —  [ivö)g  +  (pqv  —  6Qv)h  =  0. 
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Wenn  wir  die  Gleichung  (5)  von  der  Gleichung  (4)  abziehen,  so 
erlxalten  wir  die  Gleichung  (6).  Die  drei  bezüglichen  geraden  Linien 
geJten  also  durch  denselben  Punkt. 

Wir  haben  also  in  dem  Vorstehenden  nachgewiesen,  dass  folgende 
dreimal  drei  Punkte: 

(I,  2),    (II,  1)       (II,  3),   (UI,  2)      an,  1),   (I,  3) 

(i,  2),  (ni,  3)    (in,  i),  (ii,  2)     (ii,  3),  (i,  i) 

(II,  1),   (UI,  3)       (I,  3)  ,    (11,  2)       (HI,  2),    (I,  1) 

aixf*  drei  geraden  Linien  liegen,  und  diese  drei  geraden  Linien  in  dem- 
sellben  Punkte  sich  schneiden.  Die  übrigen  dreimal  drei  Durchschnitts- 
piuiite,  welche  auf  drei  geraden  Linien  liegen,  die  ebenfalls  wieder  in 
denaselben  Punkte  sich  schneiden,  ergeben  sich,  wenn  wir  in  dem 
letzten  Schema  irgend  zwei  lateinische  oder  irgend  zwei  arabische 
Ziffern  mit  einander  vertauschen.  Es  gilt  gleich,  welche  Vertauschung 
dieser  Art  wir  hier  vornehmen;  wir  erhalten  immer,  nur  in  verschie- 
dener Aufeinanderfolge,  dieselben  Punkte.  Vertauschen  wir  (1)  und 
00  9  so  kommt: 

(i,  i),  (n,  2)     (ii,  3),  (in,  i)    (m,  2),  (i,  3) 

(I,   1),   (111,3)      (UI,  2),  (II,  1)       (11,3),   (1,2) 
(II,  2),   (111,3)       (1,3)  ,   (II,  1)      (III,  1),   (1,2). 

Der  auf  diese  Weise  bewiesene  Satz  ist  vollständig,  so  viel  ich 
w^is8,  zuerst  von  Hrn.  Steiner  in  Gergonne's  Annalen  (Okt.  1828) 
^xn  Beweise  vorgelegt  worden*).  Man  erkennt  in  demselben  leicht 
er**en  besonderen  Fall  eines  Satzes  in  Bezug  auf  solche  Sechsecke,  die 
81c^lx  in  eine  Linie  zweiter  Ordnung  beschreiben  lassen.  (Vergl.  Cr  eile's 
Journal,  V.  Band,  S.  280**)).  An  die  Stelle  der  Curve  zweiter  Ord- 
nung tritt  bloss  ein  System  von  zwei  geraden  Linien. 

4.  Mit  dem  eben  bewiesenen  Satze  ist  der  folgende  durch  das 
n&^incip  der  Beciprodtäf  verknüpft  und  am  angeführten  Orte  sogleich 
daneben  gestellt. 

Es  seien  in  derselben  Ebene  sechs  gerade  Linien ,  von  welchen  drei 

•  

w     einem  Punkte  und  die  drei  übrigen  in  einem   andern  Punkte  sich 

^"neiden ,   gegeben.    Die  drei  durch  den  einen  Punkt  geltenden  geraden 

Linien  schneiden  die  durch  den  andern  Punkt  gehenden  noch  in  neun 

nct<«n  Punkten.    Diese  Punkte  bestimmen  paarweise  achtzehn  neue  gerade 

**»»*en,  welche  zu  drei  in  denselben  sechs  Punkten  zusammenlaufen.    Diese 

**chs  Punkte  liegen  zu  drei  und  drei  auf  zwei  geraden  Linien. 

*)  [Band  19,  S.  128.] 
**)  [Vgl.  S.  171  dieser  Ausgabe.] 

P1flcker,  Werk«.  I.  16 
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Es  ergiebt  sich  dieser  Satz  wiederum  aus  einem  allgemeinen  Satze 
(Cr eile's  Journal,  V,  S.  280),  wenn  man  in  diesem  an  die  Stelle  der 
Curve  zweiter  Classe  ein  System  von  zwei  Punkten  setzt.  Wir  können 
ferner  denselben  Satz  als  zugleich  in  dem  Vorhergehenden  bewiesen 
ansehen,  wenn  wir  überall  Punkte  an  die  Stelle  von  geraden  Linien 
setzen,  und  umgekehrt,  und  statt  durch  die  Gleichungen 

0  =  0,    A  =  0,     a  =  0 

gerade  Linien  darzustellen,  nun  durch  dieselben  diejenigen  beiden  festen 
Punkte,  in  welchen  die  sechs  gegebenen  geraden  Linien  zu  drei  und 
drei  sich  schneiden,  und  sonst  noch  irgend  einen  beliebigen  Durch- 
schnittspunkt dieser  Linie  darstellen.  (Ueber  diesen  Gegenstand  ver- 
gleiche man  den  zweiten  Band  meiner  „Entwicklungen"  oder  auch  eine 
unvollkommene  Vorarbeit  hierzu  im  6.  Bande  des  gegenwärtigen  Jour- 
nals)*). Wir  wollen  indess  den  Beweis  des  vorliegenden  Satzes  durch 
die  allgemeine  Verbindung  von  Symbolen  führen,  die  wiederum,  wie 
früher,  gleich  Null  gesetzt  gerade  Linien  darstellen,  und  bemerken 
zugleich,  dass  der  so  angelegte  Beweis  des  letzten  Satzes  in  den  Be- 
weis des  vorhergehenden  übergeht,  wenn  wir  den  Symbolen  eine 
andere  Bedeutung  unterlegen.  Wir  sehen,  wie  das  „Frincip  der  Be~ 
ciprocität"  für  alle  diejenigen  Sätze,  welche  durch  allgemeine  Symbole 
bewiesen  werden  können,  unmittelbar  gerechtfertigt  ist. 

Ob  der  Beweis  eines  gegebenen  Satzes  oder  des  mit  ihm  durch 
das  Princip  der  Reciprocität  verbundenen  bei  Zugrundelegung  gewöhn- 
licher Punktcoordinaten  einfacher    sein  werde,   lässt  sich   so  ziemlich 
im  Voraus  überschlagen.     Einfacher  ist  es  im  Allgemeinen,  beim  Ge- 
brauche dieser    Coordinaten,    und  also  auch  bei  der  Einführung  von 
Symbolen,  welche  auf  dieselben  sich  beziehen,  zu  beweisen,  dass  drei 
gerade  Linien  in  demselben  Punkte  sich  schneiden,  als  dass  drei  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen.     Bestehen  zwei  zusammengehörige  Sätze,  wie 
die  vorliegenden,   aus  mehreren  sich  aneinander  anreihenden  einzelnen 
Sätzen,  so  wird  es  im  Allgemeinen  leichter  sein,  denjenigen  zu  bewei- 
sen, nach   welchem    bestimmte  Punkte  in  geraden  Linien  liegen,  die 
dann  ihrerseits  wieder  in  demselben  Punkte  sich  schneiden.    Denn  die 
schwierigeren    Operationen    werden   hierbei    im   Allgemeinen    mit  ein-    - 
fächeren  und  die  leichteren  mit  zusammengesetzteren  Gleichungen  unter- — 
nommen.    Der  oben  gegebene  Beweis  des  ersten  Satzes  wird  hiernach,«: 
wenn  nicht  etwa  besondere  Kunstgriffe  angewandt  werden  können,  ein — 
facher  sein  als  der  nachfolgende.     Die  Sache  verhält  sich  gerade  um — - 
gekehrt,  wenn  wir  uns  der  neuen  Limen-Coordinaten  bedienen. 

*)  [Abhandlung  11  dieser  Ausgabe,  S.  178  ff] 
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Die  Gleichungen  der  nach  dem  letzten  Satze  gegebenen  sechs  ge- 
raden Linien,  von  welchen  die  drei  ersten  und  die  drei  letzten  in 
demselben  Punkte  sich  schneiden  mögen,  seien: 

a  =  0,    6  =  0,    c  =  0)      «'==0,    6'— 0,    e'=0. 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  die  drei  geraden  Linien 

(A)  (a,  &';  a',  fc),     (a,  c\  a',  c),     (b,  c';  l'}  c) 

in  demselben  Punkte  sich  schneiden. 

Wenn  wir  für  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  welche  durch 
diejenigen  beiden  Punkte  geht,  in  welchen  die  gegebenen  geraden 
Linien  zu  drei  und  drei  sich  schneiden,  folgende  einfähren: 

so  können  wir  die  Bedingungen  des  Satzes  folgendergestalt  mit  Hilfe 
unbestimmter  Coefficienten  ausdrücken: 

«  +  V>9  =  h>        «'+  P9  =  &', 
ö  +  vg  =  c,        a'+  v g  =  c  . 

Die  Gleichung  von  (a,  &';  a',  b)  ergiebt  sich  alsdann  sogleich,  indem 
man  zwei  unbestimmte  Coefficienten  p  und  q  in  folgenden  Gleichungen 
so  bestimmt,  dass  diese  Gleichungen  identisch  werden: 

a  +  P9  +.P«  =  °> 

Man  erhält  auf  den  ersten  Blick: 

(1)  (i'a  +  f*a'-f-  tip'g  =  0. 

Indem  man  f*  und  v  vertauscht,  ergiebt  sich  sogleich  für  (a,  c'; 
a',  c)  folgende  Gleichung: 

(2)  v'a  +  va'+  vv'g  =  0. 

Wir  erhalten  endlich  die  Gleichung  von  (b,  c\  b'}  c),  indem  wir 
die  beiden  Gleichungen: 

«  +  P9  +  P(a'+  v'g)  =  0, 

«  +  *9  +  ?(«'  +  f '#)  =  0 

mit  Hilfe  der  unbestimmten  Coefficienten  p  und  q  identisch  machen. 
Auf  diese  Weise  kommt: 

(3)  (ft'~  v')a  -f-  O  —  v)a'+  (f^'—  vi>')0  —  0. 

Man  gelangt  zur  Gleichung  (3),  wenn  man  die  Gleichung  (2)  von 
der  Gleichung  (1)  abzieht.  Die  bezüglichen  drei  geraden  Linien  schnei- 
den sich  also  ttt  --^^^^^^-. 


oder    l  ^a  +  ^^  +  ^a,=  0> 
(iqa  +  pp'g  +    {*<*'  =  0. 
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Für  folgende  drei  gerade  Linien: 

(B)  (a,  a';  ft,  c),    (a,  &';  cy  c*),     (6,  &';  c,  a) 

erhalten  wir  die  Gleichungen: 

v  a  —  pa  =  0, 
Qi'  —  v')a  +  v«'+  ^f*V  =  0, 
f*'a  +  (v  —  p)a'  +  vp'^  =  0, 

und  sehen ,  dass  auch  diese  drei  geraden  Linien  in  demselben  Punkte 
sich  schneiden. 

Indem  wir  (b)  und  (c),  und  dem  entsprechend  p  und  v  gegen- 
seitig mit  einander  vertauschen,  erhalten  wir  folgende  drei  neue  gerade 
Linien,  die  in  demselben  Punkte  sich  schneiden: 

.     (C)  (a,  a'i  c,  &'),    («,  «';  h  &'),    («,  *';  6,  «') 

und  für  dieselben  die  Gleichungen: 

p'a  —  va'«  0, 
0'—  p')a  +  f*a'+  f*vV  =  0, 
v'a  +  (fi  —  v)a'  +  f*v  9  =  0. 

Es  bleibt  uns  nun  nach  dem  zweiten  Theile  des  vorliegenden  Satzes 
noch  zu  beweisen  übrig,  dass  die  drei  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkte der  geraden  Linien  (A),  (B)  und  (C)  in  gerader  Linie  liegen. 
Diese  Durchschnittspunkte  können  wir  durch  drei  Linienpaare  bestim- 
men, deren  Gleichungen  folgende  sind: 

?^>--^o  +  o'=0, 

UV[U    V  )  '  7 

u'  V  UV'  .  A 
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UVV 


«+0  =  0; 


die  sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  der  drei  Gruppen  von  drei 
geraden  Linien  ergeben.  Die  Gleichungen  irgend  dreier  gerader  Linien, 
welche  durch  die  drei  Durchschnitte  der  in  Rede  stehenden  drei  Linien- 
paare gehen,  haben  folgende  Form: 


(4) 
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.  .       ,x  a  4-  g  —  p  {      fVT 4  a  4-  a  \  =  0, 

^ a+g  +  q\-a-a)  =0, 
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«  +  5  +  »-{v«-a'|  =°- 


Es  ist  also  nachzuweisen,  dass  diese  drei  Gleichungen  durch  schickliche 
Wahl  der  drei  unbestimmten  Coefficienten  p}  q  und  r  identisch  ge- 
macht werden  können,  was  für  Ausdrücke  a,  a  und  g  auch  darstellen 
mögen.     Diese  Bedingung  fordert  zuerst: 

Wenn  wir  den  Werth  von  p  =  q  aus  den  Coefficienten  von  a  in  den 
beiden  ersten  der  Gleichungen  (4)  bestimmen,  so  ergiebt  sich: 

Da  der  vorstehende  Ausdruck  für  p  in  Beziehung  auf  p  und  v  sym- 
metrisch ist  und  die  beiden  letzten  Gleichungen  (4)  durch  gegenseitige 
Vertauschung  von  p  und  v  in  einander  übergehen,  so  folgt,  dass  wir 
für  den  unbestimmten  Coefficienten  p  (=  q  =  r)  denselben  Ausdruck 
durch  Zusammenstellung  der  Coefficienten  von  a  in  der  ersten  und 
dritten  der  Gleichungen  (4)  erhalten  hätten,  und  eben  dies  war  zu 
beweisen. 


15. 

Analytisch  -  geometrische  Aphorismen  II. 

(Crelle's  Journal,  Band  10,  S.  293—299.  1831.) 

Einige  Satze  über  Kreise  und  eine  nene  Construotion  des 
Apollonisohen  Problems  der  Taotionen. 

Die  Absieht  dieses  Aufsatzes  ist,  Analogien  zwischen  Sätzen  über 
Kreise  und  Sätzen  über  gerade  Linien  nachzuweisen. 
1.  Neben  dem  Satze: 

dass  die  drei   von  den  Durchschnitten  je  zweier  von  drei  ge- 
gebenen geraden  Linien  auf  die  jedesmalige  dritte  dieser  geraden 
Linien  gefällten  Perpendikel  in  demselben  Punkte  sich  schneiden, 
besteht,  auch  der  folgende  Satz: 

Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind  und  man  beschreibt  drei  neue 
Kreise,  so  dass  jeder  derselbeti  durch  die  beiden  Durdischnittspunkte  txceier 
der  drei  gegebenen  geht  und  den  dritten  derselben  rechtwinklig  schneidet, 
so  gehen  diese  drei  neuen  Kreise  durch  dieselben  beiden  Punkte. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  wollen  wir  für  die  Gleichungen  der 
drei  Kreise  folgende  nehmen: 

(i)  (y-ßy  +  (x-ay-Q*  =c=o, 

(2)  (t,  -  ß'  f  +  (x  -  «'  y  ~  Q'>  =  C  =  0, 

(3)  (y  -  ß'J  +(x-  a")'  -  q"*  =  (7"=  0. 

Hiernach  ist  die  allgemeine  Gleichung  aller  Kreise,  welche  durch  die 
beiden  (reellen  oder  imaginären)  Durchschnittspunkte  der  beiden  ersten 
gegebenen  gehen,  folgende: 

(4)  G'+,ir=0; 

indem  wir  durch  /i  einen  unbestimmten  Coefticienten  bezeichnen.  Soll 
diese  Gleichung  insbesondere  denjenigen  Kreis  darstellen,  der  den  dritten 
gegebenen  unter  rechten  Winkeln  schneidet,  so  wird  erfordert,  dass 
diejenigen    beiden    Radien    dieser   beiden    Kreise,    welche  durch   einen 
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Durchschnittspunkt  derselben  gehen,  auf  einander  senkrecht  sind,  und 
dass  also  die  Summe  der  Quadrate  der  Radien  der  beiden  Kreise  gleich 
ist  dem  Quadrate  der  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  von  einander. 
Wenn  wir  die  Gleichung  (4)  entwickeln,  so  erhalten  wir  für  das 
Quadrat  des  Radius  des  bezüglichen  Kreises: 

p'-  («» +  p»)  +  p(9"  -  «*'»  +  p*'»       (ß  +  ^£\2      /«  +ji«;\» 

l  +  (i  ~~"  "*"  Vi  +  (i  /  "T"  \  i  +  f*  /  ' 

und  fftr  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  desselben  von 
dem    Mittelpunkte  des  Kreises  (3): 

<y#  -  ?■■)-+  tjg  -  «-)*• 

Ueberdies  ist  der  Radius  des  letztgenannten  Kreises  gleich  q".  Hier- 
nach ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  /i  folgende  Gleichung: 

ß"*  —  2ß"  ß  +  pP'  +  «"*  _  2a"  "+*»«' 

1  +  p  T?     ; 

^d  wenn  wir  reduciren,  kommt: 

J       p  { KP'  -  /»")*  +  («  -  «")']  -  e'2  -  e"2 } 

i  =  -  {  to»  -  ß"r  +  (« -- «'?]  -  «»*  -  e"2 )  • 

Dieser  Gleichung  können  wir  noch  eine  einfachere  Form  geben;  denn 
es  ist: 

f  10'-  ß'7  +  («'  -  «'?]  -  P'2  ~  Q"2  =  W  «os  a>, 
[(ß  -  ß'7  +  («  ~  «")*]  -  P*  -  P"2  -  2?  p"  cos«', 


(5) 


(6) 


wenn  wir  diejenigen  beiden  Winkel,   unter  welchen   der   zweite  und 
dritte  und  der  erste  und  dritte  gegebene  Kreis  sich  schneiden,  &  und 
0     nennen,     um  diese  Winkel  noch  näher  zu   bezeichnen,  bemerken 
***,  dass,    wenn   irgend   zwei  Kreise    sich   schneiden,   drei    begrenzte 
Figuren  entstehen,  von  welchen  eine  convex-convex   und  zwei  convex- 
concav  sind,  und  dass   wir  die  Innenwinkel  der   erstgenannten  Figur 
und  nicht  ihre  Nebenwinkel  co  nennen  und  als  die  Durchschnittswinkel 
der  beiden  Kreise  betrachten.     Wenn  hiernach  die  beiden  Kreise  sich 
a**8serhalb  berühren,  so  ist  o  =  0;  wenn  einer  von  dem  andern  inner- 
halb berührt  wird,    so  ist  o  =  %.     Wenn  die  beiden  Kreise   keinen 
*  nnkt  gemein  haben,  so  wird  <o  zwar  imaginär,  cos co  bleibt  aber  reell 
nI1d  wird  nur  grösser  als  Eins.     In  diesem  Falle  bezeichnet  ein  gege- 
bner Werth  von  cos©  (>1)  eine  Beziehung  der  beiden  bezüglichen 
K^ise  zu  einander,  deren  geometrische  Aussage  bloss  eine  andere  wird 


i 

F 

i 
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und  sich  noch  immer  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  der  G 
chungen  (6)  bestimmt. 

Die  Gleichung  (5)  geht  hiernach  in  folgende  über: 

p  COS  CO 

a  ■=*  —  -^ y 

^  Q    COS  09 

wonach  die  Gleichung  (4)  sich  in  folgende  verwandelt: 
(7)  ™^C-^C'=0. 

v   '  9.9 

Wenn  wir  den  Durchschnittswinkel  der  beiden  ersten  gegebenen  Kr 
ro"  nennen,  so  giebt  eine  blosse  Accentvertauschung  folgende  C 
chungen : 

0, 


(8) 


C08(ö'    ~, 

9 

COS  Co"  n,f 

9 

COS  09 "  ^,t 

9"            ~ 

C08  09    n 

9 

o, 


für  diejenigen  beiden  Kreise,  welche  durch  die  Durchschnittspui 
des  zweiten  und  dritten  und  des  dritten  und  ersten  gegebenen  Krc 
gehen  und  resp.  den  ersten  und  zweiten  gegebenen  Kreis  rechtwin 
schneiden.  Ein  Blick  auf  die  letzten  drei  Gleichungen  zeigt  uns 
Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

Aus  dem  hiermit  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  durch  Gl 
betrachtungen  in  der  Construction  nicht  bloss  der  an  die  Spitze  di 
Nummer  gestellte  Satz,  sondern  man  kann  in  der  Aussage  dieses  St 
ganz  beliebig  Punkte  und  gerade  Linien  an  die  Stelle  der  drei  g 
benen  Kreise  setzen  und  erhält  auf  diese  Weise  zehn  verschieb 
Sätze.  Nehmen  wir  z.  B.  statt  der  drei  gegebenen  Kreise  drei  Pu 
so  gelangen  wir  zu  folgendem  Satze: 

„Wenn  irgend  drei  Punkte  gegeben  sind  und  man  beschreibt 
Kreise  so,  dass  jeder  derselben  durch  einen  der  drei  gegebenen  Pu] 
geht  und  die  beiden  übrigen  zu  zugeordneten  Polen  hat,  so  sehne 
sich  diese  drei  Kreise  in  denselben  beiden  Punkten/' 

In  diesem  Falle  können  wir  in  der  analytischen  Beweisfühl 
uns  der  Symbole  cos  cd,  die  unendlich  werden,  nicht  mehr  bedie 
Man  erhält  hier  indessen,  indem  man  o  =  0,  p'=0,  p"=0  s< 
aus  (5)  sogleich 

e'8 

n  t" 

wenn  man  durch  e  und  e  die  Abstände  des  ersten  und  zwe 
gegebenen  Punktes  vom  dritten  bezeichnet. 

Der  Raum  verbietet,   hierüber  mehr  ins  Detail  einzugehen, 
erwähne  nur  noch  beiläufig,  dass,  da  in  der  Gleichung  (6)  der  di 
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gegebene"  Kreis  nur  in  den  Winkeln  cd  und  ©',  unter  welchen  er  die 
beiden  ersten  schneidet,  erscheint,  wir  sogleich  folgenden  Satz  erhalten: 

„Alle  dritten  Kreise,  welche  jeden  von  zwei  gegebenen  Kreisen 
unto  einem  gegebenen  Winkel  schneiden,  werden  ihrerseits  von  einem 

demselben  Kreise  unter  rechten  Winkeln  geschnitten,  und  dieser 
is  geht  durch  die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  gegebenen." 

Eigentlich  kommt  in  der  Gleichung  (7)  nur  der  Quotient —  vor. 

2.    Neben  den  Satz: 

dass,  wenn  man  die  Winkel,   welche  in  den  Durchschnitten 
von  irgend  drei  gegebenen  geraden  Linien   entstehen,   durch 
sechs  neue   gerade  Linien  halbirt,   diese  Halbirungslinien  zu 
drei  in  vier  neuen  Punkten  sich  schneiden, 
stellt  sich  der  folgende: 

Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind  und  man  halbirt  diejenigen 
Wirikel,  welche  in  den  Durclischnüten  je  zweier  derselben  entstehen,  durch 
dreimal  zwei  Kreise,  so  erhält  man  solche  sechs  Kreise,  die,  zu  drei 
<***f  vierfache  Weise  zusammengestellt,  in  denselben  beiden  Punkten  sich 
schneiden. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  wollen  wir  die  drei  gegebenen 
Kreise  wiederum  durch  die  Gleichungen  (1)  —  (3)  der  vorigen  Nummer 
darstellen,  und  durch  die  Gleichung  (4)  denjenigen  Kreis  bezeichnen, 
"er  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  ersten  gegebenen  geht  und 
die  Durchschnittswinkel  derselben  halbirt.  Da  dieser  Kreis  alsdann 
^t  dem  ersten  und  zweiten  gegebenen  Kreise  Winkel  bildet,  die  sich 
zu  ar  ergänzen,  und  deren  Cosinus  also  gleich  und  von  entgegengesetztem 
Wichen  sind,  so  erhält  man  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung  von 
P>  wenn  wir  der  Kürze  halber  in  den  Nennern  der  folgenden  Aus- 
drücke den  Radius  des  Kreises  (4)  R  nennen: 


K^-tf+p^-y 


&> 


2Rq 


_l  +  f* 

_(^f^'),+(",^Zl')" 

2Rq' 

p*  —  ß*  —  a*  +  iL  (e^  -ß'2  —  <*'*) 
.  *+> 

^ach  allen  ßeductionen  erhalten  wir  hieraus: 


'^s -<?&£)'-&&)'+' 


mF-Mgy*' 
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und  also  aus  (4): 

(10)  -!-C_i7C'— 0. 

'  9  9 

Durch  blosse  Accentvertauschung  erhalten  wir  hiernach  fttr  di 
jenigen  beiden  Kreise,  welche  die  von  dem  zweiten  und  dritten  und  yc 
dem  ersten  und  dritten  gegebenen  Kreise  gebildeten  Winkel  halbire 
folgende  Gleichungen: 


i    l 


(11) 


lC'--*,C"=0, 

9  9  7 

K.c"—-c  =o. 

9  9 


Die  drei  Kreise  (10)  und  (11)  gehen  also,  was  zu  beweisen  war,  dun 
dieselben  beiden  Punkte. 

Wenn  wir  das  Zeichen  eines  der  drei  Radien  q,  q'  und  q"  i 
den  letzten  drei  Gleichungen  ändern,  so  erhalten  wir  drei  neue  Kreis 
welche  in  denselben  beiden  Punkten  sich  schneiden.  Nehmen  wir 
mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  erhält  der  erste  Theil  der  Gleichui 
(9)  ebenfalls  das  entgegengesetzte  Zeichen,  und  diese  Bedingungsgle 
chung  drückt  aus,  dass  der  Kreis  (10)  die  beiden  Kreise  (1)  und  (2 
unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  und  folglich  die  Nebenwinkel  d< 
Durchschnittswinkel  der  letztgenannten  beiden  Kreise  halbirl  In  eil 
gleiche  Beziehung  tritt  alsdann  auch  der  zweite  der  Kreise  (11)  i 
den  Kreisen  (1)  und  (3).  Hiernach  ist  der  vorstehende  Satz  vollstandi 
bewiesen. 

Es  ist  dieser  Satz,  wenigstens  unter  einer  andern  Aussage,  bekann 
Die  Mittelpunktscoordinaten  des  Kreises  (10)  z.  B.  sind: 

q' ß  —  qß'  q'  a  —  qu 

J  9  —  Q  Q  —  9 

und  in  diesen  Ausdrücken  erkennen  wir  die  Coordinaten  des  Durci 
Schnittes  der  gemeinschaftlichen  äussern  Tangenten  der  beiden  erste) 
Kreise  wieder.  Aendern  wir  das  Zeichen  von  q  oder  q',  so  erhalte] 
wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittes  der  gemeinschaftlichen  innen 
Tangenten  derselben  beiden  Kreise.     Also: 

„Wenn  man  aus  solchen  drei  Durchschnittspunkten  gemeinschafl 
licher  Tangenten  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen ,  die  in  gerade 
Linie  liegen,  als  Mittelpunkten  drei  neue  Kreise  beschreibt,  welcb 
durch  die  Durchschnitte  der  beiden  bezüglichen  gegebenen  Kreise  gehe^ 
so  schneiden  dieselben  sich  in  denselben  beiden  Punkten"*). 


*)  Vgl.  Analytisch-geometrische  Entwicklungen,  Band  1,  §  185,  S.  96. 
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"Wenn  ich  nicht  irre,  ist  dieser  Satz  schon  in  einem  früheren 
Bande  von  Gergonne's  Annalen  aufgestellt  und  bewiesen  worden.1) 
Ich  bemerke  beiläufig,  dass  in  dem  vorstehenden  Satze  die  drei  Durch- 
schnittspunkte gemeinschaftlicher  Tangenten  mit  irgend  drei  andern 
Punkten  vertauscht  werden  können ,  die  in  gerader  Linie  und  auf  den 
Centrallinien  je  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise  liegen*). 

3.  „Wenn  man  die  Innenwinkel  eines  gegebenen  Dreiecks  durch 
drei  gerade  Linien  halbirt,  so  schneiden  sich  diese  Halbirungslinien  in 
einem  und  demselben  Punkte.  Wenn  man  von  diesem  Punkte  aus 
Perpendikel  auf  die  drei  Dreiecksseiten  fallt,  so  sind  die  Fusspunkte 
dieser  Perpendikel  diejenigen  Punkte,  in  welchen  der  dem  Dreieck  ein- 
geschriebene Ereis  die  Seiten  desselben  berührt.  Dieser  Kreis  ist 
durch  diese  Berührungspunkte  bestimmt." 

Ganz  analog  ist  folgende  neue  und,  wie  mir  scheint,  elegante  Con- 
struction  des  Problems  der  Tactionen: 

Einen  Kreis  zu  besehreiben,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt 
„Man  halbire  durch  drei  Kreise  diejenigen  beiden  Winkel,  unter 
welchen  die  drei  gegebenen  Kreise,  paarweise  genommen,  sich  schneiden. 
Diese  drei  Kreise  gehen  durch  dieselben  beiden  Punkte.  Man  lege  durch 
diese  beiden  Punkte  drei  neue  Kreise,  welche  die  drei  gegebenen  unter 
reiten  Winkeln  schneiden.  Die  dreimal  zwei  Durchschnittspunkte, 
^^Iche  man  hiernach  auf  den  letztgenannten  drei  Kreisen  erhält,  sind 
"^jenigen  Punkte,   in  welchen  diese  Kreise  von  zwei  der  verlangten 


*)  Um  keinen  Satz  unbewiesen  zu  lassen,  füge  ich  diese  Note  hinzu.  Die 
**"fctelpunkte  der  drei  Kreise  (1)  können  wir  durch  folgende  drei  Gleichungen  dar- 
8*eHen,  wenn  wir  uns  der  neuen  Liniencoordinaten  bedienen: 

ß  u  +  et  v  +  1  —  U  =0, 
(5'  u  +  a'  v  +  1  --=  ü'  =  0, 
ß"u  +  a"v  +  1  =  £/"=0. 

""f^end  drei  andere  Punkte,  welche  auf  den  Seiten  des  durch  diese  drei  Mittel- 
P**Xfckte  bestimmten  Dreiecks,  und  überdies  in  gerader  Linie  liegen,  können  wir 
***<luui,  wenn  p  und  v  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten,  durch  folgende  Glei- 
swaagen darstellen: 

ff  —  fiD"=0,      f*tf'-v0"'=O,      vU"-U  =  0. 

^^ee  Punkte  sind   aber,  wie  sogleich  erhellt,  die  Mittelpunkte  folgender  drei 

*£^ise: 

0-f*C'=O,      pC-vC^O,      *C"-C«=0, 

7*^9  was  man  sogleich  aus  ihren  Gleichungen  entnimmt,  durch  die  Durchschnitte 
1*  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise  gehen,  und  überdiess  alle  drei  in  denselben 
«fielen  Punkten  sich  schneiden. 


i 
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berührt  werden:  von  denjenigen  nämlich,  welche  dieselben  alle  drei 
gleichartig  berühren." 

Ohne  Mühe  ergiebt  sich  der  Beweis  dieser  Construction,  die  sich 
was  nach  dem  Vorhergehenden  kaum  noch  erwähnt  zu  werden  braucht 
auf  jede  beliebige  gegenseitige  Lage  der  drei  gegebenen  Kreise  zu  ein 
ander  erstreckt. 

Wir  wollen  die  beiden  gesuchten  Kreise  C  und  C  nennen;  jedei 
derselben  wird  yon  den  drei  gegebenen  Kreisen  y,  y  und  y"  gleich 
artig  berührt.  In  der  196.  Nummer  des  ersten  Bandes  der  „Entwich 
lungen"  ist  ohne  allen  Aufwand  von  Rechnung  gezeigt  worden,  da« 
der  Durchschnitt  der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  irgenc 
zweier  Kreise,  welche  die  Kreise  C  und  G  so  berühren,  wie  es  du 
Kreise  y  thun,  auf  der  gemeinschaftlichen  Chorde  yon  C  und  C 
liegt.  Derjenige  Kreis  K7  welcher  aus  einem  solchen  Punkte  ab 
Mittelpunkt  beschrieben  wird  und  mit  den  bezüglichen  beiden  Kreisel 
(etwa  y  und  /)  dieselben  Durchschnittspunkte  hat,  schneidet  die  beidei 
Kreise  C  und  C  unter  rechten  Winkeln.  Es  folgt  dies  unmittelbai 
aus  dem  Satze  am  Ende  der  ersten  Nummer  dieses  Aufsatzes,  wem 
man  zugleich  bemerkt,  dass  die  Gleichungen  (7)  und  (10)  identiscl 
werden,  wenn  <o  =  ©',  und  also  insbesondere  auch,  wenn  a>  =  ©'==( 
oder  o  =  <d'=  n.  Hieraus  folgt  dann  ferner,  dass  alle  solche  Kreise 
K  die  Centrallinie  der  beiden  Kreise  C  und  C  in  denselben  beidei 
festen  Punkten  schneiden,  was  auch  schon  in  der  185.  Nummer  dei 
„Entwicklungen"  bemerkt  worden  ist. 

Wenn  wir  nun  statt  eines  Kreises  K  einen  solchen  Kreis  nehmen 
der  zweien  zusammenfallenden  Kreisen  y  entspricht,  so  ist  aus  einei 
Grenzbetrachtung  sogleich  ersichtlich,  dass  ein  solcher  Kreis  den  Kreis 
y  rechtwinklig  schneidet  und  durch  diejenigen  beiden  Punkte  geht,  in 
welchen  der  Kreis  y  von  den  Kreisen  G  und  C  berührt  wird.  Ein 
solcher  Kreis  wird  aber  auch  die  Centrallinie  der  letztgenannten  beiden 
Kreise  immer  noch  in  den  beiden  constanten  Durchschnittspunktexi 
der  Kreise  K  schneiden.  Somit  ist  die  obige  Construction  gerecht- 
fertigt. 

Die  Construction  der  übrigen  Berührungskreise  ist  ganz  ähnlich 

Ich  beschränke  mich  hier  auf  die  vorstehenden  Analogien,  Nacb 
Analogien  zu  schliessen,  ist  eines  der  ersten  Hilfsmittel,  um  neue 
Sätze  aufzufinden-,  und  überdiess,  wo  wie  in  dem  Vorstehenden  Ana- 
logien zwischen  zwei  Reihen  von  Sätzen  sich  finden,  da  besteht  noth- 
wendig  ein  Uebertragungsprincip.  Ich  komme  später  noch  hieraui 
zurück. 
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lieber  die  Anwendung  allgemeiner  Symbole  und  unbestimmter 
OoefQoienten  zum  Beweise  geometrischer  S&tze. 

Wir  haben  in  dem  Früheren*)  diejenigen  schon  bekannten  Sätze 
der  Situationsgeometrie  bewiesen,  welche  sich  auf  die  Durchschnitts- 
punkte irgend  solcher  sechs  geraden  Linien,  von  welchen  drei  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  die  drei  übrigen  durch  einen  andern, 
beziehen.  Man  wird  leicht  auf  den  Gedanken  hingeführt,  die  analogen 
Satze  zu  suchen,  welche  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  irgend  solcher 
sechs  geraden  Linien,  von  welchen  vier  durch  einen  gegebenen  und 
die  beiden  übrigen  durch  einen  andern  gegebenen  Punkt  gehen,  be- 
ziehen.   Auf  diesem  Wege  findet  man  folgenden  Satz. 

Wenn  sechs  gerade  Linien  gegeben  sind,  von  welchen  vier  durcJi  einen 
gegebenen  Punkt  P  und  die  beiden  übrigen  durch  einen  zweiten  gegebenen 
Punkt  Q  gehen,  so  schneiden  sich  diese  geraden  Linien  ausserdem  noch  in 
acht  Punkten.  Diese  acht  Punkte  lassen  sich  durcli  zwölf  neue  gerade  Linien 
verbinden,  und  diese  zwölf  geraden  Linien  schneiden  sich  in  zweiundvierzig 
neuen  Punkten.  Von  diesen  zweiundvierzig  Punkten  liegen  sechs  auf  einer 
und  derselben  geraden  Linie,  die  durcli  den  Punkt  Q  geht,  zwölf  dieser 
Punkte  liegen  zu  vier  auf  drei,  und  vierundzwanzig  zu  zwei  auf  zwölf 
geraden  Linien,  die  alle  durcli  den  Punkt  P  gehen. 

Wir  wollen  die  vier  durch  den  Punkt  P  gehenden  geraden  Linien 
durch  die  Buchstaben  a,  b,  c  und  d,  die  beiden  durch  den  Punkt  Q 
gehenden  durch  g  und  h  bezeichnen,  (a,  g)  zum  Beispiel  stellt  als- 
dann nach  unserer  gewöhnlichen  Bezeichnungsart  den  Durchschnittspunkt 
von  a  und  g  dar,  (b,  h)  den  Durchschnittspunkt  von  b  und  A;  ferner 
(a,  g\  b,  h)  diejenige  gerade  Linie,  welche  die  beiden   Durchschnitts- 

*)  [Vgl.  S.  237  dieser  Ausgabe] 
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punkte  (a,  g)  und  (6,  h)  verbindet,  und  endlich  [(«,#;  &,  Ä),  (rf,j 
den  Durchschnittspunkt  zweier  solcher  gerader  Linien.  Diesen 
Punkt  können  wir  durch  das  abgekürzte  Symbol  abdc  bezeichne 
dem  analog  alle  solche  Punkte,  in  deren  vollständigen  Syml 
und  h  auf  dieselbe  Weise  vorkommen.  Durch  Hinzufügung  de 
genannten  beiden  Buchstaben  in  den  ihnen  zugehörigen  Stellen 
wir  hiernach  jedes  abgekürzte  Symbol  vervollständigen,  so  z. 
deutet  das  Symbol  abbc  den  Punkt  [(a,  g;  b,  A),  (6,  g;  c,  A)] 
vorausgesetzt,  liegen 

1.  die  Punkte 

abbay    acca,    adda,    bccb,    bddby    cddc 
alle  sechs  auf  einer  durch  Q  gehenden  geraden  Linie; 

2.  die  dreimal  vier  Punkte 


abdc ,     bacdy 

adbc,    dacb] 

abcd,    bade, 

aebd,    cadb] 

aedb,    cabd, 

adeb,    dabc\ 

auf  drei  durch  P  gehenden  geraden 

Linien,  und  endlich 

3.  die  zwölfmal  zwei  Punkte 

" 

baac 

caab 

baad 

daab 

caad 

daac 

abbc 

ebba 

abbd 

dbba 

ebbd 

dbbe 

accb 

bcca 

aeed 

dcca 

beed 

deeb 

m 

addb 

bdda 

adde 

edda 

bdde 

eddb 

auf  zwölf  ebenfalls  durch  P  gehenden  geraden  Linien. 

Man  sieht  sogleich,  dass  jede   der  zwölf  geraden  Linien, 
die  acht  ursprünglichen  Durchschnittspunkte  verbinden,  von  siel 
übrigen  in  neuen  Punkten  geschnitten  wird.     Man  erhält  also 

7     12 

Zahl  aller  solcher  Durchschnittspunkte     "      =  42.    Alle  diese 
kommen  in  den  vorstehenden  Schematen  vor. 
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Beweis.  Die  Gleichungen  aller  geraden  Linien ,  welche  in  der 
fliegenden  Construction  vorkommen;  können  wir  mit  Hilfe  von  vier 
mzmhestimmten  Coefficienten  (i,  v,  q  und  6  aus  den  symbolischen  Glei- 
ten der  beiden  geraden  Linien  a  und  g  und  der  geraden  Linie 
^Qy  welche  die  beiden  gegebenen  Punkte  P  und  Q  verbindet ,  her- 
l^i^en.     Die  Gleichungen  dieser  drei  geraden  Linien  seien: 

a  =  0,    g  =  0,    m  =  0, 

die  Gleichungen  der  übrigen  gegebenen  geraden  Linien: 

0,    e  =  0,     d  =  0,    A  =  0. 


dann  ist 

(i) 

m  +  (ia  =  b, 

(3)     m  +  p«  =  d} 

(2) 

m  +  va  —  c} 

(4)    m  +  6g  =  Ä, 

in  diesen  identischen  Gleichungen  sind  die  Bedingungen  des  Satzes 
vollständig  ausgedrückt. 

Der  Beweis   für  den  ersten  Theil  des    obigen  Satzes   ist   bereits 
aclaon  durch  allgemeine  Symbole  im  ersten  Paragraphen  dieser  Aphoris- 
men geführt  worden*).     Wir  erhalten  so  viele   Durchschnittspunkte, 
die  alle  mit  dem  Punkte  Q  in  gerader  Linie  liegen,  als  sich  die  vier 
geraden  Linien   a,  b7  c  und  d  zu  zwei  combiniren  lassen,  nämlich  6. 
Wir  wenden   uns   zum  Beweise  des  zweiten  Theiks.     Zu  diesem 
Ende  wollen  wir  zuerst  die  Gleichung  der  geraden  Linie  (a,  g\  b7  h) 
entwickeln.    Die  beiden  ersten  Buchstaben  dieses  Symbols  zeigen,  dass 
diese  Gleichung  folgende  Form  hat: 

pa  +  qg  =  0, 

und  die  beiden  letzten,  dass  dieselbe  Gleichung  eine  algebraische  Folge 

*u»  den  Gleichungen 

6  =  0,    Ä  =  0 

win  muss.  Folglich  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung,  wenn  wir 
dfc  Ausdrücke  für  b  und  h7  (1)  und  (4),  damit  m  verschwinde,  von 
einander  abziehen.     Auf  diese  Weise  kommt: 

v>)  fta  —  eg  =  0. 

Ute  Gleichung  für  (d,  g\  c,  K)  hat  zugleich  folgende  beide  Formen: 

W       (m  +  q  a)  +  pg  =  0,     q(m  +  va)  +  r(m  +  6g)  —  0. 

wa  die  ersten  Theile  dieser  beiden  Gleichungen  mit  Hilfe  der  unbe- 
^aunten  Coefficienten  p7  q  und  r  identisch  zu  machen,  müssen  wir 

g  +  r— 1,     qv  =  Q,    r6=p 

*b&L    Diese  Gleichungen  geben  auf  der  Stelle 

*)  [VgL  S.  885  und  836  dieser  Ausgabe.] 
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n  ^  «(»  —  Q) 

x  v 

und  hiernach  verwandelt  sich  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (A)  ii 

(6)  vm  +  vqü  +  a{y  —  g)g  —  0. 

Man  erhält  hiernach  ferner  die  Gleichung  derjenigen  geraden  Linie  ^^ 
welche  durch  den  Durchschnittspunkt  von  (5)   und  (6)   und  zugleich»- 
durch  den  Punkt  P  geht,  wenn  man,  um  zu  einer  Gleichung  von  der* 
Form: 

pa  +  <?w  =  0 
zu  gelangen,  zwischen   den  Gleichungen  (5)  und  (6)  g   eliminirt.    Auf" 
diese  Weise  findet  man  sogleich: 

(7)  vm  +  (t/(/i  +  q)  —  iiQ)a  —  0. 

Diese  letzte  Gleichung  bleibt  identisch  dieselbe,  wenn  wir  p  und 
q  gegenseitig  mit  einander  vertauschen.  Dieser  Vertauschung  entspricht 
aber  die  gegenseitige  Vertauschung  der  beiden  geraden  Linien  b  und  d. 
Auf  der  geraden  Linie  (7)  liegt  also  nicht  allein  der  Durchschnitts- 
punkt von  (5)  und  (6)  oder  der  Punkt  abdc,  sondern  auch  der  Punkt 
adbc.  Der  zweite  Punkt  ist  hiernach  aus  dem  ersten  dadurch  bestimmt, 
dass  die  beiden  mittleren  Buchstaben  ihrer  (abgekürzten)  Symbole  == 
ihre  Stellen  vertauschen.  Den  ersten  dieser  beiden  Punkte  können  ^ 
wir  aber  auch  durch  das  Symbol  dcab  bezeichnen  und  den  zweite] 
durch  bcad,  was  bloss  darauf  hinauskommt,  diejenigen  beiden  gerade 
Linien,  welche  den  jedesmaligen  Durchschnittspunkt  bilden,  in  andere] 
Ordnung  zu  nehmen.  Vertauschen  wir  also  wiederum  die  mittlerer 
Buchstaben  in  den  letzten  beiden  Symbolen,  so  erhalten  wir  die  Sym- 


bole zweier  neuen   Punkte  dach  und  bacd,  welche  ebenfalls  auf  de 

geraden  Linie  (7)  liegen.    Die  auf  diese  Weise  bestimmten  vier  Punkt        < 

sind  also: 

abdc,     adbc,    dacb,     bacd 

und  liegen,  wie  behauptet  wurde,  auf  einer  und  derselben  durch  d< 
Punkt  P  gehenden  geraden  Linie. 

Vertauschen  wir  einmal  gegenseitig  d  und  c,  und  das  andere 
b  und  c   mit  einander,    so    erhalten    wir   noch   zweimal  vier   ani 
Punkte  und  für  die  Gleichungen  der  beiden  diese  Punkte  enthaltend« 
geraden  Linien  ergiebt  sich,  indem  man   in  (7)  einmal  gegenseitig 
und  v,  das  andere  mal  /i  und  v  mit  einander  vertauscht: 

(8)  gm  +  (q(ii  +  v)  —  pv)a  =  0, 

(0)  fim  +  0*(p  +  v)  —  Qv)a  =  0. 

Da    vier   Elemente  24   verschiedene    Permutationen    bilden   und   jed« 

Punkt  sich    auf  doppelte  Weise  durch    ein  Symbol  ausdrücken  läs^** 
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so  entsprechen  allen  jenen  Permutationen  solche  Punkte,  wie  wir  eben 
betrachtet  haben. 

Es  bleibt  uns  jetzt  also  nur  noch  übrig,  den  dritten  Theü  des 
vorliegenden  Satzes  zu  beweisen.  Für  die  gerade  Linie  (a,  g;  b}  h) 
haben  wir  oben  schon  die  Gleichung 

(5)  (ta  —  ag  =  0 

erhalten.  Für  (c,  g,  a,  h)  erhalten  wir  jede  von  folgenden  beiden 
Gleichungen 

(w  +  vo)  +  qg  —  0,      (w  +  6g)  +  pa  =  0, 

wenn  wir  die  ersten  Theile  derselben  mit  Hilfe  der  beiden  unbestimm- 
ten Coefficienten  q  und  p  identisch  machen.     Dies  giebt  unmittelbar 

q  =  6,    p=v, 
und  hiernach  ist  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie: 

(10)  m  +  va  +  eg  —  0. 

Wenn  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  för  6g  aus  (5)  fta 
schreibt,  so  ergiebt  sich: 

(11)  m  +  (a  +  i/)a  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  diejenige  gerade  Linie  dar,  welche  durch  den 
Durchschnitt  von  (10)  und  (5),  d.  h.  durch  den  Punkt  caab  und  zu- 
gleich durch  den  Punkt  P,  den  Durchschnitt  von  a  und  w,  geht. 
Diese  Gleichung  bleibt  unverändert,  wenn  man  /t  und  v7  d.  h.  die  ge- 
raden Linien  b  und  c  gegenseitig  mit  einander  vertauscht.  Man  erhält 
also  den  neuen  Punkt  baac}  welcher  ebenfalls  auf  der  geraden  Linie 

(11)  Hegt 

Das  eben  Bewiesene  erstreckt  sich  unmittelbar  auf  alle  Com- 
binationen  aus  den  vier  Elementen  a,  b7  c  und  d,  welche  den  vor- 
stehenden analog  gebildet  sind,  auf  solche  Symbole  nämlich,  in  welchen 
in  der  Mitte  derselbe  Buchstabe  zweimal  vorkommt.  Zu  demselben 
Buchstaben  in  der  Mitte  können  sich  zwei  der  drei  übrigen  offenbar 
auf  dreifache  Weise  gesellen,  und  zwar  jedesmal  zweifach,  indem  der- 
selbe Buchstabe  einmal  vorn  und  das  andere  mal  hinten  steht.  Es 
giebt  also  4.3=  12  Paare  solcher  Punkte,  die  im  dritten  Theile  des 
vorliegenden  Satzes  zusammengestellt  sind. 

Aus  dem  in  dem  Vorstehenden  vollständig  bewiesenen  Satze  er- 
giebt sich  sogleich  nach  dem  Principe  der  Reciprocität  der  folgende 
neue  Satz. 

Wenn  sechs  Punkte  gegeben  sind,  von  welchen  vier  auf  einer  gegebe- 
nen geraden  Linie  Pf  und  die  beiden  übrigen  auf  einer  andern  gegebenen 

PUoktr,  Work*  L  17 
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geraden  Linie  Q  liegen,  so  kann  man  diese  sechs  Funkte  noch  durch  acht 
neue  gerade  Linien  verbinden.  Diese  acht  geraden  Linien  schneiden  sich  in 
zwölf  neuen  Punkten,  und  diese  zwölf  Punkte  lassen  sich  paarweise  durch 
zweiundvierzig  neue  gerade  Linien  verbinden.  Von  diesen  zweiundvierzig 
geraden  Linien  schneiden  sich  sechs  in  einem  und  demselben  Punkte  der 
geraden  Linie  Q,  zwölf  derselben  schneiden  sich  zu  vier  in  drei,  und  vier- 
undzwanzig zu  zwei  in  zwölf  Punkten  der  geraden  Linie  P. 

Da  die  eigentliche  Absicht  dieses  Aufsatzes  bloss  darin  besteht, 
die  Methode  der  Symbole  und  unbestimmten  Coefficienten  in  ein 
helleres  Licht  zu  stellen  und  dadurch  zugänglicher  zu  machen,  so 
ergreife  ich  die  neue  Gelegenheit,  die  sich  mir  darbietet,  und  will  den 
letzten  Satz  ebenfalls  direct  beweisen.  Die  detaillirte  Aussage  dieses 
Satzes  können  wir  wie  bei  dem  ersten  Satze  schematisiren  und  brau- 
chen zu  diesem  Ende  nur  Punkte  an  die  Stelle  von  geraden  Linien, 
Durchschnitte  zweier  gerader  Linien  an  die  Stelle  von  geraden  Linien, 
welche  durch  zwei  Punkte  gehen,  und  umgekehrt,  zu  setzen.  Hiernach 
ist  der  erste  Theil  des  Satzes  als  nach  dem  ersten  Paragraphen  dieser 
Aphorismen  schon  bewiesen  anzusehen.  Was  die  beiden  andern  Theile 
betrifft,  so  ist  die  Schluss  weise  aus  den  Symbolen  gerade  dieselbe  wie 
in  dem  ersten  Satze  und  es  braucht  also  nur  noch  gezeigt  zu  werden, 
einmal,  dass  die  beiden  geraden  Linien: 

[(a,  g;  b,  h),    (d,  g]  c,  h)]     und     [(a,  #;  d,  h),     (b,  g\  c,  h)]t 

oder   ab  de  und  adbc,  und  das  andere   mal,  dass  die  beiden  geraden  - 
Linien: 

[(&»  g]  a,  h),    (a,  g]  c,  h)]    und     [(e,  g\   a,  h),    (a,  #;  b,  h)], 

oder  baac  und  caab  sich  auf  der  geraden  Linie  P  schneiden. 

Wir  können  alle  geraden  Linien  der  vorstehenden  Construction«= 
durch  Gleichungen  ausdrücken,  wenn  wir  von  den  symbolischen  Glei — - 
chungen  einer  derselben,  etwa  (a,  g),  und  der  beiden  gegebenen  geraden^ 
Linien,  nämlich  P,  auf  der  die  vier  Punkte  a,  b,  c,  d  und  Q,  auf  denr 
die  beiden  Punkte  g  und  h  liegen,  ausgehen.  Diese  drei  Gleichungen  seiei 

a  =  0,    p  =  0,    q  =  0. 

Wir  erhalten  alsdann  für  die  acht  neuen,  die  sechs  gegebenen  Punki 
verbindenden  geraden  Linien  folgende  Gleichungen: 

a  =  0  (o,  g),  a  +  öp  =  0,  (a,  h) 

a  +  iLq  =  Q  (b,g),  a  +  öp  +  (iq  =  0  (b,  h) 

a  +  vq  =  0  (c,  g),  a  +  öp  +  vq  =  0  (c,  h) 

a  +  Qq  =  0  (d,g),  a  +  öp  +  Qq  =  0  (d,Ä). 
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Wenn  wir  die  vier  Punkte  a,  b7  c  und  d  beliebig  mit  einander  ver- 
wechseln, so  behalten  wir  ganz  dieselben  acht  Gleichungen,  nur  in 
anderer  Ordnung. 

Für  die  gerade  Linie  [(a,g;  b,  ä),  (d9g]  c,  A)]  ergeben  sich  hier- 
nach folgende  Gleichungen: 

ma  +  6p  +  pq  =  0,    n(a  +  Qq)  +  a  +  6p  +  vq  =  0, 

die  mit  Hilfe  der  beiden  unbestimmten  Coefficienten  m  und  n  identisch 
gemacht  werden  müssen.     Hiernach  kommt: 

m  =  1  +  n,    p  =  tiQ  +  v, 
und  somit  ist 

m  = , 

wonach  die  gesuchte  Gleichung  für  aide  folgende  wird: 

(1)  (q  +  (i  —  v)a  +  Q6p  +  Q(iq  =  0. 

Um  die  Gleichung  für  adbc  zu  erhalten,  brauchen  wir  bloss  b 
und  d  und  dem  entsprechend  in  der  letzten  Gleichung  n  und  q  gegen- 
seitig mit  einander  zu  vertauschen.     Auf  diese  Weise  kommt: 

(2)  (q  +  p  —  v)a  +  (itp  +  Qpq  =  0. 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  einander  ab- 
zieht und  den  Factor  von  p  im  Resultate  fortlässt,  so  kommt:  p  =  0, 
d.  h.  was  zu  beweisen  war,  dass  sich  die  beiden  geraden  Linien  (1) 
und  (2)  auf  der  geraden  Linie  P  schneiden. 

Für  die  Gleichung  von  [(&,  g\  a,  ä),  (a,  g;  c,  h)]  oder  baac 
erhalten  wir  folgende  Formen: 

a  +  4P  +  **(fl  +  f*8)  =  0;      na  +  6p  +  vq  =  0, 

die  mit  Hilfe  der  beiden  unbestimmten  Coefficienten  m  und  n  identisch 
gemacht  werden  müssen.     Zu  diesem  Ende  müssen  wir 

1  +  m  =  n,    m\L  =  v 

nehmen,  wonach 

v  +  f* 
n  =  -      — 

ist,  und  die  letzte  der  obigen  Gleichungen  in  folgende,  vollkommen 
bestimmte  übergeht  : 

(3)  (v  +  p)a  +  6vp  +  v(iq  =  0. 

Vertauscht  man  p  und  v  und  umgekehrt,  so  erhält  man  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  von  baac  die  nachstehende  für  caab: 

(4)  (y  +  ft)a  +  tfftp  +  vpq  =  0. 

17* 
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Wenn  man  abzieht,  erhält  man  aus  (3)  und  (4),  wie  oben,  p  =  0, 
und  die  beiden  bezüglichen  geraden  Linien  schneiden  sich  also  wieder- 
um auf  der  gegebenen  geraden  Linie  P. 

Jeder  Leser,  welcher  der  Art,  wie  die  verschiedenen  Satze  der 
Geometrie  unter  einander  verknüpft  sind,  —  und  hieraus  schöpfen,  was 
nicht  oft  genug  wiederholt  werden  kann,  die  neueren  Behandlungs- 
weisen  der  Geometrie  ihre  glänzendsten  Resultate  —  besondere  Auf- 
merksamkeit geschenkt  hat,  wird  mit  Grund  vermuthen,  dass  es  all- 
gemeinere Sätze  giebt,  von  welchen  die  vorstehenden  Particularisationen 
sind.  Es  giebt  wirklich  solche  Sätze.  Es  dürfen  dieselben  uns  aber 
hier  nicht  beschäftigen.  Gelegentlich  werde  ich  auf  dieselben  zurück- 
kommen. 


17. 
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(Crelle's  Journal,  Band  11,  S.  117—129,  1881.) 


Das  Malfatti'sehe  Problem. 

A.    Eine  Gruppe  geometrischer  Sätze  und  elementarer  Beweis 

derselben. 

1.  Wenn  man  von  solchen  zwei  Punkten  M  und  N  (Fig.  41  und  42) 7 
die  auf  zwei  zusammengehörigen  (d.  h.  auf  den  beiden  inneren  oder  den 
beiden  äusseren)  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  gegebenen  Kreise  C 
und  G  liegen ,  noch  vier  Tangenten  an  diese  Kreise  legtf  so  bestimmen 
dieselben  ein  solches  Viereck,  in  welches  sich  ein  dritter  Kreis  K  beschrei- 
ben lässt. 

Wir  können  diesen  Satz  sehr  einfach  auf  elementarem  Wege  be- 
weisen. Zwei  verschiedene  Fälle  sind  hierbei  zu  unterscheiden.  In 
dem  ersten  Falle  sind  die  beiden  Punkte  M  und  N,  wie  in  Fig.  41, 
Winkelpunkte  des  dem  Kreise  K  nach  dem  vorstehenden  Satze  umschrie- 
benen einfachen  Vierecks;  in  dem  zweiten  Falle  findet  dies  nicht  statt. 


^  // 


Flg.  41. 


Im  dem  ersten  Falle  (Fig.  41)  liegt  der  Beweis  des  Satzes  darin, 
zu  zeigen,  dass  die  Summe  zweier  gegenüberliegender  Seiten  des  in  Rede 


■M 
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stehenden  Vierecks  der  Summe  der  beiden  übrigen  gleich  ist.    M  x\ 
N  seien  zwei  auf  den  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beid 
gegebenen  Kreise   C  und  C  beliebig  angenommene  Punkte,  dann 
MPNQ  jenes  von  den  vier  durch  diese  beiden  Punkte  gehenden  Ti 
genten  gebildete  Viereck.    Es  ist  also  zu  zeigen,  dass 

MQ  +  NP  =  NQ+MP. 

Dieselbe  Gleichung  können  wir  auf  folgende  Weise  schreiben: 

MD  -  QD  +  NB  +  PB  =  NC  —  QC  +  MA  +  PA, 

und  sie  reducirt  sich,  da 

QD  =  QC,    PB~PA, 
auf  folgende: 

MD  +  NB  =  NC+  MA 
oder 

MD—MA=NC—NB. 

Indem  wir  für  die  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  äquivalente  Werl 
substituiren,  erhalten  wir: 


ME— MF) 
EF 


[NG  —  NH 
GH, 


eine  Gleichung,  deren  Richtigkeit  in  die  Augen  springt. 

Wir  haben  in  dem  Vorstehenden  die  beiden  Punkte  M  und 
auf  den  beiden  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden 
gebenen  Kreise  beliebig  angenommen.  An  die  Stelle  der  beiden  auf 
ren  gemeinschaftlichen  Tangenten  können  wir  aber  auch  die  bei< 
inneren  setzen.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Beweis  für  diese  j 
nähme  unmittelbar  in  dem  Vorstehenden  schon  enthalten  ist,  w< 
man  statt  der  beiden  Kreise  C  und  C  die  Kreise  K  und  C  als  gegel 
betrachtet. 

Auf  den  zweiten  Fall  bezieht  sich  die  Figur  421),  in  der  M  und 
die  zwei  auf  den  beiden  hier  nothwendig  inneren  gemeinschaftlich 
Tangenten  angenommenen  Punkte  sind.  Es  ist  zu  beweisen,  dass 
durch  M  und  N  gehenden  Tangenten  MP}  MQ9  NP  und  NQ  i 
vier  einen  und  denselben  Kreis  K  berühren,,  und  dies  kommt  bekan 
lieh  darauf  hinaus  zu  zeigen,  dass 

MQ  —  MP=NP  —  NQ. 

Dieser  Gleichung  können  wir  folgende  Form  geben: 

MD  —  QD  —  PA  +  MA  —  NB  —  PB  —  QC  +  NC.2) 

Es  ist  aber 

QD  =  QC9    PA  =  PBf 

MD  =  ME7    MA  =  MB}    NC=>NG,    NB  =  NH, 
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folglich  reducirt  sich  die  obige  Gleichung  auf  die  folgende: 

ME+  MF=>NH  +  NG, 
deren  Richtigkeit  unmittelbar  einleuchtet. 
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Flg.  42. 

2.  In  dem  Falle  der  ersten  Figur  (Fig.41)  schneiden  sich  zwei  äussere 
und  eine  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  drei  gegebenen,  paar- 
weise zusammengestellten  Kreise  in  einem  und  demselben  Punkte  M, 
und  die  drei  entsprechenden  (zwei  äussere  und  eine  innere)  gemein- 
schaftlichen Tangenten  in  einem  und  demselben  andern  Punkte  N.  In 
dem  Falle  der  zweiten  Figur  (Fig.  42)  schneiden  sich  sowohl  in  M  als 
auch  in  N  drei  innere  gemeinschaftliche  Tangenten.  Durch  theilweise  Um- 
kehrungen erhalten  wir  hiernach  folgenden  Satz  aus  dem  eben  bewiesenen. 

Wenn  zwei  äussere  und  eine  innere  oder  wenn  drei  innere  gemein- 
schaftliche Tangenten  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen  in  einem  und 


Fig.  43. 


demselben  Tunkte  sich  schneiden,  so   thun  dasselbe  die  drei  jenen  ent- 
sprechenden Tangenten. 
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3.  Beiläufig  bemerken  wir,  dass  aus  dem  Satze  der  vorigen  Num- 
mer der  folgende  als  specieller  Fall  (Fig.  43)  sich  ergiebt 

Wenn  irgend  zwei  Tangenten  zweier  gegebener  Kreise  0  und  C  sich 
in  irgend  einem  Punkte  M  einer  inneren  oder  äusseren  gemeinschaftlichen 
Tangente  dieser  Kreise  schneiden,  so  schneiden  sich  noch  zwei  andere  Tan- 
genten, die  jenen  beiden  in  M  sich  schneidenden  parallel  sind,  in  irgend  _ 
einem  zweiten  Punkte  N  der  andern  inneren  oder  äusseren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Um  uns  nämlich  von  der  Wahrheit  dieses  Satzes  zu  überzeugen, 
brauchen  wir  bloss  in  der  Figur  42  den  Kreis  K  als  dadurch  bestimmt 
anzusehen,  dass  er  in  den  Winkel  PNQ  beschrieben  ist  und  dann  den 
Radius  dieses  Kreises  immer  mehr  zunehmen  zu  lassen. 

4.  Wenn  man  für  den  Punkt  N  (Fig.  44  und  45)  den  Durch- 
schnitt einer  äussern  und  einer  innern  gemeinschaftlichen  Tangente 
der  beiden  gegebenen  Kreise  C  und  C  nimmt,  so  erhält  man  aus  der 
ersten  Nummer  folgenden  Satz: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  M  einer  äussern  oder  innern 
gemeinschaftlichen  Tangente  zweier  gegebenen  Kreise  noch  zwei  Tangenten 
an  dieselben  legt,  so  bilden  dieselben  mit  einer  beliebigen  der  beiden  innern 
oder  äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben  Kreise  ein  Dreieck 
MPQ,  und  ein  diesem  Dreieck  eingeschriebener  Kreis  berührt  die  letzt— 
bezeichnete  innere  oder  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  in  demjcnigem- 
Punkte  N,  in  welchem  dieselbe  von  derjenigen  äussern  oder  innern 
meinschaftlichen  Tangente,  auf  welcher  der  Punkt  M  nicht  liegt, 
schnitten  wird. 

Die   Aussage   dieses    Satzes   unterscheidet  wiederum   zwei  Fall« 
auf  den  ersten  bezieht  sich  Figur  44,  und  der  bezeichnete  Kreis 


Fig.  44. 


rührt  zwei  Seiten  des  Dreiecks,  PM  und  PQ,  in  ihren  Verlängerung 
und  zwar  die  letztere  dieser  Seiten  im  Punkte  N.     Figur  45  bezieh-* 
sich  auf  den  zweiten  Fall;  der  in  Rede  stehende  Kreis  ist  dem  Drei- 
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ecke   JPMQ  im  engern  Sinne  des  Wortes  eingeschrieben   und  berührt 
die  Seite  PQ  im  Punkte  N. 


Fig.  45. 

5.  Wenn  wir  insbesondere  annehmen ,  dass  die  beiden  Kreise  C 
™l  C  sich  berühren;  so  fallen  zwei  innere  oder  zwei  äussere  gemein- 
schaftliche Tangenten  derselben  zusammen,  und  wir  erhalten  aus  der 

*  ersten  Nummer  folgenden  Satz: 

!  Wenn  irgend  zwei  gegebene  Kreise  sich  berühren  und  man  legt  von 

1  "9cnd  zwei  Punkten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  im  Berühmngs- 
PHhkte  noch  vier  Tangenten  an  die  beiden  Kreise,  so  giebt  es  immer  einen 
**fefai  dritten  Kreis,  der  diese  vier  Tangenten  zugleich  berührt. 

Dieser  letzte  Satz  ist  auch  als  ein  besonderer  Fall  eines  andern 

^gemeineren  Satzes  anzusehen,  in  welchem  an  die  Stelle  der  beiden 

^h  berührenden  Kreise  irgend  zwei  beliebige  Kreise  treten,  und  an  die 

Sfce]]e  fer  Tangente  im  Berührungspunkte  die  (wirkliche  oder  ideale) 

S^Uaeinschaftliche  Chorde  tritt.     Dieser   Satz   seinerseits   ist  eine  un- 

^ttelbare  Folge  daraus,  dass  die  von  demselben  Punkte  der  gemein- 

^^^lurftliehen  Chorde  irgend  zweier  gegebener  Kreise   an  dieselben  ge- 

*e8ffcen  und  in  den  Berührungspunkten  begrenzten  Tangenten  einander 

R*eich  sind. 

6.  Für  den  besonderen  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  C  und  C 
^"**g.  46)  sich  berühren,  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  der  4.  Nummer 
**e**  nachstehende: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  M  der  Tangente  im  Berüh- 

^^tgspunkte   zweier  sich  ausserhalb  berührender  Kreise  C  und  C  noch 

*t°e*  Tangenten  an  dieselben  legt,  so  bilden  diese   Tangenten  mit  einer 

**&U$rigen    der    beiden    äussern    gemeinschaftlichen    Tangenten    derselben 

k     *&ei$e  ein  Dreieck,  dessen  letztbezeichnete  Seite  von  dem  eingeschriebenen 

*  *&ewe  in  ihrem  Durchschnitt  N  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  im 
Jt    ü&ührungspunkte  berührt  wird. 
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Die  unmittelbare  Umkehrung  des  vorstellenden  Satzes  giebt 
folgenden: 

Wenn  man  irgend  einen  Kreis  c"  beschreibt,  der  mit  zweien  geg 
nen,  sich  ausserhalb  berührenden  C  und  C  eine  gemeinschaftliche  aus 


Mg.  46. 

Tangente  hat  und  diese  Tangente  in  demjenigen  Punkte  N 
welchem  die  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  C  und  C  in  dies 
einschneidet,  so  schneiden  sich  in  irgend  einem  Punkte  M  der  letzigem 
ten  Tangente  die  beiden  noch  übrigen  äusseren  gemeinschaftlichen  1 
genten  des  dritten  Kreises  und  der  beiden  gegebenen. 

B.  Geometrische   Construction   der  Malfatti'schen   Aufga 

In  ein  gegebenes  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  von  denen  j< 
die  beiden  anderen  und  zwei  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  berührt 

7.  Es  seien  irgend  zwei  sieb  ausserhalb  berührende  Kreise 
und  G  (Fig.  47)  gegeben.  Man  ziehe  eine  ihrer  äusseren  gern* 
schaftlichen  Tangenten  PQ.  Man  ziehe  NR\  die  gemeinschaftli 
Tangente  im  Berührungspunkte  derselben  beiden  Kreise.  R'  sei 
Durch8chnittspunkt  der  beiden  geraden  Linien  PQ  und  NR'.  Es 
c"  irgend  ein  Kreis,  welcher  PQ  in  R'  so  berühre,  dass  die  Mit 
punkte  der  drei  Kreise  C,  C  und  c"  auf  derselben  Seite  von  PQ  lie§ 
Alsdann  schneiden  sich  die  beiden  noch  übrigen  äusseren  gemeinsch 
liehen  Tangenten  des  Kreises  c"  und  der  beiden  Kreise  C  und 
nämlich  Q  'N  und  P'N,  in  irgend  einem  Punkte  N  der  geraden  L 
R'N  (nach  der  6.  Nummer).    Man  beschreibe  ferner  einen  neuen  K 

C,  welcher  die  beiden  Kreise  C  und  C  ausserhalb  berührt ,  und  z 
den  erstgenannten  Kreis  C  auf  Q'  N  und  folglich  den  letztgenani 
C  auf  P'N.    Man  ziehe  ferner  PR  und  QR,  äussere  gemeinschafü: 
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Tangenten  der  Kreise  C  und  C",  C  und  C"  Es  werde  PR  von  Q'N 
in  ()',  und  QR  von  P'.W  in  P'  geschnitten.  Man  beschreibe  ferner 
einen  Kreis  c,  welcher  PR  in  Q' 
und  ausserdem  P'N  berührt.  Der- 
selbe Kreis  wird  alsdann  auch 
KN  berühren  (nach  der  6.  Num- 
mer). Und  ebenso  können  wir 
endlich  einen  letzten  Kreis  c  be- 
schreiben, welcher  die  drei  geraden 
Linien  Q'N,  R'N  und  QR,  und 
zwar  die  letztgenannte  im  Punkte 
V  berührt 

Wenn  wir  das  Ganze  der  eben 
angezeigten  Construction  zusam- 
menfassen, so  haben  wir  ein  Drei- 
eck PQR  und  drei  Kreise  C,  C 
and  C",  von  denen  jeder  die  beiden 
Übrigen  und  zugleich  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  berührt.  Die  drei 
gemeinschaftlichen  Tangenten  in 
den  Berührungspunkten  je  zweier 
icser  drei  Kreise,  nämlich  R'N,QfN 
nad  PN,  schneiden  sich  in  dem- 
selben Punkte,  in  N  Wir  haben 
ferner  drei  Kreise  c",  c,  c,  von 
feten  jeder  eine  der  drei  Dreiecks- 
aiten PQ,  PR,  QR  in  demjenigen 
Punkte  R',  Q',  P'  berührt,  in  wel- 
chem dieselbe  Dreiecksseite  resp. 
*>*R'N,  Q'N,  PN  geschnitten 
*üd.  Die  drei  letztgenannten  ge- 

;  «den  Linien  R'N,  Q'N  und  P'N 
find  zugleich  innere  gemeinschaft- 
liche Tangenten  derselben  paar- 
w«be  zusammengestellten  Kreise, 
fo  Kreise  c  und  c,  c  und  c", 
t  und  c.  Da  diese  drei  geraden 
Linien   in   demselben  Punkte,  in 

Nf  sich  schneiden,  so  gehen  (nach 

der  2.   Nummer)    auch    die    drei 

übrigen  innern  gemeinschaftlichen         rQ  ^e  47. 
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Tangenten  derselben  Kreise  durch  einen  und  denselben  Punkt.  Die 
Punkt  sei  M.  Wenn  wir  ferner  die  Kreise  c,  C  und  c"  zusamm 
stellen,  so  sehen  wir,  dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinscb 
liehe  Tangente  dieser  drei  Kreise,  nämlich  P'  N,  R'  N  und  Q'  Nf  \ 
drei  in  N  sich  vereinigen.  Dasselbe  thun  also  (wiederum  nach 
2.  Nummer)  in  irgend  einem  andern  Punkte  die  drei  entsprechen* 
gemeinschaftlichen  Tangenten  derselben  Kreise,  nämlich  PQ,  QR  1 
die  eine  jener  drei  durch  den  Punkt  M  gehenden  geraden  Linien, 
wir  also  MQ  nennen  können.  Die  drei  Kreise  c",  c,  e  sind  i 
solchen  drei  Dreiecken  PMQ7  PMR,  QMR  eingeschrieben,  die  < 
stehen,  wenn  man  vom  Punkte  M  aus  drei  gerade  Linien  nach  < 
drei  Winkelpunkten  des  Dreiecks  PQR  zieht. 

Nach  der  vorstehenden  Analyse  ist  also  die  Construction  der  i 
Kreise  C,  C  und  C",  von  denen  jeder  die  beiden  übrigen  und  zugle 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  PQR,  das  wir  nun  als  ursprünglich  gegel 
betrachten  wollen,  berührt,  auf  die  Construction  der  drei  Kreise  c, 
c",  und  die  Construction  dieser  drei  Kreise  auf  die  Bestimmung  < 
Punktes  M  zurückgeführt.  Man  braucht  sogar  nur  einen  der  d 
Kreise  c,  c,  c",  etwa  den  letzten,  zu  construiren  und  die  beiden  Punl 
Q'  und  P'  zu  bestimmen,  in  welchen  die  beiden  andern,  c  und  e,  < 
bezüglichen  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  PR  und  QR  berühr 
Diese  Berührungspunkte  erhält  man  sehr  leicht,  da  bekanntlich  i 
Differenz  von  RM  und  QM  z.  B.  der  Differenz  von  RP'  und  Q 
gleich  ist.  Der  Punkt  M  ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  diejenigen  d 
geraden  Linien,  welche  die  Innenwinkel  des  gegebenen  Dreiecks  PQR  h 
biren}  zusammentreffen.*)  Hiernach  ergiebt  sich  folgende  Construct» 
des  Malfatti 'sehen  Problems. 

1)  Man  halbire  die  drei  Innenwinkel  des  gegebenen  Dreiecks  PQ< 
durch  drei  gerade  Linien  PM,  QM  und  RM.  Diese  drei  geraden  Linie 
schneiden  sich  in  M  und  (heilen  das  gegebene  Dreieck  in  drei  neu 
Dreiecke. 

2)  Man  beschreibe  in  ein  beliebiges  dieser  neuen  Dreiecke,  PU{ 
den  Kreis  c"7  der  PQ  in  R'  berühre,  und  bestimme  diejenigen  tafa 
Punkte  Q'  und  P',  in  welchen  die  den  beiden  andern  Dreiecken  PUl 
und  PMQ  einzuschreibenden  Kreise  PR  und  QR  berühren. 

3)  Von  den  beiden  Punkten  P'  und  Q'  lege  man  zwei  leicht  * 
unterscfieidende  Tangenten  P'N  und  Q'N  an  den  Kreis  c",  die  sich* 
irgend  einem  Punkte  N  setmeiden,  und  verbinde  durch  eine  gerade  2Ä* 
R'N  diesen  Punkt  mit  dem  Punkte  R'. 

*)  [Eine  hierzu  gehörige  Anmerkung  befindet  sich  auf  S.  272.] 


p 
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4)  Alsdann  sind  P'N,  Q'  N  und  R'  N  die  Tangenten  in  den  Be- 
rjkrungspunlcten  je  eweier  der  drei  gtsuchien  Kreise  und  (heilen  mithin 
das  gegebene  Dreieck  in  drei  diesen  Kreisen  umschriebene  Vierecke.*) 

8.  Mit  der  in  dem  Vorstehenden  enthaltenen-  Construction  der 
Malfatti'schen  Aufgabe  (Fig.  47)  sind  noch  zwei  andere  Construc- 
tionen  derselben  Aufgabe  verwandt,  die  ich  in  dem  Folgenden  kurz 
behandeln  will  Nach  der  obigen  Construction  werden  die  drei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  in  den  Berührungspunkten  je  zweier  der 
drei  gesuchten  Kreise  C,  C  und  C"}  nämlich  R'N}  Q' N  und  P'  N  be- 
stimmt. Dies  geschieht,  indem  man  innere  gemeinschaftliche  Tangenten 
der  drei  Hilfskreise  cf  c  und  c"  construirt,  eine  Construction,  die  sich 
durch  die  Bestimmung  der  drei  Punkte  P*,  Q'  und  IV  vereinfachen 
läwi  Dieselben  drei  geraden  Linien  kann  man  aber  auch  durch  die 
unmittelbare  Construction  des  Punktes  N  bestimmen.  Dies  ist  leicht. 
Zuerst  bestimme  man  zu  diesem  Ende  wie  oben  die  drei  Punkte  P', 
C  und  R'.  Es  ist  alsdann,  indem  man  P'N=r,  Q'N±=*r'  und 
R'N=r"  setzt: 

r  —  r'  =  RP'-RQ', 

r-r'^QF-QR', 

r'-r"=  PQ'-PR'. 

Der  Punkt  N  liegt  also  zugleich  auf  drei  vollkommen  bestimmten 
Hyperbelzweigen,  deren  Brennpunkte  je  zwei  der  drei  Punkte  P',  Q' 
tffid  R'  sind,  und  lässt  sich  hiernach  leicht  bestimmen.  Man  kann 
dfcse  Bestimmung  auf  die  Construction  eines  Kreises  zurückführen, 
der  drei  Kreise  berührt,  deren  Mittelpunkte  P*,  Q'  und  R'  sind,  und 
deren  Radien  sich  unmittelbar  ergeben.  Einen  dieser  Radien  können 
*v  beliebig  annehmen  und  insbesondere  auch  gleich  Null  setzen.  Es 
Kduciresich  hiernach  derjenige  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  (P')  auf  der 

*)  Diese  Construction  ist  im  Wesentlichen  keine  andere  als  die  von  Herrn 
Steiner  im  ersten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (S.  178)  aufgestellte.  Es 
■■tot  sich  daselbst  keine  Andeutung  eines  Beweises.  Die  einleitenden  Worte 
**  Verfassers:  „Um  die  Fruchtbarkeit  der  in  den  Paragraphen  (I,  II,  III)  auf- 
stellten Sätze  an  einem  dazu  geeigneten  Beispiele  zu  zeigen,  fügen  wir  die 
^metrische  Lösung  und  zugleich  die  Verallgemeinerung  der  Malfatti'schen 
Aufgabe,  jedoch  ohne  Beweis,  hinzu",  könnten  demjenigen,  der,  wie  ich  von  mir 
tetamen  mus8,  keine  Idee  dayon  hat,  wie  die  Construction  jener  Aufgabe  dem 
"ttentlichen  nach  auf  den  in  dem  angeführten  Paragraphen  entwickelten  be- 
tonten Sätzen  über  Chordalen,  zugeordnete  Pole  und  Aehnlichkeitspunkte  beruhen 
ttty?e,  den  Gedanken  aufdrängen,  dass  die  gegebene  Construction  nicht  bewiesen 
lei-  Das  Verdienst  der  Erfindung  bleibt,  es  liegt  in  der  Combination  der  Kreise 
c  i  c'  und  c  mit  den  Kreisen  (7,  C  und  C". 
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kürzesten  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  liegt,  auf  einen  Punkt.  Als — 
dann  erhält  man  für  die  Radien  der  beiden  andern  Kreise,  deren  Mittel-  - 
punkte  Q'  und  R'  sind,  folgende  Werthe: 

RQ'-RP'  und   QR'-QP\ 

Hiernach  ergiebt  sich  folgende  neue  Construction  der  Mal f atti- 
schen Aufgabe: 

1)  Man  bestimme  wie  oben  die  drei  Punkte  P'y  Q'  und  R'  und  con- 
struire  zu  denjenigen  beiden  Punkten  Q'  und  R' 8),  die  nicht  auf  der  läng- 
sten Seite  des  gegebenen  Dreiecks  PQR  liegen,  als  Mittelpunkten  zwei 
Kreise  mit  Radien,  die  resp.  gleich  sind  den  Unterschieden  van  R  Q'  und 
Rr,  und  von  QR'  und  QP\ 

2)  Man  suche  den  Mittelpunkt  eines  leicht  zu  unterscheidenden  der- 
jenigen beiden  Kreise,  welche  durch  den  Punkt  P'  gehen ,  und  die  beiden 
eben  bezeichneten  Kreise  ausserhalb  berühren.  Diesen  Mittelpunkt ,  den 
Punkt  N,  braucht  man  alsdann  bloss  mit  den  drei  Punkten  P,  Q'  und 
jR'  durch  gerade  Linien  zu  verbinden,  um  das  gegebene  Dreieck,  wie 
oben,  in  drei  den  gesuchten  Kreisen  umschriebene  Vierecke  zu  theilen. 

9.  Wir  können  endlich  auch  unmittelbar  die  Mittelpunkte  der 
drei  gesuchten  Kreise  construiren.  Es  liegen  dieselben  zuvörderst  auf 
den  drei  Halbirungslinien  PM,  QM  und  RM.  Dann  erhalten  wir 
ferner,  nach  dem  Obigen,  sogleich  die  drei  Punkte  P ,  Q'  und  jR', 
diejenigen  Punkte  nämlich,  in  welchen  die  Tangenten  in  den  Berüh- 
rungspunkten je  zweier  der  drei  gesuchten  Kreise  in  diejenige  Drei- 
ecksseite einschneiden,  welche  dieselben  beiden  Kreise  berührt.  Alles 
ist  also  auf  die  Auflosung  folgender  Aufgaben  zurückgeführt. 

„Wenn  ein  Dreieck  QPM  (Fig.  48),  und  auf  einer  Seite  PQ 
desselben  irgend  ein  Punkt  R'  gegeben  ist,  zwei  solche  Kreise  zu 
beschreiben,  die  einander  ausserhalb  und  beide  die  Seite  PQ  berühren, 
deren  innere  gemeinschaftliche  Tangente  diese  Seite  in  dem  gegebenen 
Punkte  R'  schneidet,  und  deren  Mittelpunkte  auf  den  beiden  andern 
Dreiecksseiten  liegen." 

Um  diese  Aufgabe  direct  anzugreifen,  sei  R'  der  Anfangspunkte» 
der  Coordinaten,  R'  X  und  R'  Y  seien  die  rechtwinkligen  Coordinaten — 
axen.  Wir  wollen  die  gleichen  Entfernungen  der  Berührungspunkt^^ 
B  und  B'  vom  Anfangspunkte  S  nennen,  und 

cotangüfPX  =  a,     cotangitf  QX  —  a,    R'P=b,    R'Q  =  V 

setzen.     Alsdann  erhalten  wir: 

ay  —  x  —  b  =0, 
ay  —  x  +  b'=  0, 
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für  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  MP  und 
MQ,  mithin  für  die  Ordinaten  der  gesuchten  Mittelpunkte,  die  wir  rj 
und  t\    nennen  wollen: 

71  «■ ;         7]  = , 


Fig.  48. 


Die  Bedingungen  der  Aufgabe  bringen,  wie  in  der  Note  zur  7.  Num- 
mer, mit  sich,  dass 

vv'-V, 

und  hiernach  ergiebt  sich,  indem  wir  substituiren,  folgende  quadratische 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  £: 

(1  +  aa')V  -  (b  +  b')Z  +  bb'=  0. 

Wir  wollen  uns  hier  nicht  mit  der  geometrischen  Construction 
dieser  Gleichung  beschäftigen.  Unser  Zweck  war  bloss,  eine  einfache 
Gleichung  aufzustellen,  von  deren  Auflosung  das  Malfatti'scbe  Problem 
abhinge.  Wir  werden  auf  dieselbe  noch  zurückweisen,  wenn  in  einem 
späteren  Paragraphen  von  den  verschiedenen  sich  paarweise  zusammen- 
gruppirenden  Fällen  des  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  genommenen 
Problems  die  Rede  sein  wird. 

Wenn 

1  +aa'~0, 

das  heisst,  wenn  die  beiden  geraden  Linien  PM  und  QM  auf  einander 
senkrecht  stehen,  und  folglich  an  die  Stelle  des  ursprünglich  gegebe- 
nen Dreiecks  PQB  zwei  parallele  Linien,  die  von  irgend  einer  dritten 
geraden  Linie  geschnitten  werden,  treten,  so  reducirt  sich  die  letzte 
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Gleichung,  indem  ein  Werth  von  £  unendlich  wird,  auf  folgende  des 

ersten  Grades: 

66'  R'P.RQ 


I« 


6  +  6' 


PQ 


Anmerkung  zu  S.  268. 

In  dieser  Note  will  ich  einen  algebraisch -analytischen  Beweis  der 
vorstehenden  Behauptung  des  Textes  hinzufügen.  Es  kommt  hierbei  offen- 
bar Alles  darauf  an,  zu  zeigen,  dass,  wenn  irgend  zwei  sich  ausserhalb 
berührende  Kreise  C  und  C  (Fig.  49)  gegeben  sind  und  man  einen  belie- 
bigen Kreis  c"  construirt,  der  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  PQ 
jener  beiden  Kreise  in  demjenigen  Punkte  R'  berührt,  in  welchen  die 
gemeinschaftliche  innere  Tangente  derselben  Kreise  C  und  C  einschneidet, 

R 


Fig.  49. 

wenn  man  ferner  die  beiden  noch  Übrigen  äusseren  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten des  Kreises  c"  und  der  Kreise  C  und  C',  nämlich  NF  und  NH 
zieht  und  endlich  einen  Kreis  C"  construirt,  der  die  beiden  Kreise  C  und 
C  auf  den  eben  gezogenen  geraden  Linien  in  F  und  H  berührt,  dass  als- 
dann z.  B.  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kreise  C"  und  C 
und  eine  durch  den  Mittelpunkt  des  letztern  Kreises  C  an  den  Kreis  c" 
gelegte  Tangente  sich  in  einem  Punkte  von  PQ,  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  von  C  und  C\  schneiden. 

Wir  wollen  zu  diesem  Ende  zuvörderst  den  Kreis  C"  bestimmen. 
Wenn  wir  R' Q  zur  ersten  und  R'  Y  zur  zweiten  Coordinatenaxe  nehmen, 
so  können  wir  die  Kreise  C  und  C  durch  folgende  Gleichungen  darstellen: 


(i) 

(2) 


0  -  &7  +  0  —  «)*  —  b'* 
(y  —  b  )>  +  {x  + «)» =  v. 


Für  ihre  gemeinschaftliche  Chorde  ergiebt  sich  alsdann: 
(8)  (6'—  &)y  +  2a*  —  0, 
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und  diese  Chorde  geht  den  obigen  Voraussetzungen  gemäss  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten.  Um  auszudrücken,  dass  die  beiden  Kreise 
(l)  und  (2)  sich  ausserhalb  berühren,  erhalten  wir  folgende  Bedingungs- 
gleichung: 

die  sich  auf 

(4)  a2  =  66' 

reducirt. 

Die  Gleichung  des  Kreises  c"  sei  folgende: 

(5)  (y-ßy+X*=ß>. 

Hiernach  wollen  wir  die  Gleichung  der  geraden  Linie  NH,  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  der  Kreise  C  und  c",  bestimmen.     Wenn 

y  =  mx  +  •» 

diese  Gleichung  ist,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  ihrer   beiden   Con- 
stanten, wie  man  leicht  sieht,  folgende  beide  Gleichungen: 

6' —  am  —  n        _  ,^ 

und  hiernach: 

((&'—  ß)*  —  «> 2(3a2, 

((6'  —  ß)*  —  a*)m  =  -  2(6'—  ß)a. 
Die  gesuchte  Gleichung  für  HN  ist  also: 

(6)  ((&'—  ßf  —  a*)y  +  2(6'—  ß)ax  +  2ßa*  =  0. 

Pur  NF  ergiebt  sich  hieraus    sogleich,    indem    man    das  Zeichen    von    a 
lindert  und  6'  mit  6  vertauscht,  folgende  Gleichung: 

(7)  ((6  —  ß)*  —  a%)y  —  2(6  —  ß)ax  +  2  ßa%  —  0.     ; 

Wenn  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  von  einander  abzieht,  erhält  man 
die  Gleichung  (3)  in  Uebereinstimmung  mit  der  6.  Nummer. 

Für  die  beiden  durch  die  Mittelpunkte  von  C'  und  C  gehenden  und 
i-espectiye  auf  NH  und  NF  senkrecht  stehenden  geraden  Linien,  deren 
Durchschnitt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  C"  ist,  ergeben  sich  nach  be- 
kanntem Verfahren  folgende  Gleichungen: 

2(6  —  ß)ay  —  ((6'-  ßf  -  a*)x  -  a(6'2  +  a2  -  ß*)  =  0, 

2(6  -  ß)ay  +  ((6  -  ß?  —  a*)x  —  a(62  +  a2  -  ß2)  =  0. 

Aus  diesen  beiden   Gleichungen    erhalten  wir    für    die  Mittelpunktscoordi- 
naten  des  Kreises  C",  die  wir  durch   zwei  Accente   unterscheiden  wollen: 

(6'—  b)a 


(8) 


6'+  6  —  2p 


(9)  y 


2a*  — ß 


x 
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Der  Abstand  der  Mittelpunkte   der  beiden  Kreise   C"  und  C  ist  hiernach 
gleich 

und  der  Radius  des  Kreises  C",  den  wir  r"  nennen  wollen: 

«3  +  (b'-ß)*         ,,  F 


K     }  r~    b'+b  —  2ß  °~  b'+b  —  2p 

Die  Rationalität  der  letzten  Ausdrücke  verdient  bemerkt  zu  werden. 

Um  nun  unsere  Absicht  zu  erreichen,  ist  es  offenbar  genügend,  zu 
zeigen,  dass  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  BQ  der  Kreise  C" 
und  C'  dieselbe  Bichtung  hat,  als  eine  gerade  Linie,  welche  mit  der  ersten 
Coordinatenaze,  der  geraden  Linie  PQ,  einen  Winkel  bildet,  der  doppelt  so 
gross  ist  als  derjenige,  welchen  eine  durch  den  Mittelpunkt  von  C  an  den 
Kreis  c"  gelegte  Tangente  C'M  mit  derselben  Axe  bildet 

Die  Gleichung  der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise 
C"  und  C  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Constanten  in  der  Gleichung 

y=px  +  q 

durch  folgende  beide  Gleichungen  bestimmen: 

b  ~  ap_~  ^  =  —  b' 

y  —x  p  —  g  _  __  r" 
1/1  +  p* 

Wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  gliedweise  in  einander  dividiren,  so 
erhalten  wir    eine  lineare  Gleichung  zwischen  p  und  q  und  aus  dieser: 

b'{r"—y")  —  (r"a  —  b' x")p 
qe=a  r"-b' 

Substituiren  wir  diesen  Werth  für  q  in  die  erste  der  vorstehenden  Glei- 
chungen und  schreiben  dann  für  x'\  y"  und  r"  ihre  Werthe  bei  (8),  (9) 
und  (10),  so  kommt: 

a*  -  (&'  -  ßf  +  2a(b'-  ß)p  -  [(&'-  ßf  +  a*  -  2ß*]  l/f+? 

und  durch  Fortschaffung  des  Wurzelzeichens  ergiebt  sich  hieraus  zur  Be- 
stimmung der  trigonometrischen  Tangente  desjenigen  Winkels,  welchen  die 
äussere  gemeinschaftliche  Tangente  von  C"  und  C  mit  der  ersten  Axe 
bildet,  folgende  quadratische  Gleichung  in  p: 

([(&'-  0?  -  2(V  +  2 /*»)(»'—  ß)>  +  («•«  -  2ß*?]p* 
\+ia(b'-  ß)[Q>'~  ßf-  a*]p  +  4(a»-  ß*)  [(l'-ßy-ß'}  =  0. 


(11) 


Man  sieht,  dass  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  sich   auf  die  beiden 
äussern  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  C"  und  C  beziehen. 

Von  der  andern  Seite  erhalten  wir  zunächst  für  die  durch  den  Punkt 
(b\  a),  den  Mittelpunkt  des  Kreises  C',  an  den  Kreis  c"  gelegten  Tangenten 
bekanntlich  folgende  Gleichung: 

(12)  (/'-  ß)  (ff-ß)  +  x"x  =  ß*, 


i 
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wobei  die  beiden  Constanten  y    und  x    durch  folgende  beiden  Gleichungen 
zu  bestimmen  sind: 


(13) 


f(y"_ß(5'_ß  +  «*"-{?, 

W'-ßf +  *"*  =  (?■ 

Die  trigonometrische  Tangente  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Tangente  (12) 
mit  der  ersten  Coordinatenaxe  bildet  und  den  wir  q>  nennen  wollen,  ist 


X 


y"-ß" 

und  aus  den  Gleichungen  (13)  erhalten  wir  unmittelbar  den  Werth  dieses 
Ausdrucks,  wenn  wir  zuvor  die  erste  derselben  mit  (#" — |3),   die  zweite 

durch  (y" —  (3)Ä  dividiren  und  dann  (    „__  J  eliminiren.    Auf  diese  Weise 

kommt: 

tang  q>  = ä*~^p 

Hierdurch  erhält  man: 

1       1  —  tang'qp 


tang  89  2  tang  9 


*  (a«  -  ß>)  [a(6' _  (?)  ±  ß  ]/(&'  -  fl*  +  ä*  -  ß* 

oder,  wenn  man  mit  ä(b' — ß)^-ßvO>' — ß)*  +  a"  —  0*  Nenner  und 
Zähler  multiplicirt,  wonach  beide  durch  (a*  —  ß1)  theilbar  werden: 

(14)1  *^  =  

l       *  (a»  —  p«)[(5'—  ««  —         ■    " 

Für  tang  2  9  erhält  man  endlich ,  indem  man  den  reciproken  Werth  des 
vorstehenden  Ausdruckes  nimmt  und  dann  den  Nenner  rational  macht,  wo- 
durch Nenner  und  Zähler  durch  (a2—  ß*)  [(6'—  ß)*—  ß%]  theilbar  werden: 

tang  2cp  = 

(15)  I  q(ft'-  ß)  [(b '-  (I)«-  a']  +  p[(6'-  ft»  +  q»  -  2 p«]  ^(F-  fl»+~a»-  ?» 

(6'_  ß<  _  2(q«  +  2ß*)(*'-  «f  +  («'  -  20*)' 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (14)  und  (15)  ist  ersichtlich, 
dass  die  beiden  Werthe  für  tang  2  9  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(11)  sind. 

Dem  hiermit  bewiesenen  Satze  können  wir  auch  folgende  Aussage 
geben : 

Wenn  irgend  drei  Kreise  C,  C'  und  C",  von  welcJien  jeder  die  beiden 
andern  ausserhalb  berührt,  gegeben  sind,  und  man  verbindet  die  beiden 
Durchschnittspunktepaare  der  äussern  gemeimcliafüichen  Tangenten  des  Kreises 
C"  und  der  Kreise  C  und  C  mit  einer  beliebigen  äussern  gemeinschaftlichen 
Tangente  PQ  der  letztgenannten  beiden  Kreise,  nämlich  die  beiden  Punktepaare 
Q  und  q,  P  und  p,  durch  vier  gerade  Linien  mit  den  Mittelpunkten  der  be~ 

18* 
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eüglidien  Kreise  C'  und  C,  so  berühren  diese  geraden  Linien  alle  vier 
einen  und  denselben  Kreis  c",  der  ausserdem  auch  von  den  beiden  inneren 
gemeinschaftlichen  Tangenten  des  Kreises  C"  und  der  Kreise  C  und  C  und 
endlich  auch  noch  von  der  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  PQ  der  beiden 
Kreise  C'  und  C7,  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  berührt  wirä\  in  weichem 
in  die  letztgenannte  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kreise  C  und  C 
die  innere  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  Kreise  einschneidet. 

Ich  gehe  hier  in  kein  Detail  weiter  ein  und  beschränke  mich  auf  den 
Fall  der  vorliegenden  Figur.  In  dieser  Figur  erfüllen,  beiläufig  bemerkt, 
die  drei  Kreise  C,  C  und  C"  die  Bedingungen  der  Malfatti'schen  Auf- 
gabe in  Beziehung  auf  die  vier  verschiedenen  Dreiecke  PQB,  Pqr,  Qpr" 
und  pqr,  wenn  wir  die  genannte  Aufgabe  in  ihrer  weitern  Bedeutung 
nehmen. 

Sobald  man  den  vorstehenden  Satz  in  seine  gehörige  Verbindung  bringt, 
ist  nicht  zu  bezweifeln,  dass  man  zu  einem  leichtern  Beweise  desselben  ge- 
langt. Denn  ich  bin  geneigt,  jedesmal  da  unnöthige  Weitläufigkeiten  vor- 
auszusetzen, wo,  wie  in  dem  Vorhergehenden,  um  einen  vorliegenden  Satz 
zu  beweisen,  Grössenbestimmungen  gemacht  werden,  die  aus  der  Aussage 
des  Satzes  wieder  verschwinden.  In  Beziehung  auf  die  im  Texte  gegebene 
Analyse  des  Mal f attischen  Problems  wäre  ein  einfacher  rein  geometri- 
scher Beweis  wünschenswerte.  Vielleicht  giebt  es  auch  eine  allgemeine 
analytische  Schlussweise,  die  uns  aller  algebraischen  Entwicklung  Überhebt. 
Ich  werde  in  dem  sechsten  Paragraphen  dieser  Aphorismen  hierauf  zurück- 
kommen.*) Um  bis  dahin  meinerseits  den  Schein  zu  vermeiden,  irgend 
eine  Behauptung  unbewiesen  gewagt  zu  haben,  füge  ich  in  dieser  Note 
den  obigen  Beweis  hinzu. 


} 


*)  [S.  284  dieser  Ausgabe.] 


18. 
Analytisch  -  geometrische  Aphorismen  V. 

(Crelle's  Journal,  Band  11,  S.  219-225.  1831.) 

Ueber  ein  neues  Uebertragungsprinoip. 

1.  „Alle  Sätze,  welche  auf  eine  beliebige  Zusammenstellung  von 
beliebigen  Kreisen  mit  geraden  Linien  oder  von  geraden  Linien  unter 
sich  Bezug  haben,  und  blosse  Situations-  und  Winkelbeziehungen  ent- 
halten, lassen  sich  unmittelbar  auf  eine  Zusammenstellung  von  belie- 
bigen Kreisen  mit  solchen  Kreisen,  die  alle  durch  einen  festen  Punkt 
gehen,  oder  von  letztbezeichneten  Kreisen  unter  sich  übertragen." 

Ich  werde  hier,  wo  ich  einzig  und  allein  Constructionen  der 
Elementargeometrie  im  Auge  habe,  nur  diesen  Besonderen  Fall  eines 
allgemeinen  Uebertragungsprincipes  discutiren  und  andeuten,  wie  er 
aus  bekannten  Sätzen  und  Constructionen  neue  finden  lehrt.  Die  nach- 
folgenden analytischen  Betrachtungen  könnte  man  auch  mit  leichter 
Mühe  durch  rein  geometrische  ersetzen.  • 

2.  Man  weiss,  dass  wenn  ein  Kreis  gegeben  ist,  irgend  zwei 
Punkte,  welche  beide  auf  derselben  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
gehenden  geraden  Linie  liegen  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  einer 
derselben  auf  der  Polare  des  andern  liegt,  zugeordnete  Pole  in  Beziehung 
auf  den  gegebenen  Kreis  genannt  werden.  Der  geometrische  Ort  für  die 
zugeordneten  Pole  aller  Punkte,  die  auf  dem  Umfange  irgend  eines 
gegebenen  Kreises  liegen,  ist  ein  neuer  Kreis.  Die  Beziehung  der 
beiden  Kreise  zu  einander  ist  eine  durchaus  gegenseitige;  ich  nenne 
dieselben  in  dem  Folgenden  zugeordnete  Kreise,  und  sage,  der  eine  Kreis 
sei  der  Polarkreis  des  andern. 

Wenn 

(1)  y*  +  x%  =  R* 

die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  ist,  so  stellen,  wie  in  der  181. 
Nummer  des  ersten  Bandes  meiner  „Entivicklungen"  gezeigt  worden  ist, 
die  beiden  Gleichungen: 
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(2)  (,  —  ff  +  dc-  «)•  _  „>, 

(3)  <,  -  &f+  ("  -  T?"  *  * 

irgend  zwei  zugeordnete  Kreise  dar,  indem  wir  zugleich  in  der  letzten 
Gleichung  der  Kürze  halber 

ß2  +  a2  —  <r  =  y 

setzen.  Am  angeführten  Orte  ist  nachgewiesen  worden,  dass  die 
beiden  zugeordneten  Kreise  (2)  und  (3)  mit  dem  Kreise  (1)  dieselbe 
gemeinschaftliche  Chorde  haben,  und  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
(1)  entweder  der  äussere  oder  der  innere  homologe  Punkt  (Aehnlichkeits- 
punkt)  der  beiden  Kreise  (2)  und  (3)  ist,  so  dass  es  im  Allgemeinen 
zwei  Kreise  giebt,  in  Beziehung  auf  welche  zwei  gegebene  Kreise  zu- 
geordnete sind. 

Die  Durchschnittspunkte  irgend  zweier  Kreise  sind  offenbar  die 
zugeordneten  Pole  der  Durchschnittspunkte  ihrer  beiden  Polarkreise. 
Wenn  also  mehrere  Kreise  durch  denselben  Punkt  gehen,  so  thun  ihre 
Polarkreise  ein  Gleiches.  Wenn  zwei  oder  mehrere  Kreise  sich  be- 
rühren, so  berühren  sich  ebenfalls  ihre  Polarkreise.  Wenn  vier  oder 
mehrere  Punkte  auf  dem  Umfange  desselben  Kreises  liegen,  so  thun 
ihre  zugeordneten  Pole  ein  Gleiches.  Wir  sehen  ferner,  dass  wenn 
überhaupt  irgend  eine  Construction  vorliegt,  die  sich  auf  Kreise  be- 
zieht und  von  Grössenbestimmungen  unabhängig  ist,  wir  sogleich  eine 
entsprechende  Construction  in  der  Polarfigur  erhalten.  Die  nähere 
Discussion  dieser  Bemerkung  giebt  das  in  Rede  stehende  Princip. 

3.    Wenn  y  =  0  igt,  so  geht  der  Kreis  (2)  durch  den  Anfangs- 

puukt  der  Coordinaten,  und  die  Gleichung  (3)  verwandelt  sich  alsdann 

in  folgende: 

2ßy  +  2ccx  =  R2, 

und  stellt  folglich  eine  gerade  Linie  dar,  nämlich  die  gemeinschaft- 
liche Chorde  der  beiden  Kreise  (1)  und  (2). 

Zu  einem  Kreise,  der  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten, 
den  Mittelpunkt  des  Hilfskreises,  geht,  gehört  also  als  zugeordneter 
Ort  eine  gerade  Linie,  und  umgekehrt,  zu  irgend  einer  gegebenen 
geraden  Linie  gehört  als  zugeordneter  Ort  ein  solcher  Kreis,  der  durch 
einen  festen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Hilfskreises,  geht.  Wenn  die 
gegebene  gerade  Linie  ein  Durchmesser  des  letztgenannten  Kreises  ist, 
so  ist  sie  ihr  eigener  zugeordneter  Ort. 

Wir  sehen  hieraus  sogleich,  dass  jedem  Satze  über  gerade  Linien, 
der  bloss  Situationsbeziehungen  enthält,  ein  zweiter  entspricht,  der  sich 
unmittelbar  aus  dem  ersten  ergiebt,  wenn  man  statt  der  geraden  Linien 
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solche  Kreise  nimmt,  die  durch  irgend  einen  festen  Punkt  gehen.  Es 
ist  zugleich  ersichtlich,  dass  der  erste  Satz  sich  zugleich  auf  gerade 
Linien  und  beliebige  Kreise  beziehen  kann.  Alsdann  bezieht  sich  der 
zweite  entsprechende  Satz  auf  solche  Kreise,  welche  alle  durch  einen 
festen  Punkt  gehen  und  auf  beliebige  Kreise.  Ich  begnüge  mich  hier 
mit  ein  paar  Beispielen. 

L  Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind,  so  gehen  die  drei  gemein- 
schaftlichen Chorden  je  zweier  dieser  drei  Kreise  durch  einen  und  den- 
selben Punkt 

IL  Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind,  so  schneiden  sich  die- 
jenigen drei  neuen  Kreise,  welche  durch  die  beiden  (reellen  oder  imaginä- 
ren) Durchschnittspunkte  je  zweier  der  drei  gegebenen  und  überdies  noch 
durch  irgend  einen  gegebenen  Tunkt  gehen,  ausserdem  noch  in  einem 
zweiten  festen  Punkte. 

L  Wenn  man  um  einen  gegebenen  Kreis  ein  beliebiges  Sechseck  be- 
schreibt, so  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen  dieses  Sechsecks  in  dem- 
selben Punkt. 

II.  Wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  sechs  solche  Kreise  legt,  die 
einen  gegebenen  Kreis  berühren,  so  kann  man  aus  den  Bogen  derselben 
verschiedene  Sechsecke  bilden.  Legt  man  durch  jenen  festen  Punkt  und 
die  dreimal  zwei  gegenüberliegenden  Winkelpttnkte  eines  solchen  Sechsecks 
drei  neue  Kreise,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  und  demselben  zweiten 
festen  Punkte. 

Auf  ähnliche  Weise  konnten  wir  den  Satz  vom  eingeschriebenen 
Sechseck,  Monge's  Satz  über  die  Durchschnittspunkte  der  gemein- 
schaftlichen Tangenten  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen,  und  un- 
zählig viele  andere  Sätze  verdoppeln. 

4.  Diejenigen  beiden  Kreise,  welche  zu  irgend  zwei  gegebenen 
geraden  Linien  als  Polarkreise  gehören  und  also  durch  den  Mittelpunkt 
des  Hilfskreises  gehen,  berühren  in  diesem  Punkte  offenbar  zwei  solche 
gerade  Linien,  welche  den  beiden  gegebenen  parallel  sind.  Es  schneiden 
sich  die  beiden  Kreise  also  unter  denselben  Winkeln  als  die  beiden  gege- 
benen geraden  Linien.  Zwei  Parallellinien  entsprechen  zwei  sich  im 
Mittelpunkte  des  Hilfskreises  berührende  Kreise.  Wir  ziehen  hieraus 
den  Schluss,  dass  auch  alle  diejenigen  Sätze,  die  auf  Kreise  und  gerade 
Linien  Bezug  haben  und  Jn>ifcZ bezieh ungen  enthalten,  sich  übertragen 
lassen. 

L  Die  Summe  der  Innenwinkel  jedes  geradlinigen  Dreiecks  teträgt 
zwei  Hechte. 

n.   Wenn  ein  Dreieck  aus  den  Bogen  soklier  drei  Kreise,  welche  in 
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demselben  Punkte  siclh  schneiden,  gebildet  wird,  so  beträgt  die  Summe  der 
drei  Winkel  dieses  Dreiecks  zwei  Hechte. 

Wenn  dieser  zweite  Satz  zum  unmittelbaren  Beweise  vorgelegt 
wäre,  so  würde  man  sogleich  zum  Ziele  kommen,  wenn  man  sich  des 
geometrischen  Beweises  des  ersten  Satzes  erinnerte.  Dieser  letzte  Be- 
weis beruht  gewöhnlich  darauf,  dass  man  durch  einen  Winkelpunkt 
des  gegebenen  Dreiecks  eine  gerade  Linie  der  gegenüberliegenden 
Seite  parallel  zieht  und  dann  die  Sätze  über  Wechsel-  und  Gegen- 
winkel anwendet.  Dort  erhält  man  den  Beweis  ganz  ähnlich,  wenn 
man  durch  den  aus  den  Bogen  zweier  Kreise  gebildeten  Mittelpunkt 
einen  neuen  Kreis  legt,  der  den  dritten  Kreis  in  dem  festen  Punkte 
berührt. 

I.  Alle  Peripheriewinkel,  die  auf  demselben  Bogen  stehen,  sind  ein- 
ander gleich. 

II.  Wenn  ein  fester  Punkt  und  ein  Kreis  gegeben  sind  und  man 
nimmt  auf  dem  Umfange  des  Kreises  zwei  neue  feste  Punkte  beliebig  an 
und  beschreibt  dann  zwei  neue  Kreise,  die  sich  in  irgend  einem  dritten 
Punkte  des  Umfanges  des  gegebenen  Kreises  schneiden,  und  von  denen  jeder 
durch  den  gegebenen  festen  Punkt  und  durch  einen  der  beiden  andern 
festen  Punkte  geht,  so  ist  der  Durchschnittswinkel  solcher  zwei  Kreise  ein 
constanter,  wo  auch  der  dritte  Punkt  des  Umfanges  des  gegebenen  Kreises 
angenommen  werden  mag. 

Ich  könnte  diese  Beispiele  noch  beliebig  vervielfältigen,  begnüge 
mich  aber  beiläufig  nur  noch  zu  erwähnen,  wie  das  in  Rede  stehende 
Uebertragungsprincip    unmittelbar    die    Lösung    der    Aufgabe    liefert, 
„in  und  um  einen  gegebenen  Kreis  ein  solches  w-Eck  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  Bogen  von  Kreisen  sind,  die  alle  durch  einen  gegeb 
nen  Punkt  gehen  und  dessen  Winkel  einander  gleich  sind,"  wenn  sie 
sonst  nur  in  und  um  einen  gegebenen  Kreis  ein  regelmässiges  Poly — 
gon  von  n  Seiten  beschreiben  lässt. 

5.    Wenn  wir  irgend  zwei  concentrische  Kreise  durch  die  beide: 
Gleichungen: 

(y-/3)*  +  (*-«)2  =  e*, 

darstellen,  so  erhalten  wir,  indem  wir  der  Kürze  halber 

«2  +  ß*  -  Q*  =  Y,     «*  +  ß*~  Q'%  -  / 
nennen,  für  ihre  Polarkreise  folgende  Gleichungen: 


fr  -  %t+  (•  -  ¥Y-  ,*  **• 


y    /  y 

E 
7 
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und  für  die  gemeinschaftliche  Chorde  dieser  Kreise,  indem  wir  ab- 
ziehen und  reduciren, 

(4)  2ßy  +  2ax  =  B*. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung,  in  der  weder  o  noch  q'  vor- 
kommt; ist  ersichtlich^  dass  wenn  beliebige  concentrische  Kreise  ge- 
geben sind;  alle  ihnen  zugeordneten  Kreise  eine  gemeinschaftliche 
Chorde  haben,  und  dass  diese  Chorde  auch  die  gemeinschaftliche  Chorde 
des  Hilfskreises  und  desjenigen  jener  concentrischen  Kreise  ist,  der 
durch  den  Mittelpunkt  desselben  geht.  Alle  Polarkreise  haben  also 
dieselben  beiden  festen  Punkte  zu  zugeordneten  Polen.  Der  eine  dieser 
Punkte  ist,  was  unmittelbar  erhellet;  derjenige;  welcher  in  Beziehimg 
auf  den  Hilfskreis  zum  Mittelpunkte  der  concentrischen  Kreise  als  zu- 
geordneter Punkt  gehört.     Er  liegt  auf  der  geraden  Linie: 

ßy  +  ax  =  JP, 

und  steht  also  von  jener  gemeinschaftlichen  Chorde  (4)  so  weit  ab, 
als  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  der  Mittelpunkt  des  Hilfskreises. 
Dieser  Mittelpunkt  ist  also  der  zweite  jener  beiden  festen  zugeord- 
neten Punkte. 

Alle  Satze;  welche  sich  auf  concentrische  Kreise  beziehen  und 
blosse  Situations-  und  Winkelbeziehungen  enthalten;  lassen  sich  also 
auf  solche  Kreise* unmittelbar  übertragen,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche (ideale)  Chorde  haben.  Ich  begnüge  mich  mit  einem  einzigen 
Beispiele. 

I.  Ein  solcher  Winkel,  dessen  Scheitel  auf  dem  Umfange  eines 
Ton  zwei  gegebenen  concentrischen  Kreisen  fortrückt;  während  seine 
beiden  Schenkel  den  andern  derselben  berühren,  bleibt  constant. 

II.  Deijenige  Winkel,  welcher  von  zwei  Kreisen  gebildet  wird, 
die  sich  in  irgend  einem  Punkte  eines  Ton  irgend  zwei  gegebenen, 
keinen  Punkt  gemein  habenden  Kreisen  schneiden;  den  andern  dieser 
Kreise  berühren  und  überdies  durch  einen  derjenigen  beiden  Punkte 
gehen;  die  in  Beziehung  auf  die  beiden  gegebenen  Kreise  zugeordnete 
Pole  sind;  ist  von  constanter  Grosse. 

6.    Es  seien 

(*-/*)*  +  (*-«)'  =  ?*, 

■>  -  ßJ  +  0  -  «7  -  9* 

die  Gleichungen  irgend  zweier  gegebener  Kreise,  und  hiernach,  indem  wir 

a'  +  f-f-y,     *»  +  ß'*  -  ,- -  f 

setzen,  die  Gleichungen  der  Polarkreise: 
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Wir  wollen  untersuchen,  welche  Lage  der  Hilfskreis  in  Beziehung  auf 
die  beiden  gegebenen  Kreise  haben  muss;  damit  die  Radien  der  beiden 
Polarkreise  einander  gleich  seien.    Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn 


y ,    y 

das  heisst,  wenn 


—  =  -\ — i) 

Q  —9 


*+J*j= £*  =  +  «''  +  F*  -  »'' 


Der  Mittelpunkt  des  Hilfskreises  ist  hierbei  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten.  Verlegen  wir  die  Axen  so,  dass  die  Coordinaten  jenes 
Mittelpunktes  y  und  x  werden,  so  kommt: 

(y  -  fl'  +  (*  -  «)'  -  Q'        ,    (y-n>  +  (*-«')>-g'a 

— -  _^ . . 

Diese  Gleichung  stellt  also,  wenn  wir  y  und  x  als  veränderlich  be- 
trachten, den  Ort  derjenigen  Punkte  dar,  in  welchem  der  Mittelpunkt 
des  Hilfskreises  angenommen  werden  muss,  damit  die  Radien  der 
beiden  Polarkreise  gleich  werden.  Im  zweiten  Paragraphen  dieser 
Aphorismen*)  haben  wir  gesehen,  dass  die  letzte  Gleichung  denjenigen 
Kreis  darstellt,  welcher  aus  einem  der  beiden  homologen  Punkte  der 
beiden  gegebenen  Kreise  als  Mittelpunkte  beschrieben  wird  und  mit 
diesen  Kreisen  dieselbe  gemeinschaftliche  Chorde  hat 

Da  ferner,  wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind,  diejenigen  drei 
neuen  Kreise,  welche  aus  solchen  drei  homologen  Punkten  je  zweier 
der  drei  gegebenen  Kreise,  die  in  gerader  Linie  liegen,  als  Mittel- 
punkten beschrieben  werden,  und  mit  den  bezüglichen  gegebenen 
Kreisen  dieselben  gemeinschaftlichen  Chorden  haben,  in  denselben 
beiden  Punkten  sich  schneiden  (Aphorismen  II  **)),  so  können  wir  einen 
solchen  Durchschnittspunkt  zum  Mittelpunkte  des  Hilfskreises  nehmen 
und  erhalten  alsdann  solche  drei  den  gegebenen  zugeordnete  Kreise, 
deren  Radien  einander  gleich  sind. 

Alle  Sätze  also  über  zwei  und  drei  beliebige  Kreise  von  gleichen 
Radien,  welche  nur  Lagen-  und  Winkelbeziehungen  enthalten,  lassen 
sich  unmittelbar  übertragen  auf  beliebige  Kreise  mit  beliebigen  Radien. 
Und  überhaupt  alle  möglichen   Constructionen,   welche  sich   auf   drei 

*)  [Tg1-  s-  25°  dieser  Ausgabe.] 
**;  [Vgl.  S.  250  dieser  Ausgabe.] 
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gleiche  gegebene  Kreise  beziehen,  in  welchen,  was  das  Endresultat  be- 
trifft, nur  Kreise  und  gerade  Linien  in  Betracht  kommen,  lassen  sich 
auch  dann  ausführen,  wenn  statt  der  drei  gleichen  Kreise  irgend  drei 
beliebige  gegeben  sind. 

Es  ist  zum  Beispiel  leicht,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  drei 
gegebene  gleiche  Kreise  gleichartig  berührt.  Diese  Bemerkung  liefert 
uns  eine  neue  Construction  des  Apollonischen  Problems  der  Tactionen, 
wenn  irgend  drei  "beliebige  Kreise  gegeben  sind,  die  von  einem  vierten 
berührt  werden  sollen.  Man  bestimme  auf  die  eben  erwähnte  Art 
den  Mittelpunkt  eines  Hilfskreises,  so  dass  die  den  gegebenen  zugeord- 
neten Kreise  einander  gleich  werden,  und  construire  dann  diejenigen 
beiden  Kreise,  welche  die  drei  gleichen  zugeordneten  Kreise  gleichartig 
berühren.  Die  Polarkreise  der  beiden  so  bestimmten  Kreise  sind  als- 
dann zwei  verlangte. 

Ich  gehe  in  kein  Detail  dieser  Construction  hier  ein,  weil  in  dem 
folgenden  Paragraphen,  dem  der  gegenwärtige  hier  seine  Stelle  ver- 
dankt, noch  ein  anderes  Beispiel  der  letzten  Uebertragungsweise  vor- 
kommen wird. 


19. 


Analytisch  -  geometrische  Aphorismen  VI. 

(Crelle's  Journal,  Band  11,  S.  356—860.  1831.) 


Ueber  die  Steiner'eche  Verallgemeinerung  der  Malfatti'schen  An 

1.    Bevor  ich  zur  Construction  der  genannten  Aufgabe: 

„Wenn  irgend  drei  Kreise  gegeben  sind,  drei  neue 
Kreise  zu  beschreiben,   von  denen  jeder   die   beiden  ü 
und  zwei  der  drei  gegebenen  berührt/' 
übergehe,  inuss  ich  den  folgenden  Satz  vorausschicken. 

Wenn  irgend  ewei  gegebene  Kreise  von  irgend  einem  dritten 
ausserhalb  berührt  werden  und  man  von  irgend  einem  Punkte  ih 
meinschaftlichen  Chorde  zwei  Tangenten  an  dieselben  sieht,  so  Jean 
einen  neuen  Kreis  bescJireiben,  ivelcher  den  dritten  Kreis  in  einem 
beiden  Durchschnittspunkte  mit  der  gemeinschaftlichen  Chorde  % 
gleicher  Zeit  jene  beiden  Tangenten  berührt 

Ich   beabs 
bei  der  Aufsi 
dieses  Satzes 
wegs  Allgemc 
und  in  der  ] 
beziehe     ich 
mit    blosser 
sieht    auf   da 
gende,  auch  ^ 
um  nur  auf  d 
sonderen  Fall 
die    beiden   g 

Fig.  so.  nen  Kreise  « 

rühren,     und 

ausserhalb.  Hiernach  seien  C  und  C  die  beiden  gegebenen  sich  aus* 

berührenden  Kreise;  y  sei  irgend  ein  Kreis,  der  beide  ausserhalb  b 
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J  sei  die  gemeinschaftliche  Chorde  (innere  gemeinschaftliche  Tan- 
te), PQ  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  gege- 
Len  Kreise  C  und  C.  Von  irgend  einem  Punkte  0  auf  der  gemein- 
aftlichen  Chorde  ON  dieser  Kreise  seien  an  dieselben  die  beiden 
igenten  OP  und  OQ  gelegt.     Dies  vorausgesetzt,  beruht  der  Beweis 

vorstehenden  Satzes  darauf,  zu  zeigen,  dass  es  einen  solchen  Kreis 
bt,  der  den  Kreis  y  in  N'  (einem  der  beiden  Durchschnittspunkte 
8e8  Kreises  und  der  gemeinschaftlichen  Chorde  ON)  und  überdies 
?  und  OQ  berührt. 

Alle  beliebigen  Kreise,  welche  zwei  gegebene  C  und  C  ausser- 
lb  berühren,  werden  von  der  gemeinschaftlichen  Chorde  dieser  beiden 
gebenen  unter  constanten  Winkeln  geschnitten,  und  zwar  unter  den- 
Iben  Winkeln  als  die  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
iden  letztgenannten  Kreise.  Dies  ergiebt  sich  sogleich  und  ist  im- 
icite  schon  in  der  195.  Nummer  des  ersten  Bandes  meiner  „Entwich- 
ngen"  enthalten.  Die  Tangenten  eines  solchen  Berührungskreises  y, 
dessen  Durchschnittspunkten  mit  der  gemeinschaftlichen  innern  Tan- 
nte  der  beiden  gegebenen  Kreise,  sind  also  den  äussern  gemeinschaft- 
heii  Tangenten  dieser  Kreise  parallel.  So  ist  Q'P,  die  Tangente 
-ZV',  der  gemeinschaftlichen  Tangente  QP  parallel.  Nun  berührt 
t  ferner,  nach  einem  Satze  des  §  IV  dieser  Aphorismen*),  der- 
ge  Kreis,  welcher  die  beiden  geraden  Linien  OP  und  OQ  be- 
rt,  und  durch  N,  den  Durchschnittspunkt  der  gemeinschaftlichen 
*<Je  ON  und  der  gemeinschaftlichen  Tangente  PQ,  geht,  zugleich 
^  diese  Tangente  in  dem  letztgenannten  Punkte  N.  Es  berührt 
1    auch  ein  Kreis,  welcher  dieselben  beiden  geraden  Linien  OP  und 

berührt  und  durch  N',  einen  Punkt  von  ON7  geht,  die  gerade 
i«  P Q\  die  durch  Nf  geht  und  mit  OP  parallel  ist,  und  folglich 
jta  den  Kreis  y  in  N'. 

2.  Wir  wollen  nun  (Fig.  51)  von  den  beiden  sich  ausserhalb  be- 
fturenden  Kreisen  a  und  c  als  gegeben  ausgehen  und  irgend  einen 
ntten  Kreis  B  beschreiben,  der  beide  ausserhalb  berührt.  Dieser 
fois  werde  in  B'  von  NB',  der  gemeinschaftlichen  Chorde  (Tangente) 
«*  Kreise  a  und  c,  geschnitten.  Man  beschreibe  ferner  einen  beliebigen 
uvis  ß,  der  den  Kreis  B  in  B'  ausserhalb  berührt.  Alsdann  schnei- 
fcn  sich  nach  dem  vorausgeschickten  Satze  zwei  gemeinschaftliche 
tottere  Tangenten  der  Kreispaare  a  und  ß,  c  und  ß,  nämlich  die 
•dden  geraden  Linien  C'N  und  A' N,  in  irgend  einem  Punkte  N  von 
^.B7,  der  gemeinschaftlichen  Chorde  von  a  und  c.     Wir  können  hier- 


*)  [Vgl.  S.  266  dieser  Ausgabe.] 


286 


Analytisch -geometrische  Aphorismen  VI. 


nach  ferner  einen  Kreis  b  beschreiben,  welcher  die  beiden  Kreise  a  und 
c  bezüglich  auf  NC  und  N'A  berührt.  Wir  wollen  endlich  zwei  neue 
Kreise  C  und  A  mit  beliebigen  Radien  beschreiben;  von  welchen  der 
erste  die  beiden  Kreise  b  und  a,  und  der  zweite  die  Kreise  b  und  c 
ausserhalb  berührt.  Nach  dem  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  ge- 
stellten Satze  können  wir  hiernach  endlich  noch  zwei  solche  Kreise 
beschreiben,   von   welchen    der    eine,   y,   den  Kreis  C  in   C,  einem 


Fig.  51. 

Durchschnitte  mit  NC,  und  überdies  die  beiden  geraden  Linien  Jf^ 
und  NB ',  und  von  welchen  der  andere,  a,  den  Kreis  A  in  A'f  eine*** 
Durchschnittspunkte  mit  NA',  und  überdies  die  beiden  geraden  Linie*1 
NB'  und  NC  berührt. 

Auf  die  Weise  sind  wir  zu  einer  Construction  gekommen,  die  deT~ 
jenigen  des  IV.  Paragraphen  (Fig.  46)  vollkommen  analog  ist.    Es  sin** 
bloss    die    drei  Kreise  B}  A  und   C  an   die  Stelle   der  drei   geraden 
Linien  BC}  AC  und  AB  getreten.     In  beiden  Fällen  schneiden  sich 
drei  innere  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Kreise  a,  ß  und  y,  wenn 
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ir  diese  Kreise  paarweise  zusammenstellen,  in  einem  und  demselben 
unkte,  in  N,  und  hieraus  folgt  in  der  letzten  Construction  wie  in 
er  ersten,  dass  die  drei  übrigen  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
erselben  Kreise  sich  ebenfalls  in  einem  und  demselben  Punkte,  in  M 
shneiden.  Es  kommt  also  im  vorliegenden  Falle  wiederum  nur  darauf 
n,  die  drei  in  M  sich  schneidenden  geraden  Linien  zu  kennen,  um, 
renn  die  drei  Kreise  A,  B  und  C  gegeben  sind,  zunächst  die  Kreise 
,  ßy  y  und   dann  die  verlangten  Kreise  a,  b  und  c  zu  construiren. 

3.  Wenn  die  drei  gegebenen  Kreise  A,  B  und  C  einander  gleich 
ind,  so  wird  man  durch  eine  etwas  ermüdende  Eliminationsrechnung 
—  die  der  in  einer  Note  dem  IV.  Paragraphen  beigefügten  ähnlich 
st,  und  die  ich  hier  nicht  unternehme,  weil  ich  glaube,  dass  sie  sich 
lurch  eine  einfache  allgemeine  Betrachtung  wird  ersetzen  lassen  —  finden, 
iass  für  diesen  Fall  die  drei  in  Jü  sich  schneidenden  geraden  Linien  die 
gemeinschaftlichen  Chorden  je  zweier  der  drei  gegebenen  Kreise  sind. 

Für  den  vorliegenden  besonderen  Fall  ergiebt  sich  hiernach  fol- 
gende Construction: 

I.  Man  beschreibe  die  drei  gemeinschaftlichen  Chorden  der  drei 
regebenen  gleichen  Kreise  A}  B  und  C,  die  sich  in  irgend  einem 
'unkte  M  alle  drei  schneiden. 

IL  Man  beschreibe  drei  neue  Kreise  a,  ß,  y,  von  welchen  jeder 
neu  der  drei  gegebenen  ausserhalb  berührt  und  ausserdem  die  beiden 
naeinschaftlichen  Chorden  des  letztgenannten  und  jedes  der  beiden 
urigen  gegebenen. 

IH  Die  drei  gemeinschaftlichen  Chorden  der  drei  gegebenen  Kreise 
*<i  alsdann  innere  gemeinschaftliche  Tangenten  der  drei  Kreise  et,  ß 
<i  y.  Man  ziehe  hiernach  die  drei  übrigen  inneren  gemeinschaft- 
ten  Tangenten  dieser  Kreise.  Es  werden  sich  dieselben  alsdann  in 
i^xn  und  demselben  Punkte,  in  N  schneiden. 

IV.  Jeder  der  gesuchten  Kreise  a,  b  und  c  berührt  alsdann  zwei  der 
^7~sich  schneidenden  geraden  Linien  und  ist  daher  leicht  zu  construiren. 

Vereinfachungen  der  vorstehenden  Construction  bieten  sich  von 
*l\>et  dar,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  in  N  sich  schneidenden 
ertclen  Linien  durch  die  Berührungpunkte  A\  Br  und  C  der  drei 
^ispaare  A  und  a,  B  und  ß,  C  und  y  gehen. 

4.  Nach  der  letzten  Nummer  des  vorigen  Paragraphen  erhalten 
TO  aus  der  vorstehenden  Construction  des  speciellen  Falles  unserer 
Abgabe  die  Construction  der  allgemeinen  Aufgabe: 

Wenn  irgend  drei  beliebige  Kreise  gegeben  sind,  drei  solche  neue 
Kreise  zu  beschreiben^  vm  welchen  jeder  die  beiden  übrigen  und  zwei  der 
(frei  gegebenen  berührt. 
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I.  Man  beschreibe  aus  den  äusseren  homologen  Punkten  je  zweier 
der  drei  gegebenen  Kreise  A,  B  und  C  als  Mittelpunkten  drei  neus 
Kreise ,  welche  mit  den  bezüglichen  gegebenen   eine  gemeinschaftlich» 
Ghorde   haben;   oder  mit   andern   Worten,   man   halbire   die  Winkel, 
welche  die  drei  gegebenen  Kreise  paarweise  mit  einander  bilden,  durcb. 
drei   neue   Kreise.     Diese   drei   neuen   Kreise,   die   wir   durch   (AB)^ 
(AC)  und  (BC)  unterscheiden  wollen,  schneiden  sich  bekanntlich  in. 
denselben  beiden  Punkten  (Aphorismen,  §  II)  *).    Diese  Punkte  seien 
P  und  31. 

II.  Man  beschreibe  einen  neuen  Kreis  a,  welcher  die  Kreise  A, 
{AB)  und  (AC),  einen  Kreis  ß,  welcher  B}  (AB)  und  (BC),  und 
einen  Kreis  y,  welcher  C,  (AC)  und  (BC)  so  berührt,  dass  die  Be- 
rührung von  a  und  ß  mit  (AB),  von  a  und  y  mit  (AC)  und  von  ß 
und  y  mit  (BC)  eine  ungleichartige  ist 

III.  Man  beschreibe  drei  neue  Kreise,  welche  alle  drei  durch 
einen  der  beiden  Punkte  P  oder  M,  etwa  durch  den  ersteren  derselben 
gehen  und  die  respective  die  Kreise  a  und  ß,  a  und  y}  ß  und  y  un- 
gleichartig berühren.  Diese  Kreise,  welche  wir  durch  (aß),  (ay)  und 
(ßy)  bezeichnen  wollen,  schneiden  sich  alsdann  noch  in  einem  und 
demselben  zweiten  Punkt.     Dieser  Punkt  sei  JV. 

IV.  Von  den  verlangten  drei  Kreisen  berührt  alsdann  der  erste  a 
die  vier  Kreise  B,  C,  (aß)  und  (ay),  der  zweite  b  die  Kreise  Af  C, 
(aß)  und  (ßy),  und  der  dritte  c  die  Kreise  A,  B,  (ay)  und  (ßy). 

Ich  füge  hier  keine  Figur  hinzu,  weil  eine  solche  sich  schon  in 
dem  ersten  Bande  dieses  Journals  vorfindet,  und  man  auch,  in  Er- 
mangelung dieses  Bandes,  leicht  an  der  Figur,  welche  zu  der  vorigen 
Nummer  gehört,  sich  orientiren  kann,  indem  man  den  Punkt,  den  wir 
P  genannt  haben,  sich  hier  unendlich  weit  entfernt  denkt. 

Im  Jahre  1826  hat  Herr  Steiner  die  vorliegende  Aufgabe,  die 
man  damals  ach  den  Schwierigkeiten,  welche  ausgezeichnete  Geometer 
bei  der  Behandlung  der  blossen  Malfatti'schen  Aufgabe  gefunden 
hatten,  für  unüberwindlich  zu  betrachten  geneigt  sein  mochte,  als  Ver- 
allgemeinerung der  Malfatti'schen  Aufgabe  ausgesprochen  und,  jedoch 
ohne  Spur  irgend  einer  Rechtfertigung,  eine  Construction  hinzugefügt, 
die  im  Wesentlichen  mit  der  vorstehenden  übereinstimmt  **).  Bald 
nachher  wurde  die  Steiner'sche  Construction  auch  in  den  zu  Mont- 
pellier erscheinenden  Annalen  zur  Rechtfertigung  vorgelegt;  aber 
so  viel  ich  weiss,  ist  durchaus  nichts  weiter  erfolgt  und  die  Richtigkeit 


*)  [Vgl.  S.  249  und  250  dieser  Ausgabe.] 
**)  S.  Crelle's  Journal,  Band  1,  S.  180. 
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ener  Construction  bis  jetzt  problematisch  geblieben.  Was  bei  der 
Aussage  der  eben  genannten  Construction  befremden  muss,  ist,  dass  . 
nit  keiner  Silbe  angedeutet  ist,  dass  die  oben  durch  (AB),  (AC) 
BC),  (aß),  (ay)  und  (ßy)  bezeichneten  Kreise  alle  sechs  (und  nicht 
)loss  die  drei  ersten)  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen;  denn 
>ben  dadurch  ist  doch  die  Construction  der  allgemeinen  Aufgabe  mit 
ler  Construction  der  Malfatti'schen  verknüpft. 

5.  Die  Construction  der  Stein  ergehen  Verallgemeinerung  der 
llalfatti'schen  Aufgabe,  die  wir  in  der  vorigen  Nummer  aufgestellt 
laben,  ist  wahrscheinlich  noch  nicht  die  einfachste.  Man  kann  viel- 
eicht unmittelbar  (Fig.  51),  wenn  wir  von  den  drei  Kreisen  A,  B 
ind  C  ausgehen,  auf  leichte  Weise  die  drei  in  M  sich  schneidenden 
geraden  Linien  construiren. 

6.  Herr  Steiner  erweitert  die  Aufgabe,  welche  den  Gegenstand 
lieses  Paragraphen  bildet,  indem  er  dieselbe  auf  die  Kugeloberfläche 
md  auf  beliebige  Oberflächen  zweiter  Ordnung  überträgt.  Dies  ge- 
ßhieht  unmittelbar  mit  Hilfe  eines  Uebertragungsprincipes,  das  ich 
chon  früher  zur  Anwendung  gebracht  hatte  und  das  mit  der  Aufgabe 
elbst  in  keiner  Beziehung  steht.     Interessant  wäre  folgende  Aufgabe: 

In  die  Winkelpunkte  eines  Polygons  von  n  Seiten  n  Kreise  so  zu 
eschreiben,  dass  jeder  Kreis  den  vorhergehenden  und  den  nachfolgenden 
eruhrt. 

Und  dann  konnte  man  an  die  Stelle  der  n  Seiten,  von  welchen 
as  Polygon  gebildet  wird,  n  beliebige  Kreise  setzen. 


Plücker,  Werke.    I.  19 


20. 

Ueber  solche  Punkte,  die  bei  Curven  einer  höhern  Ordnnng  aL; 
der  zweiten  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte  entsprechen. 

(Crelle's  Journal,  Band  10,  8.  84—91.  1882.) 

1.  So  unbeholfen  auf  der  einen  Seite  die  Einführung  der  Brenn- 
punkte in  die  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  und  immer  bleiben  wird, 
wenn  man  dieselben  durch  Gleichungen  zwischen  gewöhnlichen  Punkt- 
coordinaten  darstellt,  so  natürlich  geht  auf  der  andern  Seite  die 
Definition  jener  Punkte  aus  der  Darstellung  der  Kegelschnitte  durch 
Gleichungen  zwischen  den  neuen  Liniencoordinaten  hervor.  Die  Beant- 
wortung der  Frage,  welche  einfachere  Formen  die  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwischen  diesen  Coordinaten  durch  blosse  Ver- 
legung des  Anfangspunktes  annehmen  kann,  enthält  die  Discussion 
der  verschiedenen  Fälle,  welche  jene  Gleichung  umfasst  und  giebt  zu- 
gleich die  Definition  und  die  Bestimmung  der  Brennpunkte*).  Die 
Definition,  welche  auf  diesem  Wege  uns  entgegentritt,  knüpft  sich  an 
ein  paradox  scheinendes  analytisches  Factum  an,  dass  nämlich,  wenn 

taiig  <p  =  +  V—  1 , 
man  immer  hat: 

tang(<p  +  ^)  =  +  l/-l, 

welchen  reellen  oder  imaginären  Bogen  rp  auch  darstellen  mag.    Denn 

es  ist: 

.  tang  u>  +  tang  <p  tang  t^  +  }/^l  .    .,/ 

°  v  '         1  —  tang  q>  tang  y        1  +  tang  ip  y—  1         — 

Nun  sind  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  solche  Punkte, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  wenn  man  die  Richtung  der  beiden 
durch  einen  solchen  Punkt  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnittes 
bestimmt,  man  für  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche 

*)  Analytisch-geometrische  Entwicklungen.   Band  II,  Abschnitt  II,  §  1. 
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diese  Tangenten  mit  der  ersten  Axe  und  folglich  mit  jeder  beliebigen 
geraden  Linie  bilden,  +}/ —  1  erhält.  Auf  gewisse  Weise  kann  man 
also  sagen,  „dass  jede  durch  den  Brennpunkt  gehende  (imaginäre)  ge- 
rade Linie  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  ist." 

2.  Die  in  dem  Vorstehenden  aufgestellte  Definition  der  Brenn- 
punkte scheint  mir  die  einzig  allgemeine  zu  sein.  Um  das  Imaginäre 
in  der  Aussage  derselben  zu  vermeiden,  können  wir  dieselbe  auf  mehr- 
fache Weise  geometrisch  umschreiben*).  Wir  wollen  hier  dieselbe 
Definition  auf  beliebige  algebraische  Curven  ausdehnen. 

Derjenige  Punkt  in  der  Ebene  irgend  einer  gegebenen  algebraischen 
Curve,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  zwei  durch  denselben  gehende 
Tangenten  der  Curve  mit  einer  beliebigen  geraden  Linie  Winkel  bildeti, 
deren  beide  trigonometrischen  Tangenten  +  Y —  1  sind,  heisst  ein  Brenn- 
punkt der  Curve. 

3.  Wir  wollen  irgend  eine  solche  Curve  betrachten,  an  welche 
sich  von  irgend  einem  gegebenen  Punkte  aus  im  Allgemeinen  n  Tan- 
genten legen  lassen.  Diese  Curve  können  wir  alsdann  durch  die  all- 
gemeine; Gleichung  des  n**"  Grades  zwischen  den  Liniencoordinaten  w 
und  v  darstellen,  (w  und  v  beziehen  sich  bekanntlich  auf  irgend  eine 
beliebige  Tangente  der  Curve,  ( — w)  bedeutet  das  Segment,  das  diese 
Tangente  von  der  zweiten  Coordinatenaxe  abschneidet,  ( — v)  die  tri- 
gonometrische Tangente  des  Winkels,  welchen  sie  mit  der  ersten  Axe 
bildet.)  Diese  Gleichung  sei,  indem  wir  rechtwinklige  Coordinatenaxen 
voraussetzen  und  der  Kürze  wegen  das  Aggregat  aller  Glieder,  welche 
w  enthalten,  in  das  Symbol  &  zusammenfassen,  folgende: 

(1)  ß  +  Av*+  Bv"~l  +  Cv"-2  +  DV-*  +  Ev*-*1 1- Mv  +  N=0. 

Um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  irgend  einen  Punkt  (y,  x) 
zu  verlegen,  brauchen  wir  bloss 

w  mit  w  —  xv  —  y**) 

zu  vertauschen.    Die  resultirende  Gleichung  hat  alsdann  dieselbe  Form. 
Sie  sei  folgende: 

(2)  Ä'+  A'v*  +  JB'v*-1  +  C'«—»  +  D'v»-*  +  Kv»-4*  H 

+  M'v  +  N*=0. 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  w  =  0  setzen,  so  verschwindet  bloss 
SL'  und  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  durch  den  neuen  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  gehenden  Tangenten  der  gegebenen  Curve 
erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

*)  Entwicklungen,  Band  II,  8.  64. 
**)  Entwicklangen,  Band  II,  S.  40. 
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(3)    Ä  V  +  B'v»-1  +  Ctf—  +  DV-S  +  .E>-*-| (-  M'v+ JT=  0. 


J 


Setzen  wir  in  diese  Gleichung  -\-}/ —  1  für  v,   so  erhalten  wir, 
wenn  die  Gleichung  befriedigt  werden  soll,   indem   wir  einerseits  die^^  e 
imaginären;  andrerseits  die  reellen  Glieder  annulliren,  folgende  beid 
Bedingungen: 

(4)  A'-  C'+E' 0, 

(5)  B'-D'+ =0. 

Diese  beiden  Gleichungen  müssen  also,  der  Definition  der  Brennpun 
gemäss,  befriedigt  werden,  wenn  der  neue  Anfangspunkt  ein  Brenn 
punkt  sein  soll.  Die  einzelnen  Glieder  in  den  letzten  Gleichunge 
erhalten  ihre  geometrische  Bedeutung  aus  der  allgemeinen  Theorie  deK=  -r 
Gleichungen.  Denn  bezeichnen  wir  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  (3"  -») 
durch 


*u  v*>  vs,  v4, vn, 


so  ist  bekanntlich 


H'  

-77  gleich  der  Summe  dieser  Wurzeln,  t 

C 

-tt  gleich  der  Summe  der  Produkte  je  zweier  dieser  Wurzeln, 

^j/         ff  7t  »  v  n  n    d^GlOr  n  n 

A'       ff         f>         ff         ff  fj  ff  vier  n  n 

vorausgesetzt,  dass  wir  alle  Wurzeln  mit  entgegengesetztem  Zeich« 
nehmen. 

Für  n  =  3  reduciren  sich  die  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5)  a~^s  auf 

(6)  A'-C'=0, 

(7)  2T-D'— 0; 
für  n  =  4  auf 

(8)  A'—  C'+E'=  0, 

(9)  JB'~Z)'=0. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  sind  identisch  mit: 

(10)  1  -  (vtv2  +  vtv9  +  vfv$)  =  0, 

(11)  vt  +  v2  +  v8  —  vtv2v3  =  0; 
und  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  mit 

(12)  1  —  (vxvt  +  vxv%  +  vxvA  +  v2vz  +  vtt\  +  t;,t;4)  +  v^v^  — 

(13)  Vt  +  V2  +  V3  +  Vi  —  (VXV2V$  +  VjVj^  +  vtv9vA  +  v2vzv^  —  0. 


4). 
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Die  vier  letzten  Gleichungen  ändern  sich  nicht,  wenn  wir  die  Zeichen 
der  verschieden  markirten  v  alle  ändern.  Indem  wir  diese  v  aber 
negativ  nehmen,  bezeichnen  dieselben  die  trigonometrischen  Tangenten 
der  Winkel,  welche  die  durch  den  neuen  Anfangspunkt  gehenden,  die 
gegebene  Gurve  berührenden  geraden  Linien  mit  der  ersten  Coordinaten- 
axe  bilden. 

4.    Wenn  aber  ganz  allgemein 

Wl>    W2>    ™Z}    WA> Wn 

Winkel  sind,  zu  welchen  als  trigonometrische  Tangenten 

Vn   *>„    «>3>   *>*; vn 

gehören,  so  ist 

(14)      tang  (wx  +  u2  +  w^+  wA-\ f-  wn)  --      "~      +      ~" 


A - C  +  E - 


B       O      I)      E      F 

wenn   —  >  -j  >    v  >  -j>  -j  u.  s.  w.  die  obige  Bedeutung  haben.    Dieses 

Resultat  ergiebt  sich  auf  dem  Wege  der  Induction  ohne  alle  Mühe, 
und  ist  auch  schon  von  Joh.  Bernoulli  mitgetheilt  worden*). 

Hiernach  stellen  sich  die  in  der  vorigen  Nummer  enthaltenen 
geometrischen  Beziehungen  sehr  einfach  dar.  Die  Gleichungen  (4)  und 
(5)  sind  nämlich  mit  folgenden  beiden  gleichbedeutend: 

*i  +  w%  +  *s  +  w\  + +  w*  ==  --y—  %> 

u>\  +  ™%  +  w&  +  wi  -\ ■  ■  +  Wn  =  ™  n, 

wenn  m  eine  ganze  und  gerade  Zahl  bedeutet.  Die  erste  dieser  beiden 
Gleichungen  sagt  allein  für  sich  aus,  dass  die  Summe  derjenigen 
Winkel,  welche  die  n  durch  den  neuen  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
gehenden  Tangenten  der  Curve  mit  der  ersten  Axe  bilden,  gleich 
(m  +  1)  rechten  Winkeln  ist,  die  zweite  Gleichung  für  sich  allein 
genommen,  dass  dieselbe  Summe  gleich  m  rechten  Winkeln  ist.  Da 
wir  für  den  Winkel,  den  eine  gerade  Linie  mit  der  ersten  Axe  bildet, 
einen  positiven  und  einen  negativen  nehmen  können,  deren  arithme- 
tische Summe  gleich  %  ist,  so  können  wir,  ohne  der  Allgemeinheit 
Abbruch  zu  thun,  in  den  letzten  beiden  Gleichungen  m  =  0  setzen, 
so  dass  dieselben  in  folgende  übergehen: 

(15)  IVX   +  lt'2  +  tt>8  +  U>4  + +  ^n  =  i*  7 

(16)  tvl  -f-  w%  -f-  w3  +  wA  + +  wn  =  0. 

*)  Opera  T.  II.  n.  CXXVII. 
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5.  Nun  sind  zuvorderst  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  erstens  kann 
n  eine  gerade  und  zweitens  eine  ungerade  Zahl  sein.  Im  ersten  Falle 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  n  Winkel,  welche  jene  n  durch  den  neuen 
Anfangspunkt  gehenden  Tangenten  mit  der  zweiten  Coordinatenaxe 
bilden,  durch 

*1>    &2>    ^3>    ^4; *» 

bezeichnen,  nach  einander  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen 

♦1  +  *i  +  *«  +  ^4  + f"  *«  =  iÄ  —  n  •  iÄ  °der  ■■  i*> 

*i  +  *«  +  ^3  +  ^4  H h  *»  =  ~  w  •  iÄ  oder  ~  °- 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  also  keine  andern  als  die  bezüg- 
lichen Gleichungen  (15)  und  (16),  selbst  wenn  wir  alle  Winkel,  statt 
von  der  ersten  Axe  an,  von  der  zweiten  Axe  an  rechnen.  Zu  demselben 
Resultate  kommen  wir  auch  auf  anderm  Wege.  Wenn  wir  z.  B.  die 
beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  durch  das  Produkt  vxv%v%v^  dividi- 
ren,  so  kommt: 

(12a)   l.1-. 1.1 

v       '     vx    vt    v3    v4 

_ri.i+.1 .1+1.1+  l.  i+i.  i+i..  ii+i.0, 

(13a)  1.1.1+1.1.1+1.1.1+1.1.1 


_[l  +  !  +  i  +  !]  =  0. 


Diese  Gleichungen  sind  keine  andern  als  die  ursprünglichen,  wenn  wir 
in  diesen  an  die  Stelle  der  Tangenten  Gotangenten  setzen. 

Wenn  zweitens  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  verwandeln  sich  die 
Gleichungen  (15)  und  (16)  in  folgende: 

#1  +  #2  +  #8  +  #4  +  •  •  •  •  +  &n  =  0, 

^i  +  ^  +  ^  +  ^J h  *»  =  4*, 

und  man  sieht,  dass  diese  Gleichungen  wiederum  keine  andern  sind 
als  die  ursprünglichen,  wenn  wir  die  Ordinatenaxe  mit  der  Abscissen- 
axe  vertauschen.  Aber  hier  stimmt  die  erste  der  neuen  Gleichungen 
mit  der  zweiten  der  alten,  und  die  zweite  von  jenen  mit  der  ersten 
von  diesen  überein.  Dasselbe  finden  wir  bestätigt,  wenn  wir  z.  B. 
die  beiden  Gleichungen  (10)  und  (11)  durch  vxv2v9  dividiren,  wonach 

(10a)  £  +  £  +  -i-vi-i-0' 

(lla)  i_[i.i+  i .  1  +  1. 11=0 

kommt. 
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Der  neue  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  durch  die  beiden 
Gleichungen  (4)  und  (5)  bestimmt.  Jede  dieser  Gleichungen  für  sich 
stellt,  wenn  wir  die  Coordinaten  desselben,  y  und  x,  als  veränderlich 
betrachten,  eine  Curve  dar,  und  jeder  Durchschnitt  dieser  zwei  Curven 
kann  für  den  neuen  Anfangspunkt  genommen  werden  und  ist  also  ein 
Brennpunkt  der  ursprünglich  gegebenen  Curve. 

Die  Gleichung  (5),  die  wir  zuerst  betrachten  wollen,  steigt,  wo- 
von man  sich  leicht  überzeugt,  in  Beziehung  auf  y  und  x  im  Allge- 
meinen bis  zum  wton  Grade.  Sie  ist  die  Gleichung  des  geometrischen 
Ortes  für  diejenigen  Punkte,  durch  welche  solche  n  Tangenten  der 
gegebenen  Curve  gehen,  welche  mit  der  ersten  Axe  Winkel  bilden, 
deren  Summe  gleich  Null  ist.  Diese  Curve  geht  also  durch  die  Brenn- 
punkte der  gegebenen  Curve  ntor  Classe.  Nach  den  beiden  ersten 
Nummern  thut  dasselbe  jede  andere  analoge  Curve  nter  Ordnung,  wenn 
wir  die  erste  Axe  beliebig  ändern.  Denn  wenn  der  Anfangspunkt 
einer  der  Brennpunkte  der  gegebenen  Curve  nter  Classe  ist,  so  ändert 
diese  Curve  die  durch  das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  (4) 
und  (ö)  bestimmte  Form  ihrer  Gleichung  auch  dann  nicht,  wenn  man 
das  Axensystem  beliebig  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sich 
drehen  lasst. 

Die  Gleichung  (4)  stellt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
eine  solche  Curve  n*'  Ordnung  dar,  durch  deren  jeden  Punkt  solche 
n  Tangenten  der  gegebenen  Curve  n**  Classe  gehen,  welche  mit  der 
ersten  Axe  n  Winkel  bilden,  deren  Summe  gleich  \%  ist.  Wenn  n  eine 
ungerade  Zahl  ist,  so  können  wir  dieselbe  Curve  dadurch  bestimmen, 
dass  wir  sagen,  die  Summe  der  Winkel,  welche  jene  n  Tangente^  mit 
der  zweiten  Axe  bilden,  sei  gleich  Null.  Alsdann  erhalten  wir  eine 
solche  Curve,  welche  unter  den  früher  bezeichneten  Curven  nter  Ord- 
nung schon  vorkommt.  Wenn  aber  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist  dies 
nicht  der  Fall,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  nach  und  nach  der  ersten 
Axe  alle  möglichen  Richtungen  geben,  unendlich  viele  neue  Curven 
nUr  Ordnung,  welche  sich  einander  alle  in  den  Brennpunkten  der  ge- 
gebenen Curve  ntor  Classe  schneiden. 

7.  Wenn  wir  zusammenfassen,  erhalten  wir  also  die  nachstehen- 
den Resultate. 

I.  Der  geometrische  Ort  für  solche  Punkte,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dass  die  Summe  der  n  Winkel,  welche  die  durch  jeden  derselben 
an  eine  gegebene  Curve  nUr  Classe  gelegten  n  Tangenten  mit  einer  gegebe- 
nen geraden  Linie  bilden,  gleich  Null  ist,  ist  eine  Curve  n*r  Ordnung. 
Wenn  wir  nach  einander  der  gegebenen  geraden  Linie  alle  möglichen 
Richtungen  geben,  so  erhalten  wir  solcher  geometrischen  Oerter  unendlich 
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viele.  Alle  diese  Oerter  sehneiden  sich  im  Allgemeinen  in  n*  Punkten, 
den  Brennpunkten  der  Ourve  n*"  Classe.  Durch  zwei  jener  Oerter  sind 
diese  Brennpunkte  also  völlig  bestimmt  Diebe  Bestimmung  geschieht 
in  dem  Vorstehenden  durch  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen 
(4)  und  (5)  in  dem  Falle,  wo  n  eine  ungerade  Zahl  ist 

IL  Der  geometrisclie  Ort  für  solche  Punkte,  welche  die  Eigenschaß 
haben,  dass  die  Summe  der  Winkel ,  welche  die  durch  jeden  derselben  an 
eine  gegebene  Ourve  nitr  Classe  gelegten  n  Tangenten  mit  einer  gegebenen 
geraden  Linie  bilden,  gleich  \%  ist,  ist  eine  Ourve  nfcr  Ordnung.  Wenn 
wir  nach  einander  der  gegebenen  geraden  Linie  edle  möglichen  Richtungen 
geben,  so  erhalten  wir  solcher  geometrischen  Oerter  unendlich  viele,  die  aber 
nur  dann  von  den  unter  I.  bestimmten  verschieden  sind,  wenn  n  eine 
gerade  Zahl  ist  Diese  neuen  Oerter  gehen  alsdann  ebenfalls  durch  die 
n%  Brennpunkte  der  gegebenen  Ourve  n*"  Classe.  Diese  n*  Brennpunkte 
sind  durch  irgend  zwei  jener  neuen  Oerter  vollständig  bestimmt,  oder  auch 
—  wie  in  dem  Vorstehenden  in  dem  Falle,  dass  n  eine  gerade  Zahl  ist, 
durch  die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  —  durch  einen 
der  neuen  und  einen  der  unter  I.  bestimmten  Oerter. 

8.  Eine  Curve  nUT  Classe  hat  zwar  im  Allgemeinen  ri*  Brenn- 
punkte, diese  Anzahl  reducirt  sich  aber  in  besonderen  Fällen.  Das 
Gesetz  stellt  sich  hierbei  sogleich  heraus.  Es  kommt  nämlich  auf  die 
Potenz  an,  in  welcher  v  in  der  Gleichung  der  Ourve  zwischen  den 
Liniencoordinaten  u:  und  v  vorkommt;  oder  geometrisch  ausgedrückt, 
auf  die  Zahl  der  Tangenten,  welche  sich  parallel  mit  einer  gegebenen 
geraden  Linie  an  die  Curve  legen  lassen.  Giebt  es  solcher  Tangenten 
im  Allgemeinen  m,  so  giebt  es  m*  Brennpunkte.  Eine  Curve  zweiter 
Classe  hat  im  Allgemeinen  vier  Brennpunkte,  eine  Parabel  insbesondere 
nur  einen  Brennpunkt.  Eine  Curve  dritter  Classe  hat  neun,  vier  oder 
nur  einen  Brennpunkt,  u.  s.  w. 

0.  Ich  will  als  Beispiel  die  Curven  dritter  Classe  nehmen  und 
für  die  allgemeinste  Gleichung  derselben: 

ctw$  -f-  ßvw*  -\-  yw*  +  dv*w  +  sviv  -f-  £w  -f-  H&  +  &v*  +  xr  -f-  A  =  q. 

Wenn  wir  den  Anfangspunkt  in  irgend  einen  Punkt  (y,  x)  verlegen 
und  demzufolge  (?t-  —  xv  —  y)  für  w  schreiben,  so  kommt: 

0  =  Sl  —  (ax*  —  ßz*  +  dz  -  rj)v* 

—  (?ax*y  -  2ßxy  —  yx2  +  öy  +  ex—  fr)r2 

—  (Saxy*  —  2yxy  —  ßy*  +  *y  +  S#  —  x)v 

—  («!/3  —  yy2  +  ly  —  *), 


Punkte,  die  bei  Curven  höherer  Ordnung  den  Brennpunkten  entsprechen.    297 

indem  wir  alle  mit  w  behafteten  Glieder  durch  £1  bezeichnen.  Zur 
Bestimmung  der  Brennpunkte  erhalten  wir  hiernach  folgende  beiden 
Gleichungen: 

(6a)     ax*  +  3axy*+ßy*-ßx*+2yxy  +  id-i)x-6y  +  x-ri  =  Q, 

(7a)     aif  —  3axiy  —  yy*  +  yx2+2ßxy  —  sx—  (#—£)</+#  — A  =  °- 

• 

Wir  erhalten  also   im  Allgemeinen  nettn  Brennpunkte.     Diese  Anzahl 

reducirt  sich  auf  vier,  wenn 

a  =  0, 

und  auf  eins,  wenn  zugleich 

«  =  0,     0  =  0,     y  =  0; 

wobei  die  gegebene  Curve  immer  noch  von  der  dritten  Classe  bleibt. 


21. 

Solution  d'ane  question  fondamentale  coneernant  la  thtarie 

gta&rale  des  courbes. 

(Crelle's  Journal,  Band  12,  8.  105—108.  1834) 

La  decouverte  du  principe  de  reciprocite  (throne  des  polaires  reci- 
proques)  ou  ce  qui  est  identiquement  la  meine  chose,  celui  de  duaüle 
a  fait  naitre  une  foule  de  questions  nouvelles,  d'ont  l'une  que  je 
regarde  avec  M.  Poncelet  comme  fondamentale  n'a  pas  et#  resolue 
jusqu'a  ce  jour  malgre  les  efforts  des  plus  habiles  geomfctres. 

M.  Gergonne  lorsqu'il  introduisit  le  premier  ses  doubles  colonnes 
qui  depuis  on  fait  fortune,  a  suppose  que  le  degre  d'une  courbe  soit 
egal  a  celui  de  sa  polaire,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  nombre  des 
points  d'intresection  d'une  courbe  algebrique  d'un  degre  quelconque 
avec  une  droite  donnee  soit  en  general  egal  au  nombre  des  tangentes 
a  la  meme  courbe  passant  par  un  point  donne.  Plusieurs  ans  aupara- 
vant  M.  Poncelet  avait  deja  reconnu  le  contraire,  en  annon^ant  que, 
si  le  degre  de  la  proposee  est  w,  le  nombre  de  ses  tangentes  partant 
d'un  meme  point  donne  est  de  m(m  —  1):  fait  evident  et  trfes  facile 
ä  prouver  par  l'analyse.  Cedant  enfin  malgre  lui  M.  Gergonne 
garantit  ä  ses  doubles  colonnes  leur  validite  en  rempla$ant  seulement 
dans  l'une  d'elles  le  mot  degre  par  le  mot  classe.  D'apr&s  cette  deno- 
mination  une  courbe  proposee  du  mWm6  degre  est  de  la  m(m  —  l)1*"' 
classe  et  sa  polaire  de  la  mUme  classe.  Cette  nouvelle  Classification 
des  courbes  me  parait  tres  importante;  en  l'adoptant  je  me  plais  de 
reconnaitre  que  la  meprise  meme  d'un  honime  d'esprit  porte  ses  fruits. 

Des  que  les  courbes  passent  le  second  degre,  il  se  presente  une 
difficulte  que  je  vais  exposer.  Le  degre  d'une  courbe  proposee  £tant  w, 
celui  de  sa  polaire  sera  en  general  m  (m  —  1).  Cette  nouvelle  courbe 
a  reciproquement  pour  sa  polaire  la  proposee.  Tandis  donc  qu'en 
general  une  courbe  du  m(m  —  !)**»•  degre  a  pour  polaire  une  courbe 
du  m(m  —  1)[im(*m  —  1)  —  1]**™  degre,  une  courbe  particuliere  de  ce 
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meme  degre  a  pour  polaire  une  courbe  du  mUutt  degrö  aeuleiuont, 
Ainsi,  par  exemple,  ä  une  courbe  du  8Wm*  degre  räpond  comme  polairo 
une  courbe  du  6!*m%  ä  une  courbe  du  6ttme  degre  en  gou^ral  une 
courbe  du  30***°;  mais  dans  le  cas  particulier  en  question  ce  dogro 
se  reduit  de  27  unitäs  et  redescend  au  troisifeme.  Do  m£me  ii  une 
courbe  du  4Wme  degre  repond  comme  polaire  une  courbe  du  12Uw*,  ii 
une  courbe  du  121*1116  degr£  en  genäral  une  courbe  du  132l6we;  mais 
dans  le  cas  particulier  ce  degr£,  en  se  rabaissant  de  128  uniWs,  rede- 
vient  le  41*"10.  Quelle  est  donc  la  nature  de  la  courbe  particulioro 
qui  produise  une  reduction  si  extraordinaire?  Yoilä  la  difficulto  h 
resoudre. 

M.  Poncelet  essaya  d'en  donner  l'explication  dans  le  präsent 
Journal*).  II  l'a  trouv^e  dans  les  points  doubles  de  la  courbe  polaire 
de  la  proposee,  dont  chacun  d'aprfes  lui  produit  dans  le  degrri  de  la 
polaire  reciproque  une  reduction  de  deux  unitos.  Je  dlsignais  ausHi- 
töt**)  cette  application  comme  incomplfete,  vu  qu'une  courbe  du 
m(m  —  !)**«•  degre  ne  pourrait  jamais  avoir  un  nombre  de  points 
doubles  süffisant  pour  operer  la  reduction  exigle.  J'aurais  du  ajouttnr 
que,  dans  le  cas  de  m  =  3,  la  courbe  proposee  ne  permettant  pas 
d'etre  touchee  par  une  m§me  ligne  droite  en  deux  points  differents, 
sa  polaire  ne  pourrait  pas  admettre  de  points  doubles.  Plus  tard, 
dans  la  suite  de  ses  memoires  M.  Poncelet***)  conrient  en  par- 
lant  de  l'explication  en  question  „de  n'avoir  fait  que  glisser  sur  cette 
importante  et  difficile  matiere." 

Ensuite  il  continue  ainsi:  „En  effet,  la  Solution  de  ces  question« 
depend  du  perfectionnement  d'une  autre  theorie,  celle  des  points  ain- 
guUers  des  courbes,  qui  n'est  point  encore  completement  faite  nralgr^ 
les  savantes  rechercbes  de  nos  premiers  geometres  et  eile  tient  aus*i 
aux  difficult£s  les  plus  ardues  de  la  science  de  lVlimination,  Mais, 
quoique  les  considerations  d'une  geometrie  purement  intuitire,  appuyee 
de  notions  qui  derivent  de  ladmission  du  principe  de  continuite,  nou* 
aient  permis  d'entrer  plus  arant  dans  le  fond  de  la  question,  nous  ne 
saurions  nous  flatter  cependant  d;en  avoir  eclaini  entierement  la*  dif- 
ficultes  et  d'aroir  dissipe  tous  le«  nuages  dont  eile  deuneure  encore 
enreloppee* 

Yoila  l'etat  de  la  question  dont  je  ine  propow?  de  ovneigner  i'.*i 
la  Solution. 


*    GreUe'*  Journal,  toI.  4,  p.  1* 

**<  AnalrtiBcb-geometribcli«  Entwicklungen,  voJ.  2.  p.  Ybk.  Ntf*. 
~*}  Crelle  t  Journal,  toL  6,  p.  W<. 


300       Question  fundamentale  concernant  la  the*orie  ge*n£rale  des  courbes. 

Une  courbe  peut  etre  regardee  ou  comme  decrite  par  un  point 
ou  comme  enveloppee  par  une  ligne  droite.  Au  premier  mode  de 
generation  se  rapporte  la  maniere  generalement  en  usage  de  represen- 
ter  une  courbe  par  une  equation  entre  deux  variables.  Dans  cette 
generation  c'est  un  cas  tout  singulier  si  le  point  generateur  s'arrete 
pour  se  diriger  en  sens  contraire;  les  courbes  representees  par  leg 
equations  generales  d'un  degre  quelconque  n'admettent  pas  en  general 
de  points  de  rebroussement.  Elles  n'admettent  pas  non  plus  en  general 
de  points  multiples  ou  isoles.  Mais  elles  auront  en  general  un  certain 
nombre  de  points  d'inflexion  qui  ne  se  comportent  nullement  comme 
points  singuliers,  car  dans  de  tels  points  le  mouvement  du  point  gene*- 
rateur  n'est  pas  interrompu.  Dans  le  second  mode  de  generation 
auquel  se  rapporte  un  algorithme  non  moins  facile,  il  n'existe  pas  en 
general  de  points  d'inflexion,  parceque  dans  un  tel  point  le  mouve- 
ment de  la  droite  generatrice  s'arrete  et  continue  ensuite  en  sens  con- 
traire. II  n'existe  pas  non  plus  en  general  de  tangentes  multiples. 
Mais  il  y  aura  en  general  un  certain  nombre  de  points  doubles  et  de 
points  de  rebroussement.  Dans  ces  derniers  points  le  mouvement  de 
la  droite  generatrice  ne  presente  aucune  singularite,  eile  y  continue  ä 
se  mouvoir  dans  le  meme  sens.  La  definition  de  la  tangente  n'est 
pas  la  meme  dans  les  deux  modes  de  generation;  dans  le  premier 
toute  ligne  droite  passant  par  deux  points  coincidants  (consecutifs  ou 
non)  jouit  du  röle  de  tangente,  dans  le  second  la  tangente  c'est  la 
droite  generatrice  dans  ses  differentes  positions.  De  la  r£sulte  qu'ä 
chaque  point  double  d'une  courbe  proposee  repond  une  reduction  de 
deux  unites  dans  le  degre  de  sa  polaire,  comme  M.  Poncelet  la 
reinarque  le  premier,  pourvu  toutefois  que  le  point  double  ne  soit  en 
particulier  un  point  de  rebroussement;  dans  ce  cas  au  contraire  la  reduc- 
tion est  de  trois  unites.  D apres  ces  preliminaires,  je  passe  ä  Fenonce 
de  la  Solution. 

Les  courbes  representees  par  Tequation  generale  du  m1*™*  degre 
ont  en  general  un  nombre  de  points  d'inflexion  £gal  ä  3m(ro  —  2)  =  lf 
et  un  nombre  de  tangentes  doubles  egal  a 

\(m  +  3)  m(m  —  2)(m  —  3)  =  N. 

Leurs  courbes  polaires  du  m(m  —  !)**»•  degr^  auront  donc  en  general 
M  points  de  rebroussement  et  N  points  doubles  proprement  dits.  Le 
degre  de  leurs  polaires  qui,  pour  les  courbes  de  leur  degre,  est  en 
general  le  m(m  —  \)\m(m—  1)  —  l]i6me,  s'abaisse  donc  de  (3J/  +  2JSr) 
unites  et  redescend  ainsi  au  m1*™6. 

Dans  le  cas   de    m  =  3   la  reduction  provient  donc  uniquement 


i 
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s   points  d'inflexion  de  la  proposee,   qui  sont  au  nombre  de  9.    Six 

ces  9  points  sont  toujours  iinaginaires. 

Dans  le  cas  de  m  =  4  la  reduetion  provient  des  24  point  d'in- 
xion  et  des  28  tangentes  doubles  de  la  proposee.  Et  ainsi  de  suite. 
Je  dois  me  contenter  ici  d'avoir  enonce  ce  resultat  auquel  se 
ktachent  une  foule  de  questions  du  plus  grand  interet  dans  la  theorie 
nerale  des  courbes  algebriques.  On  trouvera  tous  les  developpe- 
mts  desirables  sur  cet  important  sujet  dans  un  ouvrage  qui  paraitra 

peu  de  mois,  dans  lequel  je  me  propose  d'exposer  un  Systeme  de  geo- 
§trie  analytique,  en  partant  de  points  de  vue  nouveaux  et  en  m'oc- 
pant  presque  exclusivement  des  courbes  de  degres  superieurs.*) 

*)  [Dieser  Hinweis  betrifiPb  das  „System  der  analytischen  Geometrie",  Bonn, 
35,  insbesondere  S.  241  ff.] 


22. 

Enumeration  des  courbes  da  qaatri&me  ordre,  d'apr&s  la  natire 

differente  de  lenrs  branches  inflnies. 

(Liouville'8  Journal  de  Mathematiquea,  Band  1,  S.  229—262.  1886.) 

1.  De  tous  les  geomfctres,  Euler  est  celui  qui  tfest  le  plus 
systematiquement  occupe  des  courbes  de  degre  superieur.  II  s'est 
attache  surtout  a  la  consideration  des  branches  infinies,  et  en  a  tire, 
dans  son  Introduction  ä  l'analyse  de  Vinfini,  le  moyen  de  classer  les  diffe- 
rentes  especes  de  courbes  d'un  meme  degre,  en  poussant  cette  Classi- 
fication jusqu'au  quatrieme  degre  inclusivement*).  Ce  qu'il  a  fait  sur 
ce  sujet,  il  y  a  plus  de  quatre-vingts  ans,  a  passe  en  d'autres  ouvrages 
sous  son  autorite  et  sans  etre  revu.  Mais  la  longueur  des  calculs 
qu'exigeait  sa  methode  ne  lui  permettait  pas  de  demontrer  d'une  ma- 
niere  certaine  que  toutes  les  especes  annoncees  par  lui  existent  reelle- 
ment.  II  donne  ainsi  146  especes  de  courbes  du  quatrieme  degre  qu'il 
distribue  en  huit  classes:  il  faut  d'abord  reduire  ce  nombre  ä  125,  car 
par  une  erreur  de  calcul,  il  en  compte  21  de  trop  dans  la  sixieme 
classe;  ensuite,  dans  les  125  courbes  restantes,  il  y  en  a  12  qui 
n'existent  pas  du  tout;  de  Tune^d'elles  Euler  affirme  positivement  le 
contraire.  II  y  a  22  especes  qui  lui  sont  echappees  et  parmi  elles 
l'espece  generale  de  la  derniere  classe:  l'oubli  des  autres  provient  de 
ce  qu'Euler  n'a  pas  reconnu  1°  que  Tordre  du  contact  peut  etre  diffe- 
rent  sur  deux  asymptotes  paralleles,  et  2°  qu'il  peut  y  avoir  (pour 
m'expliquer  brievement)  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espece 
a  Tinfini.  Enfin  ses  notions  inexactes  sur  les  asymptotes  paraboliques, 
qui  ne  sont  jamais  isolees,  mais  toujours  en  nombre  infini,  et  sur  les 
asymptotes  courbes  en  general  ont  du  inevitablement  le  conduire  a 
des  erreurs  manifestes  que  Ton  trouvera  signalees  plus  loin. 

Dans    ce    memoire    nous    nous    proposons    de  refaire   le    travail 

*)  [vg]-  a-  a-  0.  Band  II,  Cap.  7—11.] 
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Eni  er  avec  les  moyens  ordinaires  de  1' Analyse,  manies  toutefois 
une  maniere  nouvelle,  en  sorte  que  nous  pourrons  ecrire  immediate- 
ent  les  equations  qui  repondent  aux  differentes  especes  de  courbes 
1  quatrieme  degre,  et  cela  par  une  methode  applicable  aux  courbes 
un  degre  quelconque.  Les  axes  des  coordonnees  n'introduisent  dans 
)s  equations  rien  d'arbitraire  qui  nous  embarrasse  et  qu'il  faule  eli- 
iner,  pour  ainsi  dire;  si  Ton  veut  reconnaitre  la  nature  intime  de  la 
rarbe,  sans  avoir  egard  ä  sa  position.  On  voit  sur-le-champ  la  liai- 
m  de  chaque  terme  de  nos  equations  avec  les  courbes  qu'elles  repre- 
mtent,  ainsi  que  le  changement  produit  dans  la  nature  de  ces  courbes 
&r  le  changement  de  forme  de  Tun  quelconque  des  termes  de  leurs 
[uations.  Enfin,  pour  servir  de  contröle  ä  notre  Classification  et  en 
meral  a  tous  nos  calculs,  il  y  a  un  nombre  abstrait  qui  s'obtient 
omediatement  pour  chacune  de  nos  equations;  je  veux  parier  du 
>mbre  des  constantes  dont  dependent  les  courbes  d'une  espece  quel- 
rnque. 

2.  Fixons  d'abord  la  notation  que  nous  emploierons.  Nous  de- 
gnerons  par  P,  Q,  Rf  S9 . . .  des  lignes  droites  quelconques  et  par 
,  qf  r,   s,  . . . .   les   distances   respectives    d'un    point   quelconque   ä 

*  droites.  En  passant  d'un  point  ä  un  autre  ces  dernieres  quantites 
urient  et  chacune  d'elles  change  de  signe  si  le  point  passe  d'un  cöte 
3  la  droite  correspondante  au  cöte  oppose.  Le  cöte'  positif  de  chaque 
roite  est  absolument  arbitraire.  Pour  representer  ces  droites  on  a 
s  equations  suivantes: 

])  =  0;    2  =  0,    r  =  0,    s  =  0 

•  

Tons  nommerons  les  quantites  p,  q,  r,  s, . . .  .fonctions  Unfaires.    Elles 

i  sont  des  coordonnees  ordinaires,  comme  chacune  d'elles  l'est  de  deux 

aelconques  prises  arbitrairement  parmi  elles.   Nous  designerons  ensuite 

ir  &u,  Q'n,  £»,....  des  fonctions   quelconques   du  ni6me  degre,  de 

»nctions  lineaires  quelconques,  ou,  ce  qui  revient  au  m§me,  des  coor- 

>nnees  ordinaires.     Enfin  les  lettres  grecques   A,  (i9....  indiqueront 

»ujours  des  quantites  constantes. 

3.  Apres  avoir  ainsi  fixe  la  notation,  je  ne  dirai  que  deux  mots 
it  le  principe  de  notre  methode;  je  m'abstiendrai  de.tout  ce  qui  ne 

*  rapporte  pas  immediatement  ä  Enumeration  des  differentes  especes 
3  courbes  du  quatrieme  degre. 

Soit,  conformement  ä  notre  notation 

.)  ß*  =  0 

»quation  generale  des  courbes  du  n**me  degre,  et 
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l'equation  d'une  ligne  droite  quelconque.  Regardons,  pour  fixer  les 
idees,  Sln  et  p  comme  fonctions  de  coordonnees  ordinaires.  On  deter- 
minera  alors  les  intersections  de  la  ligne  droite  avec  la  courbe,  en 
eliminant  l'une  de  ces  deux  coordonnees.  L'equation  resultante  s'ele- 
vera  en  general  au  nihme  degre  et  indiquera  par  ses  racines  n  points 
d'intersection,  reels  ou  imaginaires.  —  Dans  tous  les  eas,  si,  par  une 
determination  particuliere  des  constantes;  le  degre  d'une  equation  alge- 
brique  s'abaisse  de  m  unites,  sans  qu'on  ait  näglige  aucun  facteur 
variable,  il  faut  en  chercher  la  cause  dans  la  circonstance  que  m  des 
racines  primitives  sont  devenues  infinies.  Donc,  si  cela  arrive  dans  le 
cas  present,  c'est  parce  que,  par  un  changement  soit  dans  la  position 
reciproque  de  la  ligne  droite  et  de  la  courbe,  soit  par  un  changement 
dans  la  nature  de  celle-ci,  m  points  d'intersection  ont  passe  ä  l'infini. 
L'equation  de  la  droite  contenant  deux  constantes,  on  peut  en  dis- 
poser  de  maniere  que  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe 
donnee  deux  passent  ä  l'infini;  nous  dirons  alors  que  la  ligne  droite 
est  une  asymptote  de  la  courbe.  D'aprfes  cette  definition,  si  nous  von- 
Ions  que  P  soit  une  asymptote  de  la  courbe  representee  par  l'equa- 
tion  (a),  il  faut  que  celle-ci,  quand  on  pose  p  «=  0,  se  reduise  ä  une 
fonction  du  (n  —  2)i*ane  degre,  ou  ce  qui  revient  au  meme,  il  faut 
quelle  puisse  prendre  la  forme  suivante: 

piln-l  +  ß«-2  =  0. 

Si  Un-*  se  reduisait  ä  une  fonction  £ln—m  du  (n  —  m)ikme  degre,  m 
surpassant  le  nombre  2  (ce  qui  exigerait  que  la  courbe  f&t  d'une 
nature  particuliere),  il  y  aurait,  sur  l'asymptote  P,  tn  points  d'inter- 
section situes  ä  l'infini.  Nous  dirons  que  l'asymptote  a  alors  avec  la 
courbe  un  contact  de  m  points,  ce  qui  revient  ä  dire  avec  Euler  que 

la  courbe  a  une  asymptote  hyperbolique  de  l'espece  (i  =   m_1.     Pour 

chaque  point  d'intersection  nouveau,  passant  ä  l'infini,  l'ordre  du  con- 
tact s'elfcve  d'une  unite.     Car  de  l'equation 

pfln-i  +  Sln~m  —  0 

on  tire,  en  regardant  £ln—i  et  &A_m  comme  des  fonctions  de  p  et 
d'une  autre  variable  q,  en  donnant  ä  celle-ci  une  valeur  infinie  et  en 
negligeant  p  par  rapport  a  q,  l'expression  suivante: 

p=  —     n~m==fi2-(m-D 

^w  —  1 

qui  fait  voir  que  la  distance  des  points  infiniment  eloignes  de  la 
courbe  ä  l'asymptote  P,  si  eile  n'est  pas  infiniment  grande  elle-meme, 
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est  un  infiniment  petit  de  Tordre  (w  —  1).  On  voit  oncore  quo,  sui- 
vant  que  tn  est  un  nombre  pair  ou  impair,  p  change  de  signo  ou  n'en 
change  pas,  si  Ton  prend  successivement  g«oo  et  q  «  -  -  <x> ;  co  qui 
signifie  que  deux  branches  de  la  courbe  qui  suivent  l'asyrnptote  V  en 
sens  divers  sont  situees,  dans  le  premier  cas,  sur  les  deux  cot<»s  oppo- 
ses  et  dans  le  second  cas,  sur  le  m£me  cöte  de  cette  asymptote. 

On  peut  mettre  en  evidence  dans  l'equation  d'une  courbe  l'en- 
semble  de  ses  asymptotes.  Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  n  —  4;  on 
obtient  l'equation 

(b)  pqrs  +  ß,  =  0, 

qu'on  peut  encore  ecrire  de  la  mamere  suivante: 

pqrs  +  *fw  +  p  -=  0. 

Chacune  des  fonctions  lineaires  p,  q,  r,  s,  t,  u  depend  de  deux 
constantes;  l'equation  (b)  qui  renferme  en  outre  X  et  (i  contient  ainsi 
14  constantes.  Ce  nombre  est  egal  ä  celui  des  constantes  de  l'equa- 
tion generale  des  courbes  du  41*n,e  degre.  On  peut  donc  regarder  le« 
deux  equations  comme  equivalentes  et  transformer  celle-ci,  que  nous 
supposerons  donnee,  dans  l'equation  (b).  Cette  transformation  doit 
exiger  la  resolution  d'une  equation  du  4iim9  degre,  car,  Hans  changer 
l'equation  ^b),  on  peut  changer  entre  elles  les  quatre  fonctions  line- 
aires p,  q7  r,  s  qui  repondent  aux  quatre  asymptotes  P,  Q,  li,  &. 

4.  Les  raisonnements  du  numero  precedent  s'appliquent  egalement 
aux  asymptotes  courbes.  Les  notions  generalement  admises  sur  ces 
asymptotes  me  paraissent  peu  nettes.  Ainsi  Euler,  par  exemple,  ne 
voit  qu'une  seule  asymptote  parabolique  la  oü  il  y  en  a  une  infinite, 
que  Ton  obtient  toutes,  en  deplafant  Tune  delies  parallelement  ä  eile- 
meme  suivant  la  direction  de  ses  diametre&  Parmi  ce»  asymptote«»  il 
y  en  a  cependant  une  qui  a  avec  la  courbe  uu  contact  d  un  ordre  pJu« 
eleve  que  les  autres:  mais  ce  n'est  pas  celle  d* Euler  qui,  au  contraire, 
depend  du  choix  arbitraire  des  axes  des  coordonnee*.  J  ajouterai  peu 
de  mots,  pour  faire  mieux  ressortir  le  caractere  des  asymptotes  para- 
boliques. 

Si  les  courbes  represen^es  par  l'equation  fa;  out  pour  asymptote 
une  parabole  dont  Tequation  e?t 

V  —  i-g  —  '-'t 
il  faut  que  Fequation  ''a    paisse  *"£erir*r  wja  ia  forrjue  feuirante 

(c)  >:-ijiß1..-a;    ,  —  V 

afin  que  son  premitr  aeiLbrt  w:  :~Qm±i~  «  -.vr  i'jwx^tu  '\i  ' t<  -  2 /'"■• 
degre,  en  faisant   ci^iara:tre    '  i/  —  /.^>  .     v**tre   pr^nt*  tf  xj!ten*'<:Uou 

Plücktr,  Werk«    1  V> 
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s'etant  eloignes  ä  l'infini,  la  parabole  ne  coupe  la  courbe  qu'en 
2(n  —  2)  points  seulement.  En  introduisant  une  constante  arbitraire 
a  et  en  posant,  pour  abreger, 

on  pourra  mettre  1'equation  (c)  sous  la  forme  suivante: 

(d)  [p2  +  k  (q  +  «)]  Än_2  +  a;_2  =  0, 

dans  laquelle  la  parabole  nouvelle  dont  1'equation  est 

(e)  p*  +  %  +  a)  -  0, 

se  presente  absolument  de  la  meine  maniere  que  la  premiere  parabole 
dans  1'equation  (c).  Toutefois  si  Ton  determine  a  de  sorte  que 
l'on   ait 

(f)  a*-%  =p£l'n-9  +  &;_s  —  (p  +  3r)Ä«-s  +  ß»-4, 

ce  qui  peut  toujours  se  faire  et  cela  d'une  seule  maniere,  requation  (d) 
se  changera  dans  la  suivante 

(g)  (P2  +  Ajo)Ä— «  +  (P  +  n)nn-3  +  ßn-4  =  0, 

en  posant  (q  +  a)  =  qQ,  et  Ton  voit  que  la  parabole 
(h)  p2  +  Ag0  =  0 

ne  coupe  la  courbe  proposee  qu'en  (2n —  5)  points,  cinq  points  d'in- 
tersection  ayant  passe  ä  l'infini. 

Toutes  les  paraboles  representees  par  1'equation  (e),  si  Ton  attri- 
bue  ä  a  successivement  toutes  les  valeurs  possibles,  sont  asymptotes 
l'une  de  l'autre.  L'ordre  du  contact  a  l'infini  est  ^.  C'est  un  contact 
du  meme  ordre  qui  a  Heu  entre  l'une  quelconque  de  ces  paraboles  et 
la  courbe  proposee.  Toutefois  pour  l'asymptote  parabolique  (h),  que 
j'appellerai  osculatrice,  l'ordre  du  contact  s'eleve  a  l'unite,  et  peut,  dans 
des  cas  particuliers,  en  croissant  pour  cbaque  point  nouveau  passant 

— Jlfeme  ordre. 

Dans  les  equations  suivantes  qui  sont  du  quatrieme  degre, 

(P2  +  *q)rs  +  v(P  +  *)<  +  P  —  0, 
(p*  +  Xq)(rs  +  d)  +  vt  =  0, 
(P2  +  lq)(rs  +  d)  +  vp  +  p  =  0, 
(p2  +  lq)(rs  +  *)  +  fi  =  0 

l'asymptote  parabolique  et  osculatrice  est  mise  en  £vidence. 

En  suivant  l'une  des  branches  infinies  de  cette  asymptote  Ton 
obtient  pour  q}  r,  s,  t  des  valeurs  infiniment  grandes  du  premier 
ordre  et  pour  p  une  valeur  infinie  de  l'ordre  ^  seulement.    Avec  cette 


CO 
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attention  Ton  deduit  des  quatre  equations  precedentos  que  Impression 
(|>*  +  Ag),  rapportee  aux  points  infiniment  eloignes  sur  les  branches 
paraboliques  de  la  courbe  proposee,  est  successivement  un  iniinimcnt 
petit  de  Vordre  \y  1,  $  et  2.  Cette  expression  donne  la  distance 
(prise  suivant  la  direction  des  diametres  et  niultiplie*e  par  un  coefti- 
cient  constant)  du  point  auquel  eile  est  rapportee  ä  l'asy  mptote  puruboliquo : 

p*  +  Ag  —  0. 

La  plus  courte  distance  de  ce  m$me  point  ä  l'asymptote  para- 
bolique  est  infiniment  petite  d'un  ordre  plus  eleve  d'une  demi-unit«*; 
eile  est  donc  respectivement  de  l'ordre  1,  £,2  et  §. 

Au  nombre  infini  d'asymptotes  paraboliques  repond,  dans  le  cas  de 
deux  asymptotes  rectilignes,  un  nombre  infini  d'asymptotes  hyperbo- 
liques  dont  les  deux  asymptotes  rectilignes  sont  Celles  de  la  courbe. 
Parmi  ce  nombre,  il  y  en  a  deux  dont  le  contact  avec  la  courbe  est 
plus  intime  et  s'eleve  sur  l'une  des  deux  asymptotes  rectilignes  au 
deuxieme  ordre.  Dans  le  cas  de  deux  asymptotes  rectilignes  et  ima- 
ginaires,  on  obtient  un  nombre  infini  d'ellipscs  au  lieu  d'hyperboles, 
qui  ne  coupent  la  courbe  qu'en  (2n  —  4)  points  seulement,  mais,  en 
general,  il  n'y  en  a  aucune  qui  coupe  la  courbe  en  moins  de  (2n  —  4) 
points. 

Pour  determiner  le  nombre  des  constantes  dans  lex  equations  (k), 
il  n'en  faut  compter  que  quatre  pour  l'expression  (p1  -f-  kq).  Des 
cinq  constantes  qu'elle  contient,  l'une  peut  etre  prise  ü  volonte,  ce 
qui  tient  ä  ce  qu'ä  une  meme  parabole  il  n'pond  un  nombre  infini 
d'expressions  de  la  meme  forme.  Une  remarque  analogue  a  lieu  pour 
l'expression  suiyante  (\r  +  *<f)  qui  repond  ä  deux  asymptotes  irna- 
ginaires,  se  coupant  en  un  point  reei. 

Je  passerai  immediatement  a  lenumeration  des  differente*  courbe* 
du  quatrieme  degre:  pour  me  rapprocher,  autant  que  possible,  de  la 
marche  d'Euler,  je  rapporterai  ces  courbe»  ä  huit  ca*  principaux; 
j'ai  dft  neanmoins  interrertir  l'ordre  des  troisieme   et  quatrieme  ca*. 

Premier  cas. 

f).  II  ny  a  aucune  direction  reelle  suirant  laqaelle  une  Xvjy%*. 
droite  coupe  la  courbe  en  molm  de  quatre  point«.  Le*  quatre 
asymptotes  rectilignes  sont  "nuginaire*.  mal«  eile«  «^  coupent  4xnz  * 
deux  en  deux  points  reel«.  «rntrw  de  d*sx  terie«  d>jljp*ef  WiMMi* 
triques,  semblabks  et  «aiblableiüert  *-Vi£e* .  öoirt  «hwit*,  ara»t  *r« 
la  courbe  un  do-bk  roiAztz  ;raag'ia,',re  *  Jißfjj^.  i*e  la  '.oype  o/*/j 
quatre  points.     EL*;«***  g*»rkie  depet*oa£.:  le  ] ;  *//&*!»&  Ua: 

(l;  r  —  *y  v  —  r *".  —  *r«  -r  *<  —  '.■ 
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Deuxieme  cas. 

6.  II  y  a  deux  directions  suivant  lesquelles  une  ligne  droite 
arbitraire  rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement.  Ce  sont  les 
directions  de  deux  asymptotes  reelles  qui  coupent  la  courbe  en  general 
et  au  plus  en  deux  points.  II  y  a  an  nombre  infini  d'asymptotes 
hyperboliques,  ayant  ces  memes  asymptotes  rectilignes.  Deux  d'entre 
elles  ont  suivant  l'une  de  leurs  asymptotes  avec  la  courbe  un  contact 
du  second  et  suivant  l'autre  un  contact  du  premier  ordre.  II  y  a  en 
outre  deux  asymptotes  rectilignes  et  imaginaires,  se  coupant  en  un 
point  reel,  centre  commun  d'une  infinite  d'ellipses  semblables  qui  ne 
coupent  la  courbe  qu'en  quatre  points.  Espece  generale,  dependant  de 
14  constantes: 

(2)  pq(r*  +  y2s2)  +  vtu  +  (i  —  0. 

II  peut  arriver  que  chacun  des  deux  points  d'intersection  de  cha- 
cune  des  deux  asymptotes  reelles  passe  ä  Tinfini.  De  lä  proviennent 
les  espfeces  suivantes: 

(3)  Pq(r*  +  y  V)  +  v(j>  +  n)t  +  p  *=  0, 

(4)  pq(t*  +  yV)  +  vpt  +  (i  -  0, 

(5)  pq(r*  +  yV)  +  v(p  +  s)(«  +«)  +  (i  -  0, 

(6)  pq(r*  +  yV)  +  vp{q  +  x)  +  p  =  0, 

(7)  pq(r*  +  yV)  +  vi»j  +  fi  -  0. 

On  obtiendrait  d'autres  esp&ces  (dont  je*ne  ferai  pas  mention  ici, 
parce  qu'Euler  ne  s'en  est  point  occupe)  en  considerant  les  cas  par- 
ticuliers  oü  les  points  d'intersection  des  asymptotes  imaginaires  passent 
ä  1' infini:  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si,  dans  l'equation  (7), 
on  posait  v  =  0;  je  dirai  seulement  que  le  nombre  des  points  d'inter- 
section situes  ä  l'infini  est  dans  tous  les  cas  le  meme  sur  les  deux 
asymptotes  imaginaires;  du  reste  il  peut  etre  egal  ä  trois  ou  ä  quatre. 

Troisieme  cas. 

7.  II  y  a  quatre  directions  differentes  et  reelles  suivant  les- 
quelles une  ligne  droite  coupe  la  courbe  en  trois  points  seulement, 
et  il  y  a  quatre  asymptotes  rectilignes  et  reelles,  correspondant  ä  ces 
quatre  directions,  qui  coupent  la  courbe  dans  le  cas  general,  depen- 
dant de  14  constantes,  en  deux  points.     L'equation  general  est 

(8)  -  pqrs  -f-  vtu  +  ^  =  0. 

Les  quatre  asymptotes  deviennent  osculatrices  suivant  differents 
ordres  dans  les  espfeces   suivantes  les  seules  possibles: 
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<9)  pqrs  +  v(p  +  %)t  +  fi  =  0; 

(10)  pqrs  +  vpt  +  f*  =  0, 

(11)  i>9™  +  *G>  +  *)  (q  +  *)  +  f*  —  0, 

(12)  pgrs  +  vp(q  +  x)  +  (i  —  0, 

(13)  J9grs  +  i/pg  -f-  /i  =  0,  » 

(14)  pqrs  +  W  =  0, 

(15)  jjgrs  +  ^i>  +  ft  =  0, 

(16)  pqrs  +  fi  =  0.  *) 

Quatrifeme  cas. 

8.  A.  II  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne 
droite  quelconque  rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement,  mais 
il  n'y  a  pas  d'asymptote  rectiligne.  U  existe  un  nombre  infini  d'a- 
symptotes  paraboliques  dont  les  diametres  ont  la  direction  en  question 
et  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  d'osculatrice.  II  y  a  en  outre  deux 
asymptotes  rectilignes  et  imaginaires.  Espece  generale  dependant  de 
13  constantes: 

(17)  (p*  +  Xq)(r*  +  y*s*)  +  v(p  +  *)*  +  fi  =  0. 

B.  H  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  coupe  la  courbe  en  deux  points  seulement,  sans  pour  cela 
etre  une  asymptote  de  la  courbe.  En  general  il  y  a  deux  asymptotes 
paralleles  qui,  suivant  cette  meme  direction,  coupent  la  courbe  en  un 
point  unique.  La  courbe,  en  d'autres  termes,  a  un  point  double  qui 
est  infiniment  eloigne  suivant  la  direction  en  question  et  dont  les 
asymptotes  sont  les  deux  tangentes.  II  y  a  en  outre  deux  asymptotes 
rectilignes  et  imaginaires.  Nombre  des  constantes  12.  B  se  subdivise 
en  «,  ß,  y. 


*)  On  voit  que  les  ordres  du  contact  sur  les  quatre  asymptotes  ne  sont  pas 
entierement  indlpendants  Tun  de  Tautre.  En  däsignant  les  ordres  de  contact  sur 
JPf  Q,  R  et  S  respectivement  par  le  nombre  des  points  passe's  ä  Finfini,  Ton 
aura  les  svmboles  suivants  pour  repräsenter  les  neuf  especes  que  nous  venons 
d'änume'rer : 

2222,     3222,     4222 ,     8822,     4822,     4422,     8883,     4888,     4444. 

D'aprfes  Euler,  existerait  encore  r  espece  suivante: 

4433; 

c'est  sa  23e,  rintermädiaire  entre  (15)  et  (16).  Mais  on  n'a  qu'ä  compter  le 
nombre  des  constantes  de  ces  deux  especes,  pour  voir  que  celle  d1  Eni  er  n'existe 
pas.  En  effet,  ce  nombre  diminue  en  passant  de  (16)  ä  (16)  d'une  unite*  seule- 
ment et  descend  de  10  ä  9. 
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a.  Les  deux  asymp totes  paralleles  sont  imaginaires;  le  point  double 
situe  ä  Tinfini  est  un  point  isole.     L'equation  est 

(18)  G>*  +  |*)(r*  +  yV)  +  v(p+  n)t  +  p  «  0. 

ß.  Les  deux  asymptotes  paralleles  sont  reelles;  deux  branches 
reelles  de  la  courbe  se  coupent  ä  Tinfini.    L'equation  est 

(19)  (p»  -  g*)  (r*  +  y  V)  +  v(p  +  n)  t  +  (i  -  0. 

Le  contact  peut  sjelever  sur  l'nne  des  deux  asymptotes  paralleles, 
ou  sur  toutes  les  deux,  au  second  ordre;  c'est  ce  qui  fournit  les  deux 
especes  suivantes: 

(20)  (j>>  -  ?)(t*  +  yV)  +  v(jp  +  ©*  +  (t  -  0, 

(21)  (p'  -  IOC'2  +  ?*  +  *)  +  *P  +  P  -  0.*) 

y.  Les  deux  asymptotes  paralleles  coincident  en  une  seule,  la 
courbe  a  sur  cette  asymptote  double  un  point  de  rebroussement  de 
premiere  espece  et  infiniment  eloigne.  Son  contact  avec  Tasymptote 
est  de  l'ordre  \  seulement.    Nombre  des  constantes  11.    L'equation  est 

(22)  p\r*  +  yV)  +  v(p  +  x)t  +  (i-0. 

Si  Ton  a  %  =  0;  le  contact  s'eleve  au  premier  ordre;  le  point 
double  est  le  point  de  contact  ä  Tinfini  de  deux  branches  de  la  courbe 
sur  l'asymptote  double.     L'equation  devient 

(23)  (24)  i>*(r*  +  fs*)  +  vpt  +  (i  =  Q. 

Cette  equation  contient  deux  especes  differentes;  les  deux  branches 
qui  se  touchent  a  Tinfini  peuvent  etre  reelles  ou  imaginaires.  La 
premiere  de  ces  especes  a  quatre  branches  infinies,  qui  s'approchent 
de  Tasymptote  double  comme  les  quatre  branches  de  deux  hyperboles 
quelconques,  ayant  toutes  les  deux  cette  meme  asymptote.  U  peut  y 
avoir  differentes  positions  de  ces  quatre  branches  par  rapport  a  Ta- 
symptote double.  L'autre  espece  n'a  pas  de  branches  infinies.  Pour 
distinguer  les  deux  especes  entre  elles  et  surtout  pour  voir  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  intermediaire,  j'ajouterai  les  developpements  sui- 
vants. 

Posons 

r*  +  ?*s*  =  t2  +  2apt  +  ßp*  +  2tt  +  2np  +  fr 

et  negligeons  ensuite  p  par  rapport  aux  constantes  et  Celles  ci  par 
rapport  a  /.  Nous  tirons  alors  de  la  derniere  equation,  pour  les  points 
infiniment.  eloignes  de  la  courbe,  l'equation  suivante: 

*)  Euler  n'a  pas  reconnu  Texistence  de  Tespece  (20),  oü  Tordre  du  contact 
est  diffgrent  sur  les  deux  asymptotes  paralleles.  Cette  espece  doit  trouver  sa 
place  cntre  sa  dixiöme  et  sa  onzieine  espece. 
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ft*  +  vpt  +  p  -  0, 

qu'on  peut  ecrire  aous  la  forme 

(pt  +  6)(pt  +  e')  =  0. 

Cette  equation  represente  deux  hyperboles  qui  se  confondent  sen- 
siblement  avec  la  courbe  sur  l'asymptote  P     Elles  sont  reelles  si 

(23)  v%  -  4p  >  0, 
imaginaires  si 

(24)  v1  —  4fi<0, 
et  coincident  enfin  si 

(25)  v*  —  4fi  =  0. 

Dans  ce  dernier  cas  l'equation  de  la  courbe  devient 
(pt  +  e?  +  2(ap*  +  tp)pt  +  ßP*  +  W  +  »p*  -  0, 
et  peut  s'ecrire  ainsi  (en  posant  pour  abreger  d  —  2a tf  ■=■  g) 
(25)    (p<  +  ff)2  +  2(«j)»+S/>)(p<+«)  +  |3j>4+2i,p»+g|,*-2^  =  0. 

En  negligeant  p*,  on  obtient 

(*'  +  *)*  +  2&>(l>*  +  *)  -  2£*j>  -  0, 
et  en  resolvant  cette  equation  par  rapport  ä  (pt  +  <*)>  ü  vient 

Cette  equation  fait  voir  que  l'espece  (25)  n'a  que  deux  branches 

infinies  situees  sur  le  m£me  cöte  de  l'asymptote  double  P  et  formant 

ä   Finfini   un  point   de   rebroussement  de   seconde   espece.     Ces  deux 

branches   infinies   ont   avec   leur  asymptote   commune  un  contact   du 

premier  ordre,  mais  entre  elles  et  ayec  l'hyperbole  dont  l'equation  est 

la  suivante: 

pt  +  6  —  0, 

un  contact  de  Vordre  4  *)• 

Toute  change   de  forme  si  dans  l'equation  (25)  on  pose   5  =  0; 
on  obtient  alors  pour  les  points  infiniment  eloignes  de  la  courbe 

(pt+e)  —  ±pV-i, 

et  Ton  retombe  sur  les  deux  cas  [2$)  et  (24);  deux  branches  infinies 
de  la  courbe 7  reelles  ou  imaginaires,  se  touchent.  Dans  le  premier 
cas  cependant  les  quatre  branches  de  la  courbe  ont  necessairement,  par 
rapport  a  leur  asymptote  double,  deux  ä  deux  la  meme  position,  que 
les  deux  branches  d'une  hyperbole,  avec  lesquelles  elles  ont  ainsi 
qu' entre  elles  un  contact  du  second  ordre. 


*)  L'espece  f25)  na  paa  ete  aper^ue  par  Ealer. 
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Enfin  si  £  disparait,  il  y  a  de  nouveau  un  changement  de  fo 
On  obtient  alors  pour  les  points  de  la  courbe  infiniment  lloignes 

La   courbe   forme  alors   comme  dans  l'espfece  (25)  un   point 
rebroussement   de   seconde   espfece,   situ6   ä   l'infini  et   dont  les    de 
branches  ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  f. 

L'ordre  du  contact  des  branches  infinies  de  la  courbe  avec  lern 
asymptote  commune  restant  toujours  le  meme,  nous  n'avons  pas  d'© 
pfeces  nouvelles  ä  consigner. 

Cinquifcme  cas. 

9.  Au  lieu  des  deux  asymptotes  rectilignes  et  imaginaires, 
courbe  a  deux  asymptotes  reelles,  auxquelles  repondent  deux  directio] 
suivant  lesquelles  la  courbe  est  coupee  par  une  ligne  droite  quel- 
conque  en  trois  points  seulement.  Si  des  differentes  branches  infinit 
l'une  n'influait  pas  sur  la  nature  des  autres;  nous  obtiendrions  en  com  — 
binant  chacun  des  six  cas  particuliers  relatifs  ä  deux  asymptotes  re<^ — 
tilignes  et  enumeres  dans  le  numero  (6)  avec  chacun  des  neuf  cas  patr— 
ticuliers  relatifs  aux  asymptotes  reelles  et  consignes  dans  le  numero 
precedent,  cinquante-quatre  especes  du  cas  present.  Mais  ce  nombre  sc 
reduit  a  trente-neufy  les  autres  especes  etant  impossibles. 

A.  Asymptotes  paraboliques : 

(26)  (p*  +  Xq)rs  +  v(p  +  *)t  +  4u  =  0, 

(27)  (tf  +  Xq)rs  +  v(p  +  n)(r  +  «,)  +  f*  =  0, 

(28)  (p*  +  Xq)rs  +  v(p  +  *)r  +  4u  -  0, 

(29)  (p2  +  lq)rs  +  iit  =  Q, 

(30)  (p*  +  *q)rs  +  vr  +  ii  =  0, 

(31)  (p*  +  lq)rs  +  p  =  0. 

B.  Deux  asymptotes  paralleles  et  imaginaires: 

(32)  (j>*  +  g>s  +  v(p  +  n)t  +  n  =  0, 

(33)  (p,  +  V)rs  +  v{p  +  n)(r  +  9)  +  ll^0> 

(34)  (jf  +  ?)rs  +  v  (p  +  x)r  +  (i  =  0, 

(35)  (^  +  8")r«  +  f»*-0, 

(36)  (p*  +  ?)rs  +  vr  +  p  -  0, 

(37)  (p»  +  V)ra  +  f»  =  0. 

C.  Deux  asymptotes  paralleles  reelles  et  non  osculatrices: 

(38)  (i>*  -  ?)rs  +  v  (j>  +  *)*  +  p  -  0, 
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«)  (Pa-?)rs  +  v(j?  +  x)(r  +  Q)  +  (i  =  0, 

0)  (p*  -  ?)r»  +  v(j>  +  *)r  +  <*  -  0, 

1)  <j?  -  ?)rs  +  (it-0, 

9  (1*  — &")"  +  «''  + p-0. 

D.   Deuz  asymptotes  paralleles  et  reelles,  dont  l'une  osculatrice: 

0  (r-g>«  +  »'(p  +  6)(r  +  p)  +  ^  =  o, 

£.    Deux  asymptotes  paralleles,  reelles  et  osculatrices: 
0  (i>*  -  ?)(rs  +  «)  +  i/p  +  fi  =  0, 

0  (/>*  — 6*)™ +  "*>  =  <>■  *) 

F.  Un  point  de  rebroussement  de  premifere  espece  ä  Tinfini: 

8)  p*rs  +  v{p  +  jr)£  +  ii  =  0, 

9)  |>2r$  +  v(|)  +  ä)  (r  +  e)  +  p  =  0, 

0)  ?r8+vip  +  *)r  +  n  —  0, 

1)  p*rs  +  W  =  0, 

2)  p*rs  +  vr  +  f*  =  0. 

G.  H.  I.  Deux  branches  de  la  eoiirbe  ont  ä  l'infmi  un  contact  ou 
*1  ou  imaginaire,  ou  elles  formest  un  point  de  rebroussement  de 
onde  espece: 

>)  (57)  (61)  p*rs  +  vpt  +  p  =  0, 

)  (58)  (62)  p*rs  +  vp(r  +  g)  +  (i  =  0, 

)  (59)  (63)  p2rs  +  vj?r  +  p  =  0, 

)  (60)  (64) 2)  p2rs  +  fi  =  0  *). 

Sixifeme  cas. 

10.  A.    II  y  a  deux  systemes  d'asymptotes  paraboliques.    Nombre 
eonstantes  12.     L'equation  est 

>  &  +  W(**  +  V»)  +  v(P  +  *){r  +  9)  +  P  =  0. 


*)  Ne  connaissant  que  7  des  9  especes  du  quatrieme  cas,  Euler  indique,  au 
1  de  64  especes,  42  seulement,  et  reconnait  que  deux  de  celles-ci  sont  impos- 
*e*t  ce  qui  fait  qu'il  en  compte  40.  Mais  sur  ce  nombre  il  y  en  a  encore  8 
1  ^'existent  pas,  ce  qui  le  reMuirait  ä  32.  Enfin,  les  7  especes  suivantes  ont 
^ppe"  a  eee  recherches:  (43),  (44),  (45),  (61),  (62),  (63),  (64),  ce  qui  donne,  comme 
Kia  l'avons  annonce*  plus  haut,  39  especes  du  cinquieme  cas. 
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B.  II  y  a  an  Systeme  d'asymptotes  paraboliques  et  deux  asymp- 
totes  paralleles,  ou  imaginaires,  ou  reelles,  ou  coincidentes.  NombTe 
des  constantes  du  cas  general  11.     L'equation  est 

(66)  (p*  +  Xq) (f*  +  y*X+  v(p  +  n)(r  +  p)  +  p  -  0, 

(67)  (p*  +  Xq)(r°  -  f)  +  v(p',+  x)(r  +  q)  +  p  -  0, 

(68)  &  +  Ag)(r«  -  y8)  +  v(p  +  *)(r  +  y)  +  p  -  0, 

(69)  (p8  +  Ag)(r8  -  y8)  +  vr  +  p  -  0, 

(70)  (p'  +  AffV  +  Kl'  +  'X'  +  d+P-O, 

(71)  (72)  (73)     (j>8  +  lq)r*  +  v(p  +  x)r  +  /i  -  0. 

C.  II  y  a  deux  systemes  de  deux  asymptotes   paralleles  ou  i 
ginaires,  ou  reelles  ou  coincidentes.     Nombre  des  constantes   du 
general  10.     C  se  subdivise  en  a,  ß,  y,  S,  s,  £. 

a.    Deux  paires  d'asymptotes  imaginaires: 

(74)  (p8  +  |8)(g8  +  y8)  +  v(p  +  x)(s  +  «)  +  p  -  0. 

/3.  Deux  paires  d'asymptotes  paralleles  dont  l'une  imaginairo  e 
Tautre  reelle: 

(75)  (p*  +  V) («*  -  f)  +  v(p  +  x)(s  +  x)  +  /*  -  0, 

(76)        (p8  +  |8)(a8  -  y8)  +  »d»  +  *)<s  +  y)  +  /» -  o, 

(77)  (j>8  +  £8)  (3»  -  y8)  +  *3  +  p  =  0. 

y.    Deux  paires  d'asymptotes  paralleles  et  reelles: 

(78)         (p8  -  VW  -  y2)  +  f(j»  +  *)(«  +  *)  +  p  -  0, 

(79)  (p8  -  £8)(g8  -  y8)  +  »0»  +  %){q  +  x)  +  p  -  0, 

(80)  (p8  -  £8)(2"  -  y8)  +  V(p  +  |)(3  +  y)  +  P  -  0, 

(81)  (p8  -  6»)  (g8  -  y8)  +  rp  +  p  =  0, 

(82)  (i>*  -  £*)(«*  -  y8)  +  p  -  0. 

<J.    Deux  asymptotes  paralleles  et  imaginaires,  et  deux  coincid»*1* 
en  une  seule: 

(83)  (p*  +  W  +  i/(i)  +  x)(s  +  x)  +  (i  -  0, 

(84)  (85)         (j>8  +  P)j»  +  *(i»  +  x)q  +  p  =  0, 

(86)  (j>8  +  £8)g8  +  2  f*(p  +  »)  q  +  p8  =  0. 

f.   Deux  asymptotes  paralleles  et  reelles,  et  deux  coincidant 
une  seule: 

(87)  (/-W  +  Kp  +  ^  +  ^  +  ^O, 

(88)  (p8  -  S8)28  +  v(p  +  ©  (2  +  x)  +  p  =  0, 

(89)  G»* -«*)«■ +  »/»  +  **-<>, 
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)  (91)  (P  ~  V)  q*  +  v{p  +  n)q  +  ^  -  0, 

)  (P8  ~  SV  +  M?  +  *)q  +  f»*  -  0, 

.  (94)  (p*  -  S*)3*  +  v(p  +  I)«  +  p  -  0, 

)  (i>*  ~  5V  +  2/tfp  +  l)q  +  f»»  -  0. 

Dem  branches  qui  se  touchent  ä  l'infini  sont  incompatibles  avec 
z  asymptotes  paralleles  et  toutes  les  deux  osculatrices.  s) 
£.    Deux  paires  de  deux  asymptotes  coincidentes: 

')  J>V +  vG> +  *)(?  +  *)  +  **'=  °> 

)  (98)  pV  +  vp(a  +  x)  +  p  =  0, 

»)  *V  +  2W»fo  +  «)  +  f»*-0. 

ue  peut  pas  y  avoir  simultanement  deux  couples  de  branches  qui 
touchent  ä  l'infini  sur  deux  asymptotes  doubles  et  differentes.*) 

Septieme  cas. 

11.    La  courbe  a  une  asymptote  rectiligne  R  et  n'est  coupee  par 

ligne  droite,  menee  parallelement  ä  l'asymptote,  qu'en  trois  points 
ement. 

A.  En  general,  il  y  a  en  outre  une  seconde  direction  suivant  la- 
lle la  courbe  est  rencontree  par  une  ligne  droite  quelconque  en 
s  points  seulement.     Une  parabole  quelconque  dont  les  diametres 

cette  meme  direction,  ne  coupe  la  courbe  qu'en  six  points.  Malgre 
-   il  n'y  a  ni  asymptote  rectiligne  ni  asymptote  parabolique;  mais  il 

une  infinite  d'asymptotes  semi-cubi-paraboliques,  toutes  indiquees 

une  equation  de  la  forme  suiyante: 

Ps  +  *(«  +  *)s  =  0, 

*)    Eni  er  compte  47  especes  du  sixieme  cas;  mais  dans  ce  nombre,  il  faut 

Ord  rectifier  une  erreur  de  calcul.    Dans  la  supposition  que  la  nature  d'une 

icne  infinie  est  absolument  inddpendante  de  la  nature  des  autre?,  Euler  fixe 

lombre   ä   7*  «  49,    c'est-a-dire    qu'il   le    croit    e'gal    au   cam*    du   nombre 

>tg  par  lui  des  differentes  especes  du  quatrieme  cas,  dans  Tduumeration  des- 

les   les    asymptotes   imaginaires  ne  sont  pour  rien,  au  Heu  qu'il  aurait  du 

7    8  .9.10 

<ire  le  nombre  t-~*    Dans  la  meme  supposition  -^— -  —  45   especes  se  pre'- 

sraient  a  nous.  Ensuite  Etiler  reconnait  que  deux  de  ses  especes  n'existent 
son  vrai  nombre  serait  donc  26.    Mais  d'un   cdte*  il  y  a  encore  trois  autres 

ces  qui  n'existent  pas,  ce  qui  baisserait  le  nombre  a  23,  tandisque  d'un  autre 
les  12  especes  suivantes: 

68,  73,  76,  79,  80,  86,  88,  92,  93,  94,  95,  99 

omises,  ce  qui  definitivement  nous  fournit  le  nombre  35.  Sur  les  45  especes 
qules  plus  haut,  il  y  en  a  10  d'impossibles. 
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si  l'on  y  donne  ä  x  successivement  toutes  les  valeurs  possibles.  Six 
points  d'intersection  ayant  pass£  ä  l'infini,  chacune  de  ces  asymptotes 
coupe  la  courbe  proposee  en  six  points  seulement;  et  meme  il  en  est 
toujours  une  qui  en  general  et  au  plus  ne  coupe  la  courbe  qu'en  cinq 
points;  je  l'apellerai  osculatrice.  Par  rapport  ä  eile  Fordre  du  contact 
s'elfeve  ä  $,  tandisque,  pour  une  autre  parabole  quelconque  de  cette 
espece,  il  ne  s'eleve  que  jusqu'ä  ■$-.  Dans  l'^quation  suivante,  conte- 
nant  12  constantes,  l'asymptote  osculatrice  est  mise  en  ävidence: 

(100)  (p8  +  lq*)r  +  v{p  +  *)s  +  p  —  0. 

Comme  Fordre  du  contact  de  la  courbe  avec  son  asymptote  R 
peut  monter,  Ton  obtient  les  deux  espfeces  suivantes: 

(101)  (p*  +  lf)r  +  v(p  +  «)(r  +  q)  +  n  -  0, 

(102)  (p*  +  Xq*)r  +  v(p  +  %)r  +  ft  -  0. 

B.  H  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  coupe  la  courbe  en  deux  points  seulement,  sans  toutefois 
etre  son  asymptote.  De  plus  toutes  les  paraboles  d'un  paramfetre 
determine  et  dont  les  diamfetres  ont  cette  meme  direction  ne  coupent 
la  courbe  qu'en  quatre  points,  sans  toutefois  etre  ses  asymptotes.  Mais 
au  nombre  des  lignes  droites  en  question,  il  en  est  une  seule  P, 
asymptote  de  la  courbe,  qui  la  coupe  en  general  et  au  plus  en  un 
seul  point,  et  au  nombre  des  paraboles  en  question,  il  en  est  une 
serie  infinie  dont  les  axes  coincident  et  qui,  asymptotes  de  la  courbe, 
ne  la  coupent  qu'en  trois  points;  parmi  ces  paraboles,  il  y  en  a  tou- 
jours une  seule,  asymptote  osculatrice  de  la  courbe,  qui  la  coupe  en 
general  et  au  plus  en  deux  points.  Nombre  des  constantes  11.  B 
contient  a  et  ß. 

a.  L'asymptote  P  est  une  asymptote  ordinaire: 

(103)  p(p*  +  Xq)r  +  vp*  +  ps  —  0, 

(104)  p(p*  +  Xq)r  +  ps  =  0, 

(105)  p(p2  +  Xq)r  +  vr  +  (i  —  0. 

ß.    L'asymptote  P  est  une  asymptote  osculatrice: 

(106)  p(p%  +  Xq)r  +  op*  +  vp  +  p  =  0, 

(107)  ptf  +  Xq)r  +  vp  +  ti  =  0, 

(108)  *(l^  +  A?>  +  fi-0. 

C.  II  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligne  droi 
quelconque  rencontre  la  courbe  en  deux  points  seulement,   mais  cett 
droite  n'est  jamais  asymptote  de  la  courbe.     Toute  parabole  dont  le 
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diamfetres  ont  cette  meme  direction,  ne  coupe  la  courbe  qu'en  cinq 
points;  mais  aucune  transformation ,  ancun  d£placenient  d'une  teile 
parabole  ne  peut  la  rendre  asymptote  de  la  courbe.  11  y  a  seulement 
une  infinite  d'asymptotes  cubi-paraboliques,  representees  par  l'equation 

suivante: 

p*  +  i(g  +  *)  -  0, 

en  y  regardant  x  comme  une  quanfcite  indeterminee.  Neuf  points  d'in- 
tersection  ayant  passe  ä  l'infini,  cbacune  de  ces  asymptotes  ne  coupe 
la  courbe  qu'en  trois  points.  Parmi  elles  il  y  en  a  une;  que  j'apelle- 
rai  oscidatrice7  qui  ne  coupe  la  courbe  qu'en  deux  points.  En  general, 
Tordre  du  contact  est  -f ;  pour  cbaque  point  nouveau  passant  ä  l'infini 
il  s'elfeve  de  \.  Nombre  des  constantes  10.  C'est  l'asymptote  oscu- 
latrice  qui  est  mise  en  evidence  dans  les  equations  suivantes: 

(109)  (p*  +  kq)r  +  op*  +  vp  +  p  =  0, 

(110)  (p8  +  Xq)r  +  vp  +  n  =  0, 

(111)  (p*  +  kq)r  +  ii  -  0. 

Dans  les  deux  cas  B  et  C,  la  courbe  a  un  point  double  situe  ä  l'in- 
fini.  Dans  le  premier  cas,  des  deux  tangentes  de  ce  point  l'une  est 
l'asymptote  P,  et  l'autre  est  situee  tout  entiere  ä  l'infini.  Dans  le  second 
cas,  les  deux  tangentes  sont  situees  ä  l'infini. 

D.  II  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  ne  coupe  la  courbe  qu'en  un  point  unique.  En  general 
une  teile  ligne  droite  est  asvmptote  de  la  courbe  dans  trois  positions 
düferentes,  et  alors  eile  ne  la  coupe  pas  du  tout.  La  courbe  a  un 
point  triple  situe  a  l'infini,  dont  les  trois  tangentes  ne  sont  autre 
chose  que  les  trois  asymptotes  paralleles  de  la  courbe.  Nombre  des 
constantes  9.     D  se  subdivise  en  a,  ß,  y,  d. 

a.  Deux  des  trois  asymptotes  paralleles  sont  imaginaires: 

(112)  (p  +  *W  +  ?)q  +  *P*  +  vp  +  n  =  0, 

(113)  (p  +  «)(p*  +  ?)q  +  vp  +  p  =  0, 

(114)  (j>  +  «)(jj»  +  10?  +  /"=  0. 

ß.  Les  asymptotes  paralleles  sont  reelles  toutes  les  trois: 

(115)  (jp  +  »)(p*  -  V)q  +  6p*  +  vp  +  (i  -  0, 

(116)  (p  +  *)(j>s  -  ?)q  +  vp  +  (l  =  0, 

(1 17)  (p  +  *)&  -  gO q  +  p  =  0. 

y.  Deux  des  trois  asymptotes  paralleles  coincident  en  une  seule. 
Par  rapport  ä  elles,  1'ordre  du  contact  se  reduit  a  \. 


318  Enumeration  des  courbes  du  quatrieme  degre\ 

(118)  (p  +  n)p>q  +  ap'  +  vp  +  n  -  0, 

(119)  (p  +  n)p'q  +  vp  +  p  =  0, 

(120)  (j>  +  W)p*g  +  ^  =  0. 

d.   Les  asymptotes  paralleles  se  confondent  en  une  seule,  toute?-^ 
les  trois;  l'ordre  du  contact  s'abaisse  ä  ^. 

(121)  paq  +  <yp»  +  "i>  +  fi  =  0, 

(122)  P'q  +  vp  +  P  =  0, 

(123)  p»g  +  /*  -  0. 

Huitieme  cas. 

12.  A.  II  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne 
droite  quelconque  rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement.  Si 
Ton  determine  la  constante  arbitraire  d'une  teile  ligne  droite  de  mo- 
niere qu'elle  ne  coupe  la  courbe  qu'en  deux  points,  on  verrait  qu'alors 
cette  ligne  droite  passe  ä  l'infini.  II  n'y  a  pas  d'asymptote  rectiligne. 
Toute  parabole  dont  les  diametres  ont  cette  meme  direction,  coupe  la 
courbe  en  six  points  seulement,  mais  eile  passe  ä  Tinfini  si,  afin 
qu'elle  devienne  asymptote,  Ton  dispose  de  ses  deux  constantes  arbi- 
traires  de  maniere  qu'elle  ne  coupe  la  courbe  qu'en  quatre  points.  II 
n'y  a  pas  d'asymptote  parabolique.  II  n'y  a  pas  non  plus  une 
asymptote  courbe  du  troisieme  degre.  Enfin,  il  n'y  a  pas  meme 
une  asymptote  parabolique  du  quatrieme  degre.  Nombre  des  con- 
stantes  11. 

(124)  ,>*  +  q(*l>>  +  A«!)  +  v(p  +  «)r  +  /t  =  0.  *) 

ß.  II  y  a  une  infinite  de  paraboles  du  degre  {,  asymptotes  de  la 
courbe,  et  representees  par  l'equation 

en  y  regardant  x  comme  une  quantite  indeterminee.  En  general,  une 
teile  parabole  coupe  la  courbe  en  huit  points,  mais  il  y  en  a  une  qui  la 
coupe  en  sept  points  seulement.  En  general  l'ordre  du  contact  est  \f 
pour    celle-ci    \}  et  si,    dans   des  cas   particuliers   des   points    d'inter- 


*)  L'espece  generale  du  huitieme  cas  est  ächappe'e  ä  Euler,  qui  parait 
supposer  qu'une  courbe  d'un  degre*  quelconque  a  necessairement  pour  asymptote 
une  courbe  donne'e  par  une  e*quation  ä  deux  termes: 

Pm  +  W  -  0; 
ce  qui,  passe*  le  troisieme  degre\  n'est  plus  vrai. 
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section  nouveaux  passent  ä  l'infini,  il  s'eleve  pour  chacun  d'eux  de  \ . 
Nombre  des  constantes  10. 

(125)  pl  +  kq*  +  v(j>  +  n)r  +  ii=~0. 

G.  II  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne  droit*» 
quelconque  rencontre  la  courbe  en  deux  points  seulemeut;  c'est  parce 
que  celle-ci  a  un  point  double  situe  ä  l'infini.  En  determinuut  les 
deux  tangentes  de  ce  point,  on  n'en  trouve  qu'une  seule,  asymptote 
de  la  courbe,  l'autre  ayant  passe  tout  entiere  a  l'infini.  II  y  a  avec 
cette  asymptote  rectiligne  une  serie  infinie  d'asymptotes  semi-cubi- 
paraboliques.  Nombre  des  constantes  10.  Suivant  que  1' asymptote 
rectiligne  est  une  asymptote  ordinaire  ou  osculatrice,  on  obtient  Ich 
deux  especes  suivantes: 

(126)  (p  +  n)(p»  +  Xf)  +  cp*  +  (Lr  -  0, 

(127)  (p  +  x)(jf  +  ig»)  +  ep*  +  vp  +  p  -  0. 

D.  II  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  la  courbe  est 
coupee  par  une  ligne  droite  quelconque  en  deux  points  seulemeut.  II 
y  a  un  point  double  situe  ä  l'infini  suivant  cette  direction.  Les  deux 
tangentes  de  ce  point  ayant  passe  ä  l'infini  toutes  les  deux,  il  n'y  a 
pas  d'asyniptote  rectiligne.  Toute  parabole  quelconque  dont  les  dia- 
metres  se  confondent  avec  cette  direction  coupe  la  courbe  en  quatre 
points  seulemeut.  Une  teile  parabole  depend  encore  de  trois  constantes 
arbitraires.  En  disposant  convenablement  de  deux  de  ces  constantes, 
on  obtient  deux  series  infinies  de  paraboles,  dont  le  parametre  et  la 
position  de  Taxe  sont  determines,  et  qui  sont  les  asymptotes  de  la 
courbe  qu'elles  coupent  en  deux  points  seulement.  Enfin  dann  chacune 
des  deux  series,  il  y  a  une  asymptote  osculatrice  qui  coupe  la  courbe 
en  general  et  au  plus  en  un  point  unique.  Ces  deux  asymptote«  sont 
mises  en  evidence  dans  l'equation  suivante.    Nombre  des  constantes  \). 

(p*  +  iq)<J  +  yr)  +  vP  +  ti-  o. 

Mais  comme  les  deux  series  d'asymptotes  paraboliques  sont  ou 
reelles  ou  imaginaires,  il  laut  distinguer  deux  especes  indiquee*  duns 
l'equation  suivante  (qui  est  äquivalente  ä  la  precedente,  par  le  double 
eigne: 

(128)  (129)  [,  //*  +  ;.(//  ~  yV|  +  vp  +  p  -  0. 

Pour  determiner  lespece  limite  entre  c-efe  deux-la,  examinon»  *-m  qui 
arrive  dans  le  cas  de  param^tret  ^gaux:  r  se  r^duit  alors  a  r/>  -f  *;, 
ce  qui  fait  disparaitre  deux   conetaxitefc  a  la  foit  de  1  *<£quatiou  pr^> 
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dente.  Cette  circonstance  indique  une  espfece  intermediaire.  Dans 
celle-ci,  en  effet,  les  deux  series  d'asymptotes  paraboliques  s'eloignent 
a  rinfini,  il  n'y  a  pas  d'asymptote  parabolique  proprement  dite.  De 
meme  que  deux  asymptotes  rectilignes  et  infiniment  eloignees  sont 
remplacees  par  une  parabole,  deux  asymptotes  paraboliques  infiniment 
eloignees  sont  remplacees  par  une  asyinptote  unique  du  quatrieme 
degre.     L'equation  de  cette  espece  est  la  suivante: 

(130;  (p*  +  Xqf  +  v(p  +  *)(g  +  x)  +  (i  -  0.  *) 

Dans  le  cas  de  parametres  egaux  les  £quations  (128)  et  (129) 
deviennent : 

O*  +  W  +  r%(p  +  *)■  +  **  =  o, 

et  peuvent  s'ecrire  sous  la  forme  suivante,  pour  faire  ressortir  les  deux 
asymptotes  osculatrices  dans  le  cas  oü  celles-ci  sont  reelles: 

(l>2  +  Aj)[(l»  +  *)*  +  Kl  +  *)]  +  fi  -  o. 

Dans  ce  cas,  il  faut  que  les  huit  points  d'intersection  passent  tous 
ä  l'infini,  pour  que  le  contact  de  la  courbe  et  d'une  parabole  soit  du 
premier  ordre,  tandis  que  dans  le  cas  general  il  suffit  que  cinq  points 
et,  dans  le  cas  de  l'equation  (128),  que  sept  points  d'intersection  pas- 
sent ä  Tinfini.  Pour  les  courbes  du  quatrieme  degre,  les  axes  des 
deux  asymptotes  paraboliques  ä  parametres  .egaux  ne  peuvent  pas 
coincider.  Cela  exigerait  qu'on  püt  faire  disparaitre  n  dans  l'equation 
precedente,  sans  la  rendre  decomposable  en  deux  facteurs  du  second 
degre.  A  plus  forte  raison,  il  est  impossible  que  deux  asymptotes 
paraboliques  de  la  courbe  coincident  en  une  seule.  *) 


*)  Euler  compte  egalement  trois  especes  dn  .cas  D,  däsign£es  par  lui 
comme  la  139°,  140°  et  141°.  Mais  toutes  ses  conclusions  sont  erronäes.  En  par- 
tant  de  l'equation 

(y4  -f  ay*x  +  ex9)  +  cy*  +  dyx  +  fy  +  gx  +  ä  —  0, 

il  de"compose  son  premier  terme  en  deux  facteurs  du  second  degre*  de  la  maniere 
sui  vante : 

ce  produit  dgale*  ä  zero  repr£sente  deux  paraboles  ayant  meme  axe  et  m$me 
sommet.  Ces  deux  paraboles  sont  d'apres  lui  les  deux  asymptotes  de  la  courbe. 
Comme  partout  il  ne  voit  que  deux  asymptotes  paraboliques  la  oü  il  y  en  a 
une  infinite.  Mais  ces  deux  asymptotes  ddpendent  en  partie  du  choix  arbitraire 
des  axes  des  coordonne'es ,  et  d'autres  asymptotes  en  effet  vont  se  präsenter,  si, 
par  exeniple,  la  courbe  propos^e  est  rapporte'e  ä  un  autre  axe  des  y,  parallele  au 
premier.  Je  dis  plus,  aueune  des  deux  paraboles  d'Euler  n'est  une  asymptote 
de  la  courbe.  Pour  le  faire  voir,  de*signon8,  en  donnant  a  l'abscisse  x  une  valeur 
intime,  la  valeur  de  l'ordonnee,  repondant  aux  points  de  l'une  des  deux  paraboles, 
par  y,  de  maniere  quon  ait 
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E.  H  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
rencontre  la  courbe  en  an  point  unique.  II  y  a  ä  Finfini  suivant 
cette  direction  un  point  triple.  Des  trois  tangentes  de  ce  point;  Fune 
est  infiniment  eloignee;  les  deux  autres  sont  les  deux  asymptotes  rec- 
tilignes  de  la  courbe  et  peuvent  etre  ou  imaginaires,  ou  reelles,  ou 
confondues  en  une  seule.  A  Fautre  tangente  repond  une  serie  infinie 
d'asymptotes  paraboliques  qui  coupent  la  courbe  en  general  en  deux 
pointa  Dans  ce  nombre  se  trouve  une  parabole  osculatrice  qui  ren- 
contre  la  courbe  en  general  et  au  plus  en  un  point  unique.  Nombre 
des  constantes  8. 

(131)  {?  +  I")  (f  +  kq)  +  vp  +  ii  =  0, 

(132)  (p*  -  !*)(p»  +  kq)  +  vp  +  (i  =  0, 

(133)  Pt(ps  +  lq)  +  vp  +  ii  =  0. 

F.  La  courbe  a  un  point  triple  comme  dans  le  cas  precedent; 
deux  de  ses  trois  tangentes  ont  passe  ä  Finfini.  II  y  a  une  seule 
asymptote  rectiligne,  ne  coupant  point  la  courbe.  En  outre;  il  y  a 
une  serie  infinie  d'asymptotes  cubi -paraboliques  rencontrant  la  courbe 
en  general  en  un  seul  point,  tandis  que  Fune  d'elles  ne  la  coupe  pas 
du  tout.  L'ordre  du  contact  qui  en  general  est  $  s'eleve  pour  celle-ci 
ä  l'unit&     Nombre  des  constantes  7. 

(134)  (p  +  *)(ps  +  kq)  +  ii  -  0. 

6.  Les  tangentes  du  point  triple  a  Finfini  sont  situees  elles- 
menies,  toutes  les  trois,  tout  entieres  ä  Finfini.    II  y  a  une  infinite 


et  la  valeur  correspondant  ä  un  point  de  la  courbe  par  (y  +  ß)»  ü  viendra 

i«  a.  mm  «*        c(y  +  ß)a  +  *  (v  +  ft*  +  f(y+ß)  +  9*  +  * 
&  +  »  +p* -^+-gr+^i 

et  de  la  on  tire,  en  ayant  egard  ä  l'equation  pre'ce'dente  et  en  negligeant  con- 
▼enablement 


HP—  P')        ya*  —  le 

Donc,  pour  que  la  parabole  en  questdon  devienne  une  asymptote  de  la  courbe, 
il  faut  la  deplacer  parallelement  a  ses  diametres  d'une  distance  ägale  a  la  valeur 

de  ß.    Si  Fon  a 

o*  —  4e  — »  0, 

Eni  er  en  conclut  que  les  deux  asymptotes  paraboliques  co'incident,  ce  qui  ne 
peut  jamais  arriver.  Dans  ce  cas  le  deplacement  de  la  parabole  deUerminee  par 
lui  doit  ötre  infiniment  grand,  pour  qu'elle  devienne  asymptote;  c'est-a-dire  qu'il 
n'y  a  paa  d'asymptote  parabolique  dans  ce  cas. 

Plttoker,  Werke.  I.  21 
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d'asymptotes  paraboliques  du  quatrieme  ordre,  qui  coupent  toutes  1a 
courbe  proposee  en  deux  points.  L'ordre  de  ces  asymp totes,  toutfc^g 
comprises  dans  l'equation  suivante,  en  y  regardant  q  comme  une  foix.  ^- 
tion  lineaire  absolument  arbitraire, 

p«  +  xq  «  0, 

s'eleve  a  \]  mais  en  general  il  n'y  a  pas  une  de  ces  asymptotes  po^r 
laquelle  cet  ordre  monte  plus  haut.    Nombre  des  constantes  6. 

(135)  pl  +  Xq  +  vp*  =  0. 


23. 

Thäor&mes  gln&aux  concernant  les  Equations  d'un  degr6 
quelconque  entre  an  nombre  quelconque  d'inconnues. 

(Crelle's  Journal,  Band  16,  S.  47—57.  1836.) 

1. 

Soit 
<1)  *  9>»(s,  y)  =  0 

Tequation  generale  d'un  degre  n  quelconque  entre  les  deux  inconnues 

rc  et  y.     Une  teile  equation  contient  (— — j -ns  ~  l)    coefficients 

*jui   a    leur   tour   sont   completement   determines,   quand    on    connait 

\ i — ö —  1 )    couples    de    valeurs   de   x   et   y   qui   satisfont   ä 

Tequation  proposee;  car  il  est  evident  que  chacun  de  ces  couples  four- 
nit  une  equation  lineaire  entre  les  coefficients  en  question. 

Ajoutons  maintenant  ä  Tequation  precedente  une   autre  equation 
quelconque  du  meme  degre  que  nous  representerons  par 

<2)  ♦„(*,  ff)  -  0. 

X'ensemble  des  equations  (1)  et  (2)  donne  n2  couples  de  valeurs  de  x 
«t  y  qui  satisfont  non  seulement  ä  ces  deux  equations,  mais  encore  a 
tonte  equation  qui  en  resulte,  par  quelle  combinaison  algebrique  que 
ce  soit.  On  peut;  en  designant  par  fc  un  coefficient  arbitraire,  repre- 
eenter  toutes  les  equations  du  nlöma  degre  qui  resultent  ainsi  des  deux 
equations  (1)  et  (2),  de  la  maniere  suivante: 

<3)  <pn(x,  y)  +  titl>n(x,  y)  =  0. 

Xes  n2  couples  de  valeurs  qui  satisfont  non  seulement  ä  Tequation  (1) 
nais  encore  ä  Tequation  (2)  et  toutes  les  equations  (3),  ne  suffisent 
donc  pas  pour  de'terminer  les  coefficients  de  Tequation  (1).  Cette 
determination  devient  complete,  si  Ton  connait  un  nouveau  couple  de 
valeurs.  Soient  y0  et  x0  ces  valeurs  qui  satisfont  ä  Tequation  (1)  sans 
satisfaire  ä  Tequation  (2),  de  sorte  qu'on  ait: 

21* 
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Ces  memes  valeurs  ne  pourront  jamais  satisfaire  ä  l'£quation  (3),  pour- 
vu  qu'on  n'y  pose  p  =  0,  ce  qui  la  reduit  ä  l'equation  (1). 

II   suit  de  ce    qui  precfede    que    (         «    1  —  ^/    conples  ^e 

valeurs  pris  au  hazard  et  qui  satisfont  ä  l'equation  (1)  sont,  quant  ä 
la  determination  des  coefficients  de  cette  equation,  tout-a-fait  equi- 
yalents  ä  n2  couples  choisis  de  manifcre  qu'ils  satisfont  en  meme  temps 
ä  une  seconde  equation  quelconque  du  meme  degre.  Car  dans  les  deux 
cas  cette  determination  est  complfete  et  lineaixe,  si  Ton  ajoute  aux 
couples  donnes  un  couple  nouveau.  Ainsi  nous  sommes  parvenus  aux 
deux  theorfemes  suivants  qui,  quant  au  fond,  reviennent  au  meme. 
I.      Si    Von    donne    ä    deux    quantites    variables    successivement 

(—  "12         — 2j  couples  de  valeurs  quelconques  et  si  Von  suppose  que 

ces  valeurs  satisfassent  ä  une  equation   quelconque  du  nihm  degre  entre 
les  deux  variables ,  il  y  aura 

„2        /(»  +  *)(»  +  *)        9\  _  (n  -  1) (n-2) 

couples  de  valeurs  nouveaux  qui  satisfont  ä  la  meme  equation  et  qui  de- 
pendent  uniquement  des  couples  precedents. 

IL   Si  Von  connatt  y-       '  \         —  2 )  couples  de  racines  de  deux 

equations  du  niime  degri  entre  deux  inconnues,  Von  öbtiendra  les  - 7^5 

1.2 

couples  de  racines  /estantes,  sans  avoir  recours  ä  ces  Squations. 

2. 

II  est  evident  que  ces  racines  inconnues  dependent  d'une  Equation 

du  s i~ö degre.    Ensuite  Ton  entrevoit  la  forme  d' equations 

symetriques  qui  doivent  subsister  entre  les  n2  couples  de  racines  des 
deux  equations  (Tun  meme  degre;  car  de  quelle  manifere  qu'on  choisisse 

parmi  ces  n2  couples  y  9         — ^)  Pour  en  determiner  les  autres, 

cette  determination  ne  doit  nullement  changer. 

3. 

Pour  rendre  l'6nonce  de  nos  theoremes  aussi   clair  que  possible 
je  m'arreterai  un  moment  au  cas  de  n  =  3. 

Huit  couples  de  valeurs  qui  satisfont  ä  une  equation  du  troisicme 
degre  entre  deux  variables  comportent  un  neuvicme  couple  qui  s'öbtient 
lineairenient  au  moyen  des  autres. 
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Soient  xlf  yx\  xi7  y2; . . . .  xS7  y8  les  huit  couples  de  valeurs  qui 
comportent  le  neuvieme  couple  que  nous  designerons  par  xa,  yd.  II 
faut  alors;  d'aprfes  le  theorenie  precedent,  que  des  huit  equations: 

Ayt*+Bxty2*+Cx2'ya+Dx2*+Etf+FxM+Gxt*+Hy2+^ 


Ays>+BxM*+Cxs*ys+Dx9*+Ey8*+Fxsys+Gx^ 

8e  d&luise  Fequation  suivante: 

Ay9'+Bx9y9*+Cx9*y9+Dx9*+Ey9*+Fx9^^ 

c'est-ä-dire,  il  flaut  que  uous  parvenions  ä  cette  derniere  equation  en 
ajoutant  les  huit  equations  qui  precedent,  apres  les  avoir  respective- 
ment  multipliees  par  des  coefficients  convenables  p17  (i2 . . . .  ft8.  Ceci 
suppose  qu'on  ait: 

2Jpx  =  x9,  £(ix?  =  x<?, 

Zpy  —  y9}  Zpx*y  =  x9*y9, 

Epx?  =  x9*,  Zpxy*  =  x9y*, 

Zpxy  =  x9y9f  Zpy*  =  Sfo8; 

en   nous   servant  pour   abreger   du   signe  27  et  en  l'etendant  de  p, , 

t*ix\y  Mii^t  e^c-  jusqu'a  fig,  ^8^87  PsUs  e*c«  Les  dix  Equations  sont  ne- 
cessaires  et  süffisantes  pour  determiner  x9  et  y9}  apres  avoir  determine 
prealablement  les  huit  coefficients  p,,  fi2, . .  . .  ftg.  Tci  je  n'entrepren- 
drai  pas  de  faire  ressortir  des  equations  ci-dessus  qu'on  obtient  des  va- 
leurs uniques  pour  x9  et  y9;  il  me  suffira  d'avoir  v^rifie  le  theoreme 
general  pour  le  troisifeme  degre,  en  suivant  une  marche  differente. 

4. 

Nous  pouvons,  par  des  considerations  extrfemement  simples,  gene- 
raliser  les  theor^mes  du  numero  1.,  pour  en  multiplier  les  applications 
*t  pour  les  etendre   au   cas  de    n  =  2  et    meme   au   cas  de  n  =  1. 

!n  effet,   s'il   y   en   a  parmi  les  ^^y>?-^t-J —  lj    coefficients    de 

Squation  generale  du  nl6me  degre  un  nombre  m  quelconque  qui  sont 
mnes,  ou,  plus  generalement,  s'il  y  a  m  equations  lineaires  de  con- 

ion  entre  les  (         J\         —  l)  coefficients,  chaque  coefficient  don- 

ou  chaque  Equation  lineaire  de  condition  remplacera  completement, 
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quant   ä    la  determination  des   (---  x   ^  —  l)    coefficients,   l'une 

des  equations  que  fournit  chaque  couple  des  variables  supposäes  don- 
nees.     Donc: 

III.  Si  m  des  coefficients  de  Vequation  dun  degre  n  quelwnque 
entre  deux  variables  sont  donnes,  Ott  bien  encore,  s'U  existe  m  equa- 
tions Unfaires  de  condition  entre  ces  coefficients,  ü  suffira  de  connaitre 

(  t  n  —  0»  +  2))  couples  de  vaieurs  des  deux  variables  qui 
satisfont  ä  Vequation  du  nihn9  degre,  pour  en  deduire  (^— «    o"~     +  m) 

couples  nouveaux. 

Le  nombre  m  peut  etre  pris  arbitrairement  entre  les  limites  0  et 
/(n  +  l)(n  +  8)  _  2\ 

Pour  particulariser,  je  choisirai  les  exemples  suivants  qui  sont  de 
premiere  simplicite. 

Si  entre  les  coefficients  A,  B  et  C  de  1'equation  lineaire 

Ay  +  Bx  +  C  =  0 

il  existe  une  equation  de  condition  egalement  lineaire,  un  mime  couple 
de  valeurs  de  x  et  y  satisfera  toujours  ä  l'equation  precedente,  quelles 
que  soient  du  reste  les  valeurs  des  coefficients  de  cette  equation. 

Si  Ton  connait  trois  couples  de  valeurs  de  x  et  y  qui  satisfont  ä 
requation  suivante: 

Mf  -  *')  +  Bxy  +  Dy  +  Ex  +  F=  0, 

Ton  deduira  lineairement  de  ces  trois  couples  un  quatrieme  qui  satis- 
fera egalement  ä  la  meme  equation. 

Si  quatre  equations  lineaires  de  condition  sont  donnees  entre  les 
coefficients  de  Tequation  suivante: 

Ay2  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F=0, 

il  y  aura  toujours  les  memes  quatre  couples  de  valeurs  de  x  et  y 
qui  satisferont  ä  cette  equation. 

5. 

II  y  a  un  autre  mode  de  generaliser  les  tWoremes  I  et  II  et  d'en 
multiplier  les  applications. 

Parmi  les  y-  - -y  --*  ---—2)  couples  de  valeurs  qui  satisfont  ä 
requation  generale  du  ;?idme  degre: 

(i)  9>»(*,y)  =  o, 
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et  qui  dans  les  theoremes  que  nous  yenons   de  euer  sont  pris  arbi- 

trairement,  choisissons  en  ä  volonte  (  ^-^   ---^-"t -- —  1  j    qui  determi- 

neront  completement  une  £quation  du  p1*™6  degrä,  que  nous  reprttaen- 
trerons  par 

(2)  <Pp(*,y)  =  Q, 

et  qui  est  satisfaite  par  chaeun  de  ces  couples.     Supposons  en   outre, 

en  faisant 

n=p  +  q, 

que  les  couples  restants;  au  nombre  de 

(n+l)(n  +  2)  /(p  +  l)(p  +  2)  \  (2-l)(a-2) 

T72 2  —  \"~T.'i  lj  =  wg—     —t    2- 

satisfassent  tous  a  une  meme  equation  quelconque  du  qibm*  degr£: 

(3)  <p9(x,  y)  =  0. 

Tout  ceci  admis,  il  est  evident  que  Tequation  generale  (1)  comprendra 
en  particulier  l'equation  suivante: 

(4)  9>j>(*,y) ?>*(*,  y)  =  °- 

Donc  tous  les  autres  couples  qui,  d'apres  nos  theoremes,  satisfont  ä 
l'equation  generale  (1),  satisferont  egalement  ä  l'equation  (4),  c'est-Ji- 
dire  ou  ä  l'equation  (2)  ou  ä  l'equation  (3).  Le  nombre  des  couples 
qui  satisfont  en  meme  temps  aux  deux  equations   (1)  et  (3)  s'elevant 

ä  nq,  il  suit  que  les  \nq — - — - -— «~~     )    couples    qui,   d'apres   nos 

suppositions,  sont  de  ce  nombre,  en  comportent        -/■,  couples 

nouveaux.  Le  theoreme  ainsi  demontre  peut  s'enoncer  de  la  maniere 
suivante. 

IV.  Si  Von  connait  Inq  —  J  \  ""-•-)  couples  des  racines  de  deux 

equations  du  «*"*  et  du  <(***  degre  entre  deux  incennues,  n  6tant  plus 
grand  que  q  et  q  plus  grand  que  2,  Ton  en  deduvra  les  -? "~"         ~ 

1.2 

couples  des  meines  restantes  sans  recourir  aux  equations  propos&s,  en 
fonetion  des  racines  connues  et  par  la  resoluiion  de  deux  equations  du 

En  faisant  n  =  q,  nous  retombons  sur  les  theoreme«  du  numero  4. 

6. 

Passons  maintenant   ä  l'eqoation  generale  d'nn  degre  quelconque 
entre  les  trois  inconnuea  x,  y  et  z.  que  nous  representerons  par 

(1)  *•(*»*/')  —  *>• 
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Le  nombre  de  ses  constantes  est  e*gal  a  (  I  1  a  ~~  *) > 

et  on  peut  les  determiner  par  des  equations  line'aires,  quand  on  con- 
nait  un  pareil  nombre  de  groupes  de  trois  valeurs  (prises  au  hazard) 
qui  verifient  l'equation  proposee.  Mais  si,  en  particulier,  ces  groupes 
de  trois  valeurs  sont  choisis  de  maniere  ä  verifier  en  möme  temps 
une  autre  equation  quelconque  du  meme  degre*: 

(2)  *•(*,?,  *)  — o, 

ce  nombre  n'est  plus  süffisant  pour  determiner  les  coefficients  de 
l'equation  (1).  II  est  evident  meme  que  le  nombre  infini  des  groupes 
de  trois  valeurs  qui  satisfont  en  meme  temps  ä  l'equation  (2),  ne  suf- 
fisent  point  pour  ce  but;  parceque  tous  satisferont  egalement  ä  l'equa- 
tion suivante  du  meme  degre: 

<Pn(x,  y,  z)  +  y>4>n(x,  y,  *)  =  0, 

en  y  donnant  a  fi  une  valeur  quelconque.  Mais  si  l'on  connait  en 
outre  un  groupe  nouveau  de  valeurs  qui  satisfont  ä  l'equation  (1), 
sans  satisfaire  a  l'equation  (2),  ce  groupe  completera  la  determination 
lineaire  des  coefficients  de  l'equation  (lj;  d'oü  l'on  conclut  que,  quant 

ä  cette  determination,  y  "*"  -^-£-~i- —  2)  groupes,  pris  au  ha- 
zard, sont  Äquivalents  ä  une  infinite  de  pareils  groupes,  qui  convien- 
nent  egalement  ä  une  seconde  equation  quelconque  du  m£me  degre 
entre  x,  y  et  e. 

Ajoutons  aux  deux  equations   (1)  et  (2)  une  troisieme  equation 
du  meme  degre,  que  nous  representerons  par 

(3)  Zn(*,y,*)-o. 

Alors  il  y  a  m3  groupes  de  valeurs  des  trois  inconnues  qui  satisfont 
non  seulement  ä  ces  trois  equations  (1),  (2)  et  (3),  mais  encore  ä 
toutes  les  equations  du  meme  degre  que  contient  l'expression  suivante, 
en  y  regardant  ft  et  v  comme  arbitraires: 

(4)  <Pn(x,  y,  e)  +  t*ii>n(x,  y,  *)  +  *%»  (?,  y,  *)  =  o. 

En  connaissant  les  ns  groupes  de  valeurs  en  question,  l'on  retombe 
donc  indifferemment  sur  l'une  quelconque  de  ces  equations.  Si  l'on 
veut  que  ce  soit  en  particulier  l'equation  (1),  il  suffit  de  connaitre  en 
outre  dettx  groupes  de  valeurs  quelconques  xl9  ylf  zx  et  x29  y8,  jst  qui 
satisfont  a  l'equation  (1)  sans  satisfaire  a  aucune  des  deux  equations 
(2)  et  (3).     Car  alors  on  a 

<Pn(xlyy1Jzl)  =  Q,     ft.fo,  yx,  ex)  ^  0,     Z«(*i>yi>*i)  ^  0; 

<Pn(**,  %,  **)  =  0,        tnfa,  Sfo    O   ^  °;       Znfa,  Vif  *%)  ^  0} 
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et  pour  que  les  deux  memes  groupes  verifient  l'equation  (4),  il  faut 
que  les  indeterminees  p  et  v  deviennent  zero.     De  lä  on  conclut  que, 

quant  ä  la  determination  de  l'equation  (1),  y— 128  —  *v 

groupes  de  valeurs,   pris  au  hazard,  sont   equivalents    ä  n3  groupes, 

choisis   tels  qu'ils  satisfont  egalement  ä   deux  autres    equations   quel- 

conques  du  meme  degre  entre  xy  y  et  z. 

Nous  sommes  parvenus  ainsi  aux  theoremes   suivants,  en  posant 

pour  abreger 

(n  +  l)(n  +  2)(n  +  8)  _  -  _  v 
1.2.8  1  —  iv. 

V.  Si  Von  dornte  ä  trois  quantites  variables  successivement  (N—  1) 
groupes  de  valeurs  quelconques  et  si  Von  suppose  que  ces  valeurs  satisfont 
ä  une  equation  qtielconque  du  n<irM  degre'  entre  les  trois  variables,  il  y 
aura  une  infinite  de  tels  groupes,  dependant  uniquement  des  groupes 
donnes,  qui  satisferont  Ums  ä  cette  mime  equation. 

VI.  Si  Von  donne  ä  trois  quantites  variables  successivement  (N — 2) 
groupes  de  valeurs,  pris  ä  volonte,  et  si  Von  suppose  que  ces  groupes  satis- 
font ä  une  equation  quelconqne  du  niime  degre  entre  les  trois  variables,  il 
y  aura  toujours  (n3  —  N  +  2)  groupes  de  valeurs  nouveaux  et  dependant 
uniquement  des  groupes  donnes  qui  satisferont  ä  cette  meme  equation. 

VII.  Si  Von  connait  (N  —  1)  groupes  de  valeurs  qui  satisfont  en 
meme  temps  ä  deux  equations  du  nu™  degre  entre  trois  inconnues,  Von 
öbtiendra  une  infinite  de  tels  groupes,  sans  avoir  recours  aux  deux  equations 
proposces. 

V1I1  Si  Von  connait  (N  —  2)  groupes  de  racines  de  trois  equations 
donnees  du  nihu*  degre  entre  trois  inconnues,  Von  en  deduira  les  (n3  —  N-\-  2) 
groupes  de  racines  restantes  sans  avoir  recours  aux  equations  donnees. 

7. 

D'aprfes  le  mode  de  generalisation  du  numero  (4)  nous  obtenons 
sur  le  champ  les  theoremes  suivants. 

IX.  Si  parmi  les  coefficients  de  V equation  generale  du  nihn*  degre 
entre  trois  variables  il  y  en  a  m  de  donnes,  ou  bien  encore,  si  m  e'qtta- 
tions  lineaires  de  condition  ont  lieu  entre  ces  coefficients,  il  en  resultera 

1°.  Que  (N — m  —  1)  groupes  donnes  des  trois  variables  qui  veri- 
fient l'equation  generale  en  comportent  un  nombre  infini; 

2°.  Que  (N —  m  —  2)  groupes  donnes  en  comportent  (n3  —  N-{-  m  +  2) 
groupes  nouveaux. 

L'on  peut  prendre  le  nombre  m  arbitrairement,  dans  le  premier 
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cas,  entre  les  limites  0  et  (N  —  2),  et  dans  le  second  cas  entre 
limites  0  et  ( N  —  3). 

8. 
Faisons 

n  =  p  +  q  et  v-^-J —  i    2    8        — "  —  *  ^  Fj 

et  supposons  que  Ton  prenne  ä  volonte  parmi  les  (N —  1)  groupes 
theorfeme  V  qui  verifient  l'equation 

(1)  <pn(x,  y,  z)  =  0 

un  nombre  P,  süffisant  pour  determiner  une  equation  du  p**me  deg 
que  nous  representerons  par 

(2)  <pp(x,  y,z)  =  0. 

Supposons  en  outre  que  les  groupes  restants,  au  nombre  de  (N  —  P — 
satisfassent  tous  ä  une  meme  equation  du  qitjae  degre,  repr&entee  j 

(3)  <pq(x,  y,  z)  =  0. 

Dans  ce  cas  l'equation  (1)  comprendra  comme  cas  particulier  la  s 
vante: 

(4)  <pp(x,  y,  z)  q>q(x,  y,  z)  =  0, 

d'oü  Ton  conclut  que  Tinfinite  des  groupes  qui,  d'apres  le  theorei 
cite,  satisfont  ä  toutes  les  equations  (1),  verifient  egalement  soit  l'eqi 
tion  (2)  soit  l'equation  (3),  et  de  la  on  tire  le  the'oreme  suivant: 
X.  Si  Von  connait  N  —  P  —  1  = 

(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)         (n  -  q  +  1)  (n  -  q  +  2)  (n  -  q  +  3) 


1.2.3  1.2.3 


-1 


groupes  de  trois  valeurs  qui  satisfont  en  möme  temps  ä  deux  equatm 
entre  x,  y  et  z,  dont  Hüne  s'dleve  au  nihne  et  Vautre  au  q"™*  degre]  l\ 
en  ddduira  une  infinite  de  pareils  groupes  sans  avoir  recours  ä  ces  equation 

9. 
Faisons  en  outre 

n  =  r  +  5,     iTSTs ~  l  =  R> 

et  supposons  que  les  equations  suivantes: 

Vn(x,  y,  z)  =  0, 
Vp(Pj  V>  Z)<P*(X>  V>  *)  =  0, 

9>rO,  y,  *)?*(#,  y, *)™o, 

qui  s'elevent  toutes  les  trois  au  widme  degre,  aient  (N — 2)  group 
de  racines  donnees.  II  en  suit,  d'apres  le  theoreme  VI,  qu'alors  to 
leurs  groupes  de  racines,  au  nombre  de  n3,  sont  determines.     Sur  c 


Thlorfemes  gän&aux  concernant  les  equations  d'un  degrö  quelconque.      331 

n3    gjroupes  de  racines,  il  y  en  a  nqs  qui  appartiennent  aux  trois  equa- 
tione  suivantes: 

(5)  <pn(x,  y,  0)  —  0,    q>q(x,  y,  z)  =  0,    tp9(x}  y,  z)  -  0. 

Distribuons  les  (JV —  2)   groupes   de  racines  en  question  de  ma- 
niere  qu'ils  viennent 

P  sur  l'equation:     <pP(x,  y,  z)  =  0, 

R    „  „  (pr(x,  y}  z)  =  0. 

Ces     nombres   de   groupes   sont   süffisante   pour   determiner  ces   deux 
equations.     Des  (JV  —  2)  groupes  restent  donc 

{N  —  P  —  2)  pour  Tequation:   q>g(x}  y,  z)  «=  0, 
(tf—  22  —  2)     „         „    „        (ps(X9yf0)  =  O) 

de  sorte  qu'il  y  en  a  (N  —  P  —  R  —  2)  qui  appartiennent  aux  trois 
equations  (5).     De  lä  le  theoreme  suivant. 

XI.   Si  Von  connalt 

N—P—R-2= 

(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3)  _  (n  -  q  +  l)(n  -  q  +  2)(n  -  q  +  3) 
1.2.3  1.2.3 

_  (n-8+  l)(n  -  8  +  2)(n  -  s  +  3)  _  1 

1.2.3 

ffroupes  des  racines  de  trois  equations  entre  trois  inconnues  et  dont  les 
fe&rds  s'elevent  respectivement  ä  n,  q  et  s,  Von  en  deduira  tous  les  antres 
Qroupes  sans  avoir  reeours  aux  trois  equations  prqpos&s. 

Ainsi  par  exemple,  sur  les  60  groupes  des  racines  de  trois  equa- 
hons  du  3l*me,  4Wme  et  5i6mo  degre,  41,  pris  ä  volonte,  comportent  les 
*9    qui  restent. 

10. 

Nous  pouvons  maintenant  etendre  sans  difficulte  les  resultats  aux- 
l^els  nous  sommes  parvenus  jusqu'ici  ä  des  equations  d'un  degre  quel- 
^^que  et  entre  un  nombre  quelconque  d'inconnues.  Nous  parvenons 
aiUsi  en  g£n£raÜ8ant  le  theorfcme  IX  qui,  si  Ton  pose  m  =  0,  com- 
P*eiul  les  pr&edents  au  theoreme  suivant,  en  designant,  pour  abreger, 
P*r  jgf  ie  nombre  des  coefficients  de  l'equation  d'un  degre  n  quelconque 
e**tre  g  inconnues  et  par  h  un  nombre  arbitraire  >  1  et  <  g. 

XU.  Si,  parmi  les  coefficients  de  Vequation  generale  du  nihne  degre 
^re  g  variables,  ü  y  en  a  m  de  donnes,  ou  bien  encore,  si  m  equations 
***€aires  de  condition  ont  lieu  entre  ces  coefficients,  il  en  resultera: 

1°.    Que  (S  —  m  —  (g  —  h))  groupes  donnes  des  g  variables  qui 
Wnfient  Vequation  gdn&ale,  en  comportent  un  nombre  infini  de  pareils 
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groupes,  de  sorte  que  dans  tous  ces  groupes  Von  peut  prendre  ä  volo 
valeurs  de  (h  —  1)  des  g  variables; 

2°.  Que  (S  —  tn  —  (g  —  1))  groupes  donnes  en  comJ 
{n9  —  S  +  m  +  g  —  1)  groupes  nouveauz. 

Pour  appliquer  ces  theoremes,  cherchons  d'abord  le  nom 
egal  au  nombre  des  termes  de  l'equation  generale  moins  un.  IA 
aisement  que  les  colonnes  horizontales  suivantes  indiquent  le  n 
des  termes  dans  lesquels  les  variables,  au  nombre  de  gf  a'i 
respectivement  auz  degres  1,  2,  3,  4, n. 


„loffO/-!),«  g(g-  D(0  -  2)    ,    g(g  -  l)(g  -  S)(g  -  3) 

9 "•" d "T7T~ *+" d ~~r: 2"; r~  H        1.2.8.4 


9  +  {n-l)    t   2     + j-g j-g^-g — 

(„  _  i)(w  _  2)(n  -  3)    g{g  -  l)fo  -  l)(g  -  S) 


+ 


1.2.8  1.2.3.4 


Le  nombre  cherche  est  donc  la  somme  de  tous  ces  termes  pc 
quelle  on  obtient: 

o      „.,*(»  — _i)  gig_-  0  ,  «(»  -  i)(«  -  2)  g(g  -  i)(g  - 

o  =  «y-T       12       '      1.2      "T"  1.2.3  1.8.3 

,    n(n-l)(n  -  2)(n  -  3)    gjg-  l)(g  -  2)(g  -  3)    ,      , 
""  1.2.3.4  1.2.8.4  -t-e«5- 

En  nous  boruant  au  second  degre,  nous  aurons 

6 j-2 1. 

Le  dernier  theoreme,  en  y  posant  m  =  0,  fait  voir  que,  dans 
des   2'  groupes    des   racines    de  g   equations   entre    g   inconnu 
nombre   de  groupes  egal  ä 

en  comportent  les  groupes  restants  au  nombre  de 


o*        9(9+  *)        i 


Ainsi  donc 
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7  groupes  en  comportent     1  pour  g  =  3, 
11 


16 
22 


etc.  etc. 


n. 


5 

» 

9-*, 

16 

t> 

9  =  &, 

42 

n 

0  =  6, 

Enfin,  pour  generaliser  le  theoreme  XI,  designons  la  valeur  de  S 
qui  se  rapporte  ä  un  degre  n  quelconque  de  la  maniere  suivante: 
SH.     Nous  aurons  alors  le  theoreme  suivant. 

XIIL   Si  Ion  connait 

Su  ~  S(n-p)  —  £(»_<,) ~  (ff  —  1) 

groupes  de  racines  de  g  equations  entre  g  inconnues  et  s'elfoant  respeetive- 
ment  aux  degres  nf  p,  #,....  Von  en  deduit  tous  les  autres,  sans  avoir 
recours  ä  ces  dquations  qui  restent  incompletement  de'termin&s. 


24. 

Note  sur  les  points  singuliers  des  courbes. 

(Liouville's  Journal  de  Math^matiques,  Band  2,  S.  11—15.  1836.) 

Une  courbe  quelconque  6tant  proposee,  je  designerai 

1°.  Par  n  son  degre,  ou  le  nombre  de  ses  points  d'intersection 
avec  une  ligne  droite; 

2°.  Par  m  sa  classe  (mot  introduit  par  M.  Gergonne)  ou  le 
nombre  de  ses  tangentes,  passant  par  un  meme  point; 

3°.    Par  x  le  nombre  de  ses  points  doubles; 

4°.    Par  y  celui  de  ces  points  de  rebroussement; 

5°.   Par  u  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles;  et  enfin 

6°.    Par  v  celui  de  ses  tangentes  (ou  points)  d'inflexion. 

Dans  ce  qu'on  va  lire,  je  supposerai  en  outre  que  la  courbe  n'ait 
ni  points  multiples,  ni  tangentes  multiples. 

I.  Pour  toutes  les  courbes  algebriques  quelconques,  il  existe  une 
equation  generale  et  unique  qui  lie  entre  eux  les  nombres  1°.  des 
points  doubles  (x),  2°.  des  points  de  rebroussement  (y),  3°.  des  tan- 
gentes doubles  (communes  ä  deux  branches  differentes  de  la  courbe) 
(w),  et  4°.  des  points  d'inflexion  (v).    Cette  equation  est  la  suiyante: 

(v  -  y)A  —  9(v  -  yYlG  (v  +  y)  +  4(u  +  x)  —  45] 

+  756(v  -  y)(u  —  x)  +  324(u  —  x)2  =  0. 

II.  Les  courbes  generales  d'un  degre  quelconque  n'ont  ni  point 
double  ni  point  de  rebroussement.  Pour  elles  on  obtient,  en  posant 
y  =  0  et  x  =  0, 

t;4  —  54t;3  —  36utr  +  405  ^  +  756  wv  +  324u8  =  0. 

III.  On  obtient  pour  les  courbes  generales  d'une  classe  quel- 
conque (qui  n'ont  ni  tangentes  doubles  ni  points  d'inflexion)  l'equation 
analogue  suiyante: 

y*  —  54^3  __  36rrj/2  _j_  4052/2  +  166xy  +  324^*  =  o. 
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IV.  Si  le  nombre  des  points  de  rebroussement  est  egal  ä  celui 
«les  points  d'inflexion,  le  nombre  des  points  doubles  est  necessairement 
^gal  ä  celui  des  tangentes  doubles.  De  plus  la  courbe  est  coupee 
£dors  par  une  ligne  droite  en  autant  de  points  qu'il  y  a  des  tangentes 
cäe  la  courbe,  aboutissant  ä  un  meme  point.     On  a  simultanement 

««y,    u  =  x}    n  =  m}    2x  +  3y  =  n(n  —  2). 

IPour  obtenier  les  diflförents  cas  oü  les  courbes  d'un  degre  donne  n 
s<>nt  de  la  meme  classe,  on  n'a  qu'ä  resoudre  la  derniere  equation  en 
nombres  entiers,  en  satisfaisant  en  meme  temps  ä  la  condition 

V.  Dans  le  cas  gen&al,  on  a 

(t,  _y)  =  3(m-n), 
(u  —  x)  =  \  (m  —  ri)(m  -{-  n  —  9), 
equations  simples  qui  donnent  encore  la  suivante: 

(»  +  ,,)_  6  £=■-£)- 0. 

VI.  I/un  des  deux  nombres  n  et  m  etant  donne,  Ton  peut  prendre 
Taatxe  entre  les  deux  limites  d&erminees  par  les  deux  equations 

m  <^n(n  —  1),    n  <  m(m  —  1); 
excepte  toutefois  qu'on  n'a  jamais 

ni  m  =  n(n  —  1)  —  1  ni  n  =  m(m  —  1)  —  1 . 
On   a.  generalement 

m  =  n  (n  —  1)  —  2x  —  3y, 
n  =  m(m  —  1)  —  2w  —  3i>. 

VIL   Enfin  Ton  a  les  quatre  equations  suivantes: 

v  _  3w(w  —  2)  —  6x  —  8y, 
y  =  Sm(m  —  2)  —  6u  —  8v, 

u  —  ^«(n  -  2)(n2  -  9)  -  [n(n  -  1)  —  6](2*  +  3y) 
+  2x(x  -  1)  +  Gxy  +  |y(y  -  1), 

s  — £m(m  — 2)(w2—  9)  —  [ro(m  —  1)—  6](2u  +  3v) 
+  2u(u  —  1)  +  Quv  +  -I  v(v  —  1). 

L'interpretation  geometrique  de  ces  equations  est  facile.  Ainsi, 
la  premifere  d'entre  elles,  par  exemple,  indique  que,  si  par  une  deter- 
mination  speciale  des  constantes  de  l'equation  generale  d'un  degre 
quelconque,  la  courbe  correspondante  acquiert  des  points  doubles  ou 
je  rebroussement;  le  nombre  des   points   d'inflexion   diminue   de   six 
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unites  pour  chaque  point  double  et  de  huit  pour  chaque  point 
rebroussement.  J'ajouterai  que  sur  les  six  points  d'inflexion  qui  < 
paraissent,  il  y  a  deux  de  reels  et  quatrc  d'imaginaires,  si  c'est  un  po 
double  proprement  dit  et  suppose  reel  qui  les  reniplace,  mais  que  b 
8ont  imaginaires,  si  c'est  un  point  conjugue.  Dans  le  cas  d'un  po 
reel  de  rebroussement,  il  y  a,  sur  les  huit  points  d'inflexion  qui  < 
paraissent,  deux  de  reels  et  six  d'imaginaires.1) 

VIII.    Les  courbes  des  degres  3,  4,  5   offrent  les  diffgrents 
suivants,  les  seuls  possibles,  par  rapport  au  nombre  des  points  et  t 
gentes  singulieres  dont  il  est  question  ici. 


n 


3. 


n  =  5. 


m 


C 

4 
3 


u 


V 


m 


n 


4. 


9 
3 
1 


VI 

X 

y 

u 

V 

12 

— 

28 

24 

10 

1 

16 

18 

9 

— 

i 

10 

16 

8 

2 

— 

8 

12 

7 

1 

i 

4 

10 

6 

3 

— 

4 

6 
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— - 

2 

1 

8 

5 

2 

1 

2 

4 

4 

1 

2 

1 

2 

3 

— 

3 

1 

— 

X 


20 

18 

17 

16 

15 

14 

14 

IS 

12 

12 

11 

11 

10 

10 

9 

9 

8 

8 

8 

7 

7 

6 

6 

5 

5 

4 


2 
1 
3 

2 
4 
1 
3 

5 
2 
4 
1 
6 
3 
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2 
4 
1 
3 


l 
1 

2 

1 

2 

1 
3 

2 
1 
3 

2 
4 
1 
3 
2 
4 
3 
5 
4 


120 

92 

78 

68 

56 

48 

45 

38 

32 

29 

24 

21 

20 

17 

14 

11 

12 

9 

6 

8 

5 

5 

2 

3 


45 

39 

37 

33 

31 

27 

29 

25 

21 

23 

19 

21 

15 

17 

13 

15 

9 

11 

13 

7 

9 

5 

7 

3 

5 

1 


On  peut  dans  les  tableaux  qui  precedent  changer  reciproquenu 
n  en  m,  x  en  u,  y  en  v. 

IX.    En    representant    une   courbe  par   une  £quation    entre   de 
coordonnees  ordinaires,  on  la  regarde  comme  engendree  par  le  mou 
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ment  d'un  point  dont  les  differentes  positions  sont  donnttas  par  l'oquu- 
tion.     Soient  p  et  q  des  fonctions  lineaires  des  deux  coordomutas  et 

v(p,  q)  -  a  =.  o 

l'£quation  d'une  courbe  quelconque,  ou  algäbrique,  ou  transcendanttt. 
On  sait  qu'un  point  double  de  la  courbe  est  alors  indiqurf  pur  les 
deux  equations  suivantes 

dp  V>       Bq  U' 

De  plus  ce  point  double  est,  ou  l'intersection  de  deux  branches  reellen 
de  la  courbe ,  ou  un  point  conjugu£,  ou  enfin  (en  gdntiral)  un  point 
de  rebroussement,  selon  qu'on  a 


\dpdq)        dp9     dq 
\dpdq)         dp9  *  dq'~<U' 

/  d*a  y    d*a  d*si  n  Q 

\cpoqi         dp*      dq* 

De  ces  equations  Ton  deduit  facilement,  pour  les  courbe«  du  troi- 
sieme  degre,  le  th£oreme  suivant  que  j9ai  demontre  avec  d'autres  tb^o- 
remes  semblables,  dans  un  autre  endroit:  „Les  trois  asymptotes  £tant 
donnees,  le  lieu  geometrique  des  points  de  rebroussement  de  ce* 
courbes  est  l'ellipse  maximum,  inscrite  au  triangle  forml  par  les  troi* 
asymptotes;  le  lieu  des  points  conjugues  est  Finterieur,  et  Je  lieu 
des  points  doubles,  proprement  dits,  l'exterieur  de  cette  ellipue  maxi- 
mum.u*) 

X.  L'equation  generale  de  la  ligne  droite  renferme  deux  cm- 
stantes,  que  nous  supposons  t  entrer  au  preniier  degre  uvulzuwnt, 
Nous  designerons  deux  fonctions  lineaires  quelconque»  de  ce«  <ltmx 
constantes  par  r  et  s.  Alors  des  Taleurs  donnees  de  r  et  h  dAUsruii- 
nent  une  ligne  droite  unique,  et  l'equation 

en  y  considerant  r  et  $  eomme  Tariables,  repreeent«  une  courbe;  <'Mbt 
courbe  est  regardee  eomme  «rreloppee  par  une  ligne  droite  en  laoure- 
ment  dont  les  düierenies  positions  tont  donn^ee  p*y  r^jusiion  p/>- 
cedente. 

Pour  une  taztgente  double  I'^quatioo  de  la  oourb*  doit  «gUivUrr 
simultanemeiii  axet  J<*  deux  ^uttüont;  euivaniee 


*   [TgL  Stabil  der  muyruntii^fi  fjfcWüeVvr,  c.  1WJ 

Plftck«r.  Wtcx*     I.  22 
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dr  }       ds 

De  plus,  cette  tangente  double  touche  deux  branches  reelles  de  la 
courbe,  ou  eile  est  isolee  de  la  courbe  (conjugee),  ou  enfin  eile  touche 
la  courbe  dans  un  point  d'inflexion,  selon  qu'on  a 


Kdrds)         dr*  '  ds*  >     > 

/a*yy     afy  a*y     n 
Wa*/      ar*  *  a«*  — 


25. 

Discussion  de  la  forme  gänärale  des  ondes  luniineuses. 

(Crelle's  Journal,  Band  19,  S.  1—44  und  S.  91—92.  1838.) 

1.  Dans  ce  premier  memoire  sur  la  theorie  des  ondes  lumineuses, 
je  me  propose  de  traiter,  soas  le  seul  rapport  geometrique ,  la  forme 
la  plus  generale  que  prend,  d'apres  Tillustre  Fresnel*),  une  teile  onde 
dans  l'interieur  des  crystaux,  doues  de  la  double  refraction.  II  n'est 
nullement  mon  but  de  m'occuper  ici  du  detail  des  questions  d'optique, 
j'emprunterai  seulement  son  langage.  Avant  d'entrer  en  matiere,  je 
developperai  quelques  formules  d'un  usage  general  et  qui  par  suite 
nous  serviront,  soit  pour  trouver  l'equation  de  l'onde,  soit  pour  la 
discuter. 

2.  Une  surface  etant  coupee  par  un  plan  donne,  determiner  analy- 
tiquement  la  courbe  cTintersection  dans  son  propre  plan.  Soit,  dans  la 
supposition  de  coordonnees  rectangulaires, 

F(x,  y,  m)  =  0 

l'equation  de  la  surface  proposee;  designons  par  (p  l'angle  que  fait  le 
plan  coupant  avec  le  plan  des  xy  et  par  cc  l'angle  que  l'intersection 
des  deox  plans  fait  avec  Taxe  des  x.  Le  plan  coupant,  passant  d'ail- 
leurs  par  l'origine  des  coordonnees,  sera  alors  compl^tement  determine 
par  les  deux  angles  tp  et  a.  Nous  nous  proposerons  de  trouver 
l'equation  de  la  courbe  d'intersection  dans  le  plan  meme  de  cette 
courbe,  en  choisissant  pour  axes  des  coordonnees  (v  et  w)  deux  lignes 
droites  de  ce  plan,  rectangulaires  entre  elles  etdont  l'une  (Faxe  des  v) 
coincide  avec  l'intersection  dans  le  plan  des  xy. 

Pour  y  parvenir  faisons  d'abord  tourner,  dans  leur  plan,  les  axes 
des  y  et  des  x  jusqu'ä  ce  que  Tun  d'eux  se  confonde  avec  Taxe  des  v, 


*)  [Die  Arbeiten  von  Fresnel,  auf  die  hier  Bezug  genommen  wird,  sind  das 
Memoire  sur  la  theorie  de  la  double  refkxion,  sowie  die  Supplemente  dazu.  Vgl. 
Werke,  herausgegeben  von  Verde t,  Band  II,  S.  261  ff.J 
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l'autre  lui  etant  perpendicalaire.  Nous  aurons  alors,  en  distinguant 
les  coordonnees  nouvelles  par  des  accents, 

x  =  x'  cos  a  —  y  sin  a, 

y  =  x'  sin  a  +  y  cos  a, 

z  =  z '. 

Le  plan  coupant  est  perpendiculaire  au  plan  des  y  z'  parce  qu'il  passe 
par  Taxe  des  x  .  L'intersection  des  deux  plans  sera  donc  Taxe  des  w, 
tandis  que  Taxe  des  v  se  confond  avec  Taxe  des  x .  De  lä  resultent 
pour  un  point  quelconque  du  plan  coupant  les  relations  suivantes: 

x'=v}    y'=u;cos<p,     s'  =  w  sin 9; 

et  en   combinant  ces  equations    avec  les   equations   precedentes  nous 

obtenons: 

Ix  =  v  cos a  —  w  sin a  cos 9, 
y  =  v  sin  a  +  w  cos  a  cos  9, 
z  =  w  sing). 

Enfin,  pour  avoir  Tequation  cherch^e  de  la  courbe  d'intersection,  nous 
n'avons  qu'ä  substituer  ces  valeurs  dans  Fequation  de  la  surface  pro- 
posee. 

Si  nous  representons  le  plan  coupant  par  Fequation  suivante: 

Ax  +  By  +  Cz  —  0 

il  est,  d' apres  les  formules  connues: 

sin*a  =  A-n—irk*  cos*a  = 

a1  -f-  BJ 

cos  -  <p  =  -jr-^rjp^lc* '     8in V  = 
d'oü  nous  tirons  encore: 

sin2asin^= -^-^-^r-  ^s,     cos2a  sin«y  =  A,+  Ja+  c,- 

3.  Singularites  des  surfaces.  Tout  ce  que  je  trouve  dans  les 
Traites  sur  les  points  singuliers  des  surfaces  courbes,  me  parait  tres 
peu  satisfaisant.  Pour  ne  pas  perdre  de  vue  mon  but  special,  je  dois 
etre  court  dans  ce  qu'on  va  lire,  en  reservant  pour  une  autre  occasion 
Texposition  d'une  theorie  generale. 

D'abord  il  ne  faut  pas  confondre  deux  sortes  de  singularites;  les 
unes  se  rapportent  ä  des  points  oü  la  surface  est  touchee  par  un 
nombre  infini  de  plans,  et  les  autres  a  des  plans  qui  touchent  la  sur- 
face en  un  nombre  infini  de  points.  Les  plans  tangents  dans  un 
point  singulier  enveloppent  en  general  un  cöne  du  deuxietnc  degre,  qui 
se  reduit  ä  un  seul  point,  si  les  plans  tangents  deviennent  imaginaires. 
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Alors  le  point  singulier  est  un  point  isoh*  et  conjugu«*  il  la  surface. 
Dans  le  cas  intermediaire  oü  le  cöne  se  rdduit  a  une  ligne  droite,  le 
point  singulier  constitue  en  general  une  pointe  de  la  surface.  D'un 
autre  cöte  les  points  dans  lesquels  une  surface  est  touchee  par  un  plan 
singulier,  forment  en  general  une  section  conique.  Si  cette  conique 
devient  imaginaire,  le  plan  tangent  est  un  plan  isole  et  eonjugurf  a  la 
surface.  Avant  de  disparaitre,  la  conique  se  reduit  k  un  point,  ee  qui 
indique  une  inflexion  de  la  surface  en  ce  point. ') 

4.    Occupons  nous  d'abord  des  points  singuliers.    Pour  quo  la  sur- 
face  dont  l'equation  est 

(1)  V-F(x9y,$)-0 

ait  un  tel  point,  il  faut  que  les  cäordonnles  de  ce  point  satisfassent, 
outre  a  l'equation  proposee,  encore  aux  trois  equations  suivantes: 

*r  =  o    ?-F-  =  o   ?i-o 

dx        U>      dy        U>       bM        v' 

Dans  ce  cas  les  coefficients  de  l'equation  du  plan  tangent  se  pr^sen- 
tent  sous  la  forme  indeterminee  -g. 

Soit 

(2)  Äx  +  By  +  Cz  +  D  =  0 

l'equation  d'un  plan  quelconque  passant  par  ce  point,  ce  plan  coupera 
la  surface  proposee  suivant  une  courbe  qui  a  un  point  singulier  coYn- 
cidant  avec  le  point  singulier  de  la  surface.  En  general  on  peut  donner 
a  volonte  ä  ce  plan  une  position  teile  que  ce  point  devienne,  par  rap- 
port  ä  la  courbe  d'intersection,  ou  un  point  double  proprement  dit, 
avec  deux  tangentes  reelles,  ou  un  point  conjugue.  Dans  le  cas  inter- 
mediaire le  point  singulier  devient  un  point  de  rebrousserr.ent  de  la 
courbe,  et  en  meme  tempe^  le  plan  coupant  devient  un  den  plan*  tan- 
gents  de  la  surface  en  ce  point.  En  eliminant  z  entre  les  Iqnation*  (\) 
et  (2)  on  obtient  pour  la  projection  de  la  courbe  d'interseetion  nur  le 
plan  des  xy  Fequation  suivante: 

(3)  r;*,9(-A'  +  *'  +  h).-v-o, 

et  comme  on  ne  fait  pas  perdre  ä  nne  courbe  son  point  de  rebrouase- 
ment  en  la  projettant  d'une  maniere  quelconquer  il  suffit  que  le  point 
double  de  la  courbe  representee  par  la  derniere  eqnation  soit  nn  point 
de  rebrouasement,  pour  que  le  plan  (2;  touche  la  surface  proposee. 
«Tai  feit  voir  dans  mon  Systeme  de  Geometrie  (malytique*)  que.  dans  le 
cas  dTun  point  de  rebrouaaement  de  la  courbe  <'?>),  Ton  a  requation 
suivante : 


*  Sjitem  der  «uuüytajcheix  Geometrie.  1335.    Trmmeim»  «sctüm.  $  4,  p.  244. 
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/  d*  V  \2       3*77  ö*TT 

(4)  (/-.-)  -  t-,  t-i  =0 

v  '  \dxcyf        ex*  dy* 

oü  il  faut  rapporter   les  coefficients  differentiels  partiels  ä  ce   point 

dont  les  coordonnees  x  et  y  sont  les  memes  que  les  coordonnees  ana- 

logues   du   point   singulier   de   la   surface   proposee.     En   remarquant 

qu'on  a 

du       cV       dV    A        du        dV        dV     B 
dx        ex        dz     C        dy         dy         dz      C 

d*U        <£Z_9  W     *    ,    gaF     A* 

dx*  ~  dx*       *  dxdz  '  C  +  dz*  '  C*' 

dur  __  a«jr  __  9  a*_r    ^      a'r  #» 

dy*  —  <V  aya^  '  C  ^  dz*  '  C*' 

d2U  _   d*V d*X     B         d*V     A.(PV    AB 

dxdy~  dxdy       dxdz     C        dydz"U  "*"  dz*  "Cr} 

Tequation  (4)  se  transformera  dans  la  suivante: 

W        Llä^Täy/  ~  "äP" "  ä^J  °  +  l\dxT~zJ  ~~  TS1" '  "äif"  J  * 

~r  Wdydz)        dy*  '  dz*  \A        *  Vdxdy  '  dxdz       dydz  '  dx*\  DKj 

Ldydx    dydz       dxdz     dy*J 

_^\d*V_      VV__VV_    d^Vl      j, 

'Vvz'dx'  dzdy       dxdy'   dz*J  An        u# 

Si  les  coefficients  A,  B,  C  du  plan  (2)  satisfont  a  cette  eqnation, 
le  plan  touchera  la  surface  proposee.  Tous  ces  plans  tangents,  passant 
en  outre  par  le  point  singulier,  enveloppent  un  cone  du  second  degre 
qu'on  peut  dire  etre  represente  par  l'equation  (5),  en  y  regardant 
A,  B ,  C  comme  variables.  C'est  le  cone  tangent  ä  la  surface  dans  le 
point  singulier. 

5.  Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  d£terminee  par  ses 
plans  tangents  et  soit 

Ax  +  By  +  Cz  +  D  —  0 

un  de  ces  plans  qui,  si  nous  posons  D  =  1 ;  ne  depend  que  des  trois 
quantites  Af  B  et  C.  Ces  quantites  signifient  les  valeurs  reeiproques 
et  prises  avec  le  signe  contraire  des  trois  segments  que  le  plan  coupe 
sur  les  trois  axes  des  coordonnees.  Nous  pouvons  alors  representer  la 
surface  par  une  6quation  de  la  forme 

(1)  F(A,B,  C)=  W=0 

qui  suffit  ä  sa  determination  tout  aussi  completement  que  son  equa- 
tion  entre  x7  y  et  s.     De  meme  l'equation 
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(2)  Ax  +  By  +  Cm +1-Q, 

en  y  regardant  A,  B  et  C  comme  variables,  repnt«ont*r*  \\\\  point, 
Les  coordonn£es  de  ce  point  seront  les  trois  ocmatanto«  f,  y  ot  #t  Kn 
eliminant  C  entre  les  equations  (1)  et  (2)  Fou  obtient: 

(3)  F[A,  b(-Ax  +  f  »-+*)]  -  ,V  -  0. 

Cette  6quation  doit  etre  satisfaite  pour  tone  los  plann  c|ut  paMimtit  pur 
le  point  (2)  touchent  la  surface  proposle;  c'est  l'cquatiou  ein  la  courlw 
d'intersection  avec  le  plan  des  xy  du  cöne  circonscrit  h  cettn  Mirfii<w 
et  ayant  le  point  (2)  pour  sommet,  cette  courbe  dtant  dätormin^n  p&r 
ses  tangentes.  Lorsqu'on  prend  le  point  (2)  dans  le  plan  wintfuliwr  «In 
la  surface ;  il  est  evident  qu'en  genlral  cette  courbe  doit  avoir  unn 
tangente  double  et  coincidant  avec  Fintersection  du  plan  flinguliar  «t 
de  celui  des  x  y.  Selon  qu'on  prend  le  point  k  l'exbrrifsur  ou  h  Pin 
terieur  de  la  courbe  de  contact  dans  le  plan  singulier,  la  tantf'inU 
double  touchera  ou  deux  branches  reelles  ou  deux  brancho*  imutfi- 
naires  de  la  courbe  (3).  Dans  ce  dernier  ca«,  c'eiit  una  lign«  droits 
isolee  et  conjugee  ä  cette  courbe.  Si  le  point  m  trouve  nur  la  wmr\m 
de  contact  eile  meine,  la  courbe  (3)  aura  une  inflexion  iwliqu^j  par 
Fequation  suiyante,  tout-ä-fait  analogue  a  Flquation  (4)  du  nuui6ro 
precedent: 

(4)  ^i-ÄTh)  ~  TA* '  iv  -  °' 

En  la  dereloppant  de  la  meme  maniere,  noun  <A*twAr<m*'. 

(*\        17 *' Ir  f    **w  C*M i'"  j  «    (c*w  j     vw  #W\» 
i  17  <*w  V    <*w  ?***  *     *  ~  '<**'     m       w    #w 

+  JcBcC'-~  <B>    7c*-      —  *  JETT*'  iÄiC~~ i*iC  '  ZA* .** 
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-  JcCfA' iCi'Jt        <Ä<h    <<*  -*1~  ' 

(Test  leqpukni  i'ysL   ww&  üsoc  >  «unsu*)*  ^tn  *   j'/rjqm*  4*x  */*# 
donnee*-     Sc*  JssassrnssaviL  **«.  >  jutti  aao&w^r  *w*  jt  wwv   *»v^ 

Btam>f^  Jl.  ^ '  ■«  1'  t«:  «ta  wiafeiia 

r  —  .iy  —  £y  —  //  —  'V. 
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d'oü,  en  eliminant  D,  il  vient 

F[A,  B,  (-  (Ax  +  By  +  *))]  =  S'=  0. 

Par  un  raisonnement  tout  ä-fait  analogue  ä  celui  du  numero  precedent, 
Ton  obtient  entre  les  coordonnees  des  points  dans  lesquels  le  plan  sin- 
golier  touche  la  surface,  l'equation  de  condition: 

/  d*S*  y      dW    d^S'  _  n 
XdAdBl        dA*  '  dB*  ~  U> 

qui  se  transforme  dans  la  suivante: 

W  WdAdBt        "dA*   '   dB*j'*~  WdAdD/         dA*   '   0Z>*Jy 

,   n  d\ *w*  y_  6*\V    d'W'l    a  _  9  rd*W      d*W  _  d*W    d*  W 1 
~T~WdBdD)         dB*   '   dD*\X         ^LdAdB*  dAdD       dBdD'   dA*\* 

_9[d*W      d*  W  d*  W     aMT"] 

^IdBdA'  dBdD        dAdD'   dB*JX 

_9\d*W^     d*W_  _  d*W     d*W'l 

^VdDdAdDdB       dÄdBdD*SXys=a{)' 

C'est  donc  l'equation  de  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la 
courbe  de  contact  dans  le  plan  singulier. 

Pour  ce  qu'il  peut  y  avoir  d'inusite  dans  les  developpements  des 
deux  derniers  numeros  je  renvoie  a  la  Note  sur  une  theorie  generale  et 
nouvelle  des  surfaces  courbes  qui  a  ete  publiee  dans  le  neuvieme  volume 
de  ce  meme  Journal.*) 

7.  Determination  des  axes  d'une  ellipse.  —  Soit,  dans  la  suppo- 
sition  de  coordonnees  rectangulaires, 

fty2  -f-  2vxy  +  qx%  =  1 

l'equation  de  Tellipse,  alors  on  obtient,  pour  determiner  les  valeurs 
reciproques  de  ses  demi-axes,  l'equation  suivante: 

(1)  r'-b  +  tiV  +  fat-v^-O. 

En  me  contentant  ici  de  transcrire  simplement  cette  equation  qui 
trouve  sa  place  dans  les  ouvrages  oü  Ton  traite  des  sections  coniques, 
je  citerai  seulement  mes  Developpements**) 

En  designant  les  valeurs  reciproques  des  deux  demi-axes  par  F, 
et  Vfn  nous  obtenons  par  la  resolution  de  l'equation  (1)  la  relation 
suivante: 

(2)  V?  -  V„'  =  ±  VÖ»  +  P)'  -4  W-^)  • 

8.  Surfaces  polaires  reciproques.  —  L'on  a  nomme  surfaces  polaires 

*)  IT&1-  S.  224  dieser  Ausgabe.] 
**)  Analytisch-geometrische  Entwicklungen,  1828.  Vol.  1  p.  251. 
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reciproques  deux  surfaces  telles  que  les  points  de  l'une  sont  les  pöles 
des  plans  tangents  de  l'autre,  par  rapport  ä  une  surface  quelconque 
du  second  ordre  que  je  nommerai  directrice.  En  prenant  comme  direc- 
trice  une  sphere  dont  le  rayon  est  egal  ä  l'unite,  le  plan  polaire  d'un 
point  donne  quelconque  dont  x'}  y  et  z'  sont  les  trois  coordonnees 
rectangulaires  (l'origine  etant  le  centre  de  la  Sphäre)  a  pour  equation: 

x  x  +  V  V  +  z  z  =  1  • 

En  determinant  la  position  de  ce  plan  moyennant  les  trois  quantites 
A7  B  et  Ü,  prises  dans  la  signification  du  nuraero  (ö),  nous  avons: 

#'=  —  A7    y  =  —  B,    z'=  —  C; 

d'oü  il  resulte  que  l'une  quelconque  de  deux  surfaces  polaires  reci- 
proques etant  donnee  par  l'equation 

F(x,  y,  z)  -  0, 

Ton  obtient,  pour  determiner  l'autre,  l'equation  suivante: 

F(—A,  -B,  —0  =  0; 

et  reciproquement. 

9.  Si  Ton  prend  comme  directrice  un  ellipsoide  quelconque  que 
je  representerai  par  l'equatiop  suivante 

bc^ac^ab        Lf 
le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  (x',  y\  z')  a  pour  equation 

x'x     ,    i/y    ■    z  z  _^_  . 
bc     '     ac     '     ab  9 

d'oü  Ton  obtient,  en  conservant  les  denominations  precedentes: 

bc  '      ac  7     ab 

L'une  de  deux  surfaces  polaires  reciproques  etant  donnee  par  l'equation 

F(x,y,z)  =  0, 
l'autre  sera  d£terminee  par  l'equation  suivante: 

F(-bcA,   —acB,    —abC)  =  0] 
et  reciproquemeni 

10.  Deux  ellipsoides  concentriques  sont  polaires  reciproques  par 
rapport  ä  une  sphere  ayant  le  menie  centre,  si  le  produit  des  demi- 
axes  correspondants  est  egal  au  carr£  du  rayon  de  la  sphere.  Les 
deux  ellipsoides  representes   par  les  deux  equations  suivantes: 

?!  j-  yl  j_  f!  _  1 

ai  T  h*  t"  ci         a, 

«V  +  &Y  +  c*z*  =  1, 


346  Discussion  de  1a  forme  ge*ne*rale  de«  ondes  lnminetises. 

sont  polaires  reciproques,  si  le  rayon  de  la  Sphäre  directrice  est  egal 
ä  Turnte. 

11.  Si  la  surface  directrice  est  un  ellipsoide  quelconque,  le  pro- 
duit  de  deux  demi-axes  correspondants  de  deux  ellipsoides  polaires  re- 
ciproques est  egal  au  carre  du  demi-axe  correspondant  de  la  surface 
directrice.     Ainsi  par  exemple  les  deux  ellipsoides: 

(q» +  &*)*'  Zy*_  (cM-6^1*        i 

(af  +  Oft»  "T"  (a8  +  Ö  "!"  (af  +  c*)b*  =  l> 

(a'  +  c*)x*        (a»  +  c>)y*    ,    (o*  +  Qj»        t 
(of  +  b*)c*  "■         2a»c*       "T"  (c1  +  6*)^  ~  *> 

sont  deux  surfaces  polaires  reciproques  par  rapport  ä  l'ellipsoide: 

*!  +  2!  +  zl  _  i 

12.  Dem  %wes  droites  sont  polaires  reciproques  par  rapport  ä 
directrice  quelconque,  si  l'une  d'elles  passe  par  les  deux  points  oü  1« 
deux  plans  tangents  passant  par  l'autre  touchent  la  surface  directriczzse. 
Deux  lignes  droites  polaires  reciproques  par  rapport  ä  une  sphfere  or~~  vi 
des  directions  perpendiculaires  entre  elles. 

13.  L'on  a  iiomme  pöles  conjugties  par  rapport  ä  une  surface  ^^du 
second  ordre  deux  points  tels  que  Tun  d'eux  est  le  point  oü  la  lig= — 3**e 
droite  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  l'autre  point,  rencontnÄ-re 
le  plan  polaire  de  ce  dernier.  Par  rapport  ä  une  sphfere,  deux  poiicz^Äits 
qui  sont  tellement  situes  sur  un  meme  diamfetre  que  le  produit  de 
leurs  distances  du  centre  est  egal  au  carre  du  rayon,  sont  deux  poii  ^rnts 
conjugues.  On  obtient  Tun  en  abaissant  du  centre  une  perpendiculaKT-^ur6 
sur  le  plan  polaire  de  l'autre. 

14.  Sections  circulaires  d'un  ellipsoide.    —   Un  ellipsoide   dont  C      k8 
trois  demi-axes  sont  a,  6  et  c  est  repr^sente  par  l'equation  suivanr  ^m^yte'- 

En  combinant   cette   equation   avec   celle  d'une  sphfere  de   rayon  fc        m' 
determinä: 

x*  +  V*  +  **  =  r%> 

Ton  peut  toujours  parvenir  ä   une  equation,  qui   ne  contient  que 
carres    de    deux   quelconques  des   trois   variables.     Une  teile  equati 
reprcsentera  le  Systeme  de  deux  plans    (reels  ou  imaginaires) 
diculaires  a  Tun  des  plans   des  coordonnees   qui,  passant  par   l'in 
section    de   la   sphere    et  de  l'ellipsoide,  vont  couper  celui-ci  suiv 
deux  cercles.    Nous  ne  determinerons  ici  que  les  deux  plans  reels. 
supposant  pour  cela  que   c>&  et  b>a}  nous  n'avons  qu'a  prend 
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=■  b  et  ä  retrancher  ensuite  de  la  premiere  £quation,  apres  l'avoir 
iltipliee  par  &*,  l'£quation  de  la  sphere.    Ainsi  on  obtient 

c\V  —  a*)x*  —  a*(c>  —  V)z*  =  0, 

lation  qui  se  r£duit  aux  deux  equations  suivantes: 

cih%  —  a*x  +  aVc*  —  V*z  —  0. 

Pour  determiner  les  sections  circulaires  de  l'ellipsoide  dont  l'equa- 
n  est 

»  «V  +  Vj1  +  W  -  1, 

tt  n'a  qu'ä  mettre  -t,  tj,  -i  a  la  place  de  a%}  b%,  <?  dans  les  r&nl- 
s  precedents,  ce  qui  donne  pour  les  plans  des  sections  en  question: 
,  yW—a^x  +  V?"^^  z  =  0. 

On  parvient  egalement  ä  l'equation  (2),  en  posant,  avant  Telimi- 
tion,  y  egal  ä  zero  dans  les  equations  de  la  sphere  et  de  l'ellipsoide 
i;  d'oü  Ton  conclut  que  les  deux  plans  (2)  sont  perpendiculaires  aux 
lbs  des  xz  et  le  coupent  suivant  les  deux  diametres  communs  ä 
[lipse  et  au  cercle  d'intersection;  ou  bien  dans  des  directions  perpen- 
ulaires  ä  ces  diametres  communs,  si  Ton  fait  tourner  d'abord,  dans 
i  plan,  l'ellipse  de  sorte  que  son  axe  c  tombe  sur  Taxe  des  x  et  son 
b  a  sur  Taxe  des  z. 

Dans  cette  position  l'equation  de  l'ellipse  devient: 


x*   .    z* 


—-  4-  —  =  1 

les   quatre   tangentes    qui   lui    sont   communes   avec  le   cercle   en 

estion : 

a?  +  z*  =  b*, 

t  pour  equations: 

Yb%  —  a*  x  ±  Vc%  —  b*  z  ±  bY<?  -  a*  —  0. 

Jes  sont  donc  paralleles  aux  plans  (4). 

L'on  voit  donc  que  les  sections  circulaires  (2)  et  (4)  des  deux 
lipsoides  (1)  et  (3)  vont  passer  toutes  les  quatre  par  Taxe  des  y, 
mt  perpendiculaires  au  plan  des  xz;  que  celles  de  l'ellipsoide  (1) 
upent  ce  plan  suivant  deux  lignes  droites  perpendiculaires  aux  dia- 
etres  communs  M'  M,  et  AI"  M„  (Fig.  52)*)  tandis  que  celles  de 
llipsoide  (3)  le  coupent  parallelement  aux  deux  tangentes  communes 
T„  ou  TT"  et  T,T"  ou  T„T\ 

*)  [Die  Figur  enthält  die  um  90°  gedrehte  Ellipse.  Vgl.  Fig.  54,  56,  56, 
ite  858.] 
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15.  Surface  cPelasticite  de  Fresnel.  —  En  consid&ant  les  actions 
moleculaires ,   Fresnel    a   prouve   que   dans   le   cas   le   plus   gdne'ral, 

l'elasticite  de  l'£ther  suivant  les 
differentes    directions    dans    l'in- 
terieur  d'un  crystal  est  comple- 
tement  d&erminle  par  l'elasticite 
suivant  trois  directions  fixes,  per- 
pendiculaires   entre   elles   et   de- 
pendantes  de   la  forme  et  de  la 
nature  du  crystal    II  les  nomm^ 
axes  ctJlasticite,  et  ensuite  il  con- 
struit  la  surface  (filasticiU,  er» 
prenant  ses  rayons  vecteurs  pro 
portioneis  aux  racines  carr&s  4^8 

elasticites  suivant  ces  meines   rayons.     Pour  l'£quation   de  cette  sc*.t- 

face  il  trouve: 

a*x%  +  b*y*  +  cV  —  (s*  +  y*  +  *»)*, 

qui,  si  Ton  appelle  r  son  rayon  vecteur,  peut  s'ecrire  ainsi: 

a2x*  +  b*y*  +  c**2  =  f*. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre  nous  supposerons 

c2>62,     &*>a«, 

de  maniere  que  l'elasticite  suivant  Taxe  des  z  est  un  maximum,  et    tib 
minimum  suivant  Taxe  des  x. 

Dans  les  crystaux  ä  un  seid  axe  deux  des  trois  elasticites  a*f  V^    & 
sont  egales  entre  elles.    H  y  a  ici  deux  cas  ä  distinguer.     Dans  1  ^ß 
crystaux  noinme's  positifs  on  a 

et  dans  les  crystaux  nommes  negatifs 

a2  =  b2  <  c2. 

Si  les  trois  elasticites  sont  egales  entre  elles  toutes  les  trois,  il  n'y"      ^ 
pas  de  double  räfraction. 

16.  Rapport  de  la  surface  d'elasticitS  avec  deux  ellips&ides.  —  ]M~^ 
surface  d'elasticite  a  des  rapports  intimes  avec  les  deux  ellipsoiff-  ^ 
representes  par  les  deux  equations  suivantes: 


x 
a 


8 


y   .    *5 


4-  2-  4-  —  =  1 


(2) 

(3)  rtV  +  &V  +  <?V  =  l. 

L'ellipsoide  (2)  que  je  nommerai  partout  dans  ce  qu'on  va  lire 
premier,  a  pour  axes  les  trois  axes  de  la  surface  d'e'lasticite';  les 
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Fautre  que  je  nommerai  le  second  ellipscnde,  en  ont  les  valeurs 
erses. 

Par  un  calcul  analjtique  tres  simple  M.  Magnus*)  a  dejä  prouve 
\  si  du  centre  Von  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  tangents 
premier  ellipsoide,  le  Heu  giometrique  des  pieds  de  ces  perpendiculaires 
la  surface  d'elasticite. 

L'on  a  ce  second  theoreme.  Les  longueurs  de  deux  rayons  vecteurs 
la  surface  d'elasticite  et  du  second  ellipsoide  dont  la  direction  cöindde 
ns  une  meme  ligne  droite  quelconque  sont  Vinverse  Vune  de  Vautre,  de 
te  que  leur  produit  est  egal  ä  Vunite. 

Pour  le  prouver,  designons  les  deux  rayons  vecteurs  par  r  et  r', 
ecrivons  les  equations  de  la  surface  d'elasticite  et  du  second  ellip- 
lde  sous  les  formes  suivantes: 

r,f    "+"    rS    "+"   rt*   =  r,** 

>mme  les  deux  rayons  coincident  dans  une  mime  ligne  droite,  les 
►is  membres    de   la   premiere  partie  de  la  preniiere    equation   sont 
lux  aux  trois  membres  correspondants  de  la  seconde,  et  en  ^galant 
seconds  membres  on  obtient: 

r1*!»— 1, 

qu'il  fallait  demontrer.     Nous  pourrons  enoncer  ce  meme  theoreme 

la  maniere  suivante: 
Les  points  de  la  surface  d'elasticite  sont  les  pöles  conjugues  des  points 

second  ellipsoide  et  reciproquement ,  par  rapport  ä  une  sphere  dont  le 
*on  est  egal  ä  Vunite.  [13.] 

II  suit  de  ce  theoreme  que,  dans  les  deux   courbes  d'intersection 

la  surface  d'elasticite  et  du  second  ellipsoide  la  direction  des  axes 

confond,  mais  de  sorte  que  le  plus  grand  de  l'une  correspond  au 
lö  petit  de  Fautre.  Si  une  des  deux  courbes  est  un  cercle,  Fautre  le 
a»  egalement. 

D'apres  le  numero  (10)  les  deux  ellipsoides  (2)  et  (3)  sont  polaires 
iproques  par  rapport  ä  la  meme  sphere.    Ce  theoreme  lie  entre  eux 

deux  theoremes  du  present  numero.  Car,  en  prenant  ä  volonte*  un 
**t  quelconque  sur  la  surface  du  second  ellipsoide,  le  plan  polaire 

ce  point  touchera  le  premier  ellipsoide,  et  pour  obtenir  du  ni£me 
**t  le  pole  conjugue  qui  appartient  ä  la  surface  d'elasticite,  Fon  n'a 


*)  Sammlang  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie 
umes,  von  L.  J.  Magnus.    Erste  Abtheilung.  1837.  p.  402. 
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qu'ä  abaisser  du  centre  une  perpendiculaire  sur  le  plan  polaire.  Ainsi 
s'est  presentee  ä  nous  une  demonstration  nouvelle  du  premier  theoreme 
de  ce  numero. 

17.  Determination  de  l'onde  lumineuse  par  Fresnel.  —  En  con- 
duisant  un  plan  quelconque  par  le  centre  de  la  surface  d'elasticite, 
tout  mouvement  vibratoire  dans  ce  plan  peut  se  decomposer  en  dem 
vibrations  rectilignes,  ayant  lieu  suivant  les  deux  axes  de  la  courbe  d'in- 
tersection  qui  en  general  est  un  oval  du  quatrieme  ordre.  Le  mouve- 
ment  de  propagation  a  lieu  perpendiculairement  au  sens  des  vibrations, 
avec  une  vitesse  proportionelle  aux  deux  demi-axes,  ces  axes  eux-memes 
etant  proportioneis  aux  racines  carrees  des  elasticites  (15).  Fresnel 
conclut  de  la  que  les  plans  paralleles  au  plan  coupant  et  ä  une 
distance  de  lui  egale  aux  axes  de  la  courbe  d'intersection,  sont  tan* 
gents  ä   l'onde  lumineuse. 

A  deux  plans  tangents  paralleles  et  situes  du  meme  cöte  du  centre, 
repondent  des  vibrations  dans  des  plans  qui  sont  perpendiculaires  a 
ces  plans  tangents  et  en  meme  temps  perpendiculaires  entre  eux.  Les 
plans  de  Vibration  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  Polarisation. 

18.  Determination  analytique  de  Vonde  lumineuse  par  des  plans 
tangents.  —  D'aprfcs  le  numero  (16),  la  construction  de  Fresnel  peut 
se  traduire  ainsi: 

Qu'on  fasse  passer  im  plan  quelconque  par  le  centre  du  second 
ellipsoide 

(3)  aV  +  &V  +  cV  =  1, 

et  qu'on  eleve  ä  ce  plan  des  perpendiculaires  egales  aux  valeurs  in- 
verses  des  deux  demi-axes  de  l'ellipse  d'intersection,  les  plans  paralleles 
au  plan  coupant  et  passant  par  les  extremites  de  ces  perpendiculaires 
sont  tangents  ä  l'onde  lumineuse. 

Determinons  d'abord  Tellipse  d'intersection.  En  fixant,  comme 
nous  l'avons  fait  dans  le  premier  numero,  la  position  du  plan  coupant 
par  les  deux  angles  a  et  q>}  nous  obtenons,  en  posant  dans  l'equa- 
tion  (3) 

x  =  v  cos  a  —  w  sin a  cos  97, 

y  =  v  sin  a  -f-  w  cos  «  cos  <p, 

z  =  w  sin  <p} 

pour  l'equation  de  Fellipse  dans  son  plan: 

{[a2cos2a  +  b*  sin2a]  v*  +  2(62  —  a*)  sin  a  cos  a  cos  <p .  vvo 
-(-  [a*sin2a  cos2g?  +  &2cos2acos2qp  +  c2sin2qp]w*  =  1. 
En  posant  ensuite 
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a2  cos2«  +  &* sin2«  =  ji,  (62  —  a2)  sin a  cos  a  cos  <p  =  v9 
a2sin2a  cos8 9 -f-  62  cos2«  cos2a>  -f-  c2sin2a>  =  q, 

nous  aurons  apres  de  simples  reductions  trigonometriques: 

(ft + q)  =»  (a2+ 62)cos29>+  (a2+ c2)cos2a  sin2«>+  (624-08in2a8*n5V; 
l(ftp  —  v2)  =  a262cos2qp  +  o2c2  cos2«  sin2«;  -4-  62c2sin2«  sin2a>, 

et  d'aprfes  le  numero  (7),  pour  deterininer  les  valeurs  inverses  des  deux 
demi-axes  de  l'ellipse  d'intersection  (4),  l'equation  suivante: 

f6.JF4— [(a2  +  6*)co82g>  +  (a^ 

l  +  a262  cos2 <p  +  a2c*  cos2«  sin2  q>  +  h%(?  sin2«  sin2«;  =  0. 

En  faisant  attention  que 

cos2 9?  +  cos2a  sin2«>  +  sin2a  sin2 9?  =■  1, 
on  peut  ecrire  la  meme  äquation  de  la  mani&re  suivante: 

(F2  —  V)(V*  —  c2)sin2«sin29?  +  (F*  —  ^(K2  —  a2)  cos2asin29> 

+  (72  -  a*)(V*  —  62)cosV  =  0, 
ou  bien  encore  sous  la  forme 

xqx  sin'a  sin*  9     ,    cos'a  sin2 9    ,       cos'qp    ~ 

\P)  y%  _  a*       I        71  __  5«        r   y*  _  ci         U- 

Lorsque  le  plan  coupant  est  donne  par  son  equation: 

Ax  +  By  +  Cz  =  0, 

les  equations  (7)  et  (8)   se  transforment   sur-le-champ  dans  les  sui- 
vantes  (num.  1): 


(7) 


(9)  I 


(F*  —  6S)(F*  -  <*)A*  +  (F*  -  c*)(F*  —  a*)B* 
+  (F2  —  a2)(F*  -  b*)C*  =  0, 


ul*  B*  C% 

19.  Dans  ces  equations  V  signifie  la  yitesse  de  l'onde  lumineuse, 
c'est-a-dire  celle  de  ses  plans  tangents.  II  est  £gal  ä  la  perpendicu- 
laire  abaissee  du  centre  de  l'onde  sur  ses  plans  tangents  dont  la 
directum  est  donnee  par  les  valeurs  de  A,  B  et  0.  Veut-on  que,  con- 
formement  au  numero  (4), 

Ax  +  By  +  Cz  +  1  —  0 

soit  l'equation  de  ces  plans  tangents,  Ton  a  d'apres  les  formules  connues: 

7*  = - 

r  JL»  +  B*  +  0  ■ 

* 

L'equation  (6)  se  change  d'abord,  en  y  introduisant  A,  B  et  G 
dans  la  suivante: 


(11) 
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(A*  +  B2  +  C*)  V*  -  [(&*  +  <?)A*  +  (c2  +  a2)  JB*  +  (af  +  P)*?2]!* 

+  [b2<*  A*  +  eV-B1  +  a2  ^C2]  —  0, 
et  puis  en  chassant   V*  Ton  obtient: 

[b*c2A2  +  c2a2B2  +  a*VC*][A*  +  B*  +  C*] 
-  [(6*  +  <M*  +  (c2  +  a2)B2  +  (af  +  62)C*]  +  1=0. 

20.  Bar  un  rayon  vecteur  quelconque  d'un  ellipsöide  donne,  Von  ne 
peut  faire  passer,  en  gcneral,  qu'un  seul  plan  de  sorte,  que  ce  rayon  veß- 
teur  coincide  avec  Vun  des  deux  demi-axes  de  Vellipse  hinter section. 

Pour  le  deinontrer,  faisons  coincider  Taxe   des  x  avec  le  rayon 
vecteur  donne  et  prenons  les  axes  des  y  et  des  z  ä  volonte^  mais  per 
pendiculaires  entre  eux  et  ä  Taxe  des  x.    L'ellipsoide  donne  est  repre- 
sente  alors  par  une  equation  de  la  forme: 

Mx*  +  Ny2  +  O*2  +  2Bzy  +  2Qax  +  2Rxy  —  1. 

Faisons  passer  par  Taxe  des  x  un  plan  coupant,  qui  feit  avec  le  pl^*a 
des  xy  un  angle  quelconque  <p.    Nous  obtenons  alors  pour 
la  courbe  d'intersection  dans  son  propre  plan,  en  posant  dans  les 
mules  (1)  du  premier  numero 

a  =  0,     x  =  v,     y  =  w  cos  q>,     z  =  w  sin  <p, 

l'equation  suivante: 

Mv2  +  2(Q  sin  9  -j-  R  cos  <p)vtv  -f-  (N  coa2<p  +  0  sm*<p 

+  2  P  sin  q>  cos  9?)  w2  =  1. 

Cette  equation  etant  rapportee  ä  des  axes  de  coordonnees  rectam^^gU" 
laires,  si  Ton  veut  que  Taxe  des  vf  qui  coincide  avec  Taxe  des  x  ou 
le  rayon  vecteur  donne,  contienne  Tun  des  deux  axes  de  l'ellipse  c^^*ui" 
tersection,  il  faut  que  le  second  membre  de  l'equation  precede^^11^ 
s'evanouisse,  ce  qui  donne,  pour  la  determination  de  l'angle  arbitr^^*11* 
qp,  l'equation  suivante: 

tang  qp  =  —  -  • 

Kon  voit  donc  qu'il  y  a  toujours  un  plan  qui  satisfait  ä  la  ä-^5011* 
dition  exigee,  et  qu'il  n'y  a  qu'un  plan  coupant  unique,  pourvu  qu^^  " 
et   Q  ne   disparaissent   en    meme  temps   de  l'equation   de  l'ellipso:^3"6, 
Dans  ce   cas  particulier  le  rayon  donne   coincide  avec  Tun   des  i^^018 
axes  de  l'ellipsoide  et  Ton  voit  de   suite    qu'alors  tout  plan   pass  ^^l 
par  ce  rayon  a  la  propriete  exigee. 

21.  Construction  du  plan  en  question.  —   Nous  observons   d'ab*^f" 
qu'il  suffit  de  choisir  les  axes  des  coordonnees  de  inaniere  que  li  (3*8' 
paraisse  de  l'equation  de  la  surface,  pour   que  le  plan  des  xy  soit  k 
plan  cherche.     Construisons  ensuite  le  plan  tangent  ä  l'extremite  du 
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rayon   vecteur  donne,  dont  nous  designerons  la   longueur  par  x,  son 

equation  sera 

M  (x  —  x)  +  Qz  +  Ry  =  0. 

Veut-on  que  R  disparaisse;  il  faut  prendre  le  plan  des  xz  perpendi- 
culaire  a  ce  plan  tangent,  d'oü  Ton  obtient,  en  faisant  attention  que 
le  plan  des  xy  est  perpendicnlaire  a  celui  des  xz,  et  qu  il  passe,  ainsi 
que  lui,  par  le  rayon  vecteur,  la  construction  suivante. 

Construisez  le  plan  tangent  ä  Textremite  du  rayon  vecteur  donne 
et  abaissez  du  centre  de  l'ellipso'ide  une  perpendiculaire  sur  ce  plan. 
Le  plan  a  construire  sera  celui  qui,  passant  par  le  rayon  vecteur,  est 
perpendiculaire  au  plan  qui  contient  ä  la  fois  ce  rayon  et  la  perpen- 
diculaire. *) 

22.  Lande  lumineuse  (Fig.  53)  est  la  surface  polaire  reciproque  de 
celle  qu'on  obtient,  en  tnettant,  dans  sa  construction,  le  premier  ellipsoide 
ä  la  place  du  second,  par  rapport  ä  une 
sphere  dont  le  rayon  est  egal  ä  la  unite. 

Soit  M  un  point  quelconque  du 
second  ellipsoide,  et  F  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissee  du  centre  sur 
le  plan  tangent,  en  ce  point.  Le  plan 
polaire  de  My  egalement  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure,  touchera  le 
premier  ellipsoide  en  un  point  m  qui, 
etant   le  pole  du  plan  tangent  en  M,  Fig  53. 

ge  trouvera   sur    le  prolongement    de 

OP,  de  meme   que  le  prolongement  de   OM  sera  perpendiculaire  au 
plan  tangent  en  m.     Enfin 

Op  -  JM  et  OP 


Om 


D'apres  le  numero  precedent,  le  plan  passant  par  le  rayon  vecteur 
OM  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  coupera  le  second  ellip- 
soide de  maniere  que,  dans  l'ellipse  d'intersection,  Tun  des  demi-axes 
se  confond  avec  le  rayon  vecteur  OM.  Egalement,  le  plan  passant  par  le 
rayon  vecteur  Om  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  coupera  le 
premier  ellipsoide  de  manifere  que,  dans  Tellipse  d'intersection,  Tun  des 
demi-axes  se  confond  avec  le  rayon  vecteur  Om. 

Si  Ton  fait  tourner  les  deux  plans  tangents  et  les  deux  perpen- 
Aiculaires  abaissees  sur  eux  du  centre,  autour  de  ce  point  d'une  maniere 
quelconque,  rien  ne   se  changera  dans  leurs   relations  reciproques  par 


•)  [Vgl.  noch  S.  385  dieser  Ausgabe.] 

Plticker,  Werke.  I. 
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rapport  ä  la  sphfere  directrice;  M  sera  toujours  le  pole  du  plan  mp, 
ainsi  que  m  continuera  d'etre  celui  du  plan  MP.    Tel  sera  donc  aussi 
le  cas,    si  en  particulier  on  fait  faire  au  Systeme  des   deux  plans  le 
quart  d'une  revolution  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  la 
figure,  de  maniere  que  les  points  m,  p,  M  et  P  passent  respectivement 
aux  positions  R,  V,  r  et  v.     Dans  la  position   nouvelle  le  plan  RV 
sera  tangent  ä    la  surface   de  l'onde  lumineuse;  quant  au  plan  rv,  il 
touchera  une  deuxieme   onde  lumineuse,  qu'on  obtient  en  rempla^ant 
les  deux  ellipsoi'des,  Tun  par  Fautre,  ou  ce  qui  revient  au  meme,  en 
prenant  au  lieu  des  trois  elasticites  principales  a2,  b*}  c*  leurs  valears 

inverses     ,  ?    ,8?  -**     Si  Ton  donne  au  point  M  toutes  les  positions 

possibles  sur  le  second  ellipsoide,  on  obtient  tous  les  plans  tangents  ä 
la  surface  de  la  premiere  onde.    Ges  plans  sont  lies  aux  plans  tangents 
ä  la  surface  de  la  deuxifeme  onde,  de  maniere  que  les  uns  contiennent 
les  pöles  des   autres   et  reciproquement.     D'oü  Ton  voit  que  les  deux 
ondes  sont  deux  surfaces  polaires  reciproques,  par  rapport  ä  la  Sphäre 
concentrique  dont  le  rayon  est  egal  ä  Turnte.    C'est  ce  que  nous  noixs 
sommes  propose  ä  demontrer. 

23.  Eqttation  de  la  surface  de  Yonde  en  coordonn&s  redangulait 
—  Reprenons  Tequation  finale  du  num£ro  (19),  qui  donne  la  dete 
mination  de  l'onde  au  moyen  de  ses  plans  tangents: 

f  [b2c*A*  +  c2a2B2  +  a2b2C2]  [A*  +  B*  +  C2] 

i—  \(l>*  +  c*)A'  +  \c2  +  a2)B2  +  (a2  +  b*)C*]  +  1  —  0. 

Les  quantites  A,  B}  C  ayant  la  signification  du  numero  (4),  nous  n'avo: 
qu'ä  mettre  ä  leur  place  x,  y7  z}  pour  obtenir  l'equation  de  la  surfa- 
polaire  reciproque;  ainsi  il  vient: 

|  (b2c2x2  +  <ra2y2  +  a2b2z*)(x2  +  y*  +  **) 

—  l(b2  +  c2)x2  +  (c2  +  a2)y2  +  (a2  +  b2)**]  +  1=0. 

C'est  donc  l'equation  de  la  deuxieme  onde,  consignee   dans  le  nume 
precedent,  et  pour  obtenir  celle  de  la  premiere  ä  laquelle  se  rappoi 

egalement  l'equation  (11),  il  suffira  d'ecrire  -„>   v^;  -,   ä  la  place 

a2,  Zr,  c2,  ce  qui  donne: 

,18x  j  (P^x2  +  b2y2  +  c2z2)  (*■  +  y2  +  z2) 

K     )  \  -  [d\b2  +  c2)x2  +  b2(c2  +  a2)y2  +  c2(a2  +  b2)z2]  +  a2b2c2  — 

24.  D'apres  le  theoreme  du  numero  (22)  on  obtient  les  points 
l'une  des  deux  ondes,  en  cherchant  les  pöles  des  plans  tangents 
l'autre.    Ainsi,  par  exemple,  le  point  R,  pole  du  plan  tangent  vr  ä 


(12) 
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uxieme  onde,  est  celui  oft  la  premiere  est  touchee  par  le  plan  R  V. 
suit   de    cela    sur-le-champ   la   construction   due    ä   Fresnel    pour 
ouver  directement  les  points  de  la  surface  de  l'onde  lumineuse: 

Apres  avoir  coupe  le  premier  ellipsoide  par  un  plan  diametral, 
enons,  ä  partir  du  centre,  deux  droites  perpendiculaires  ä  ce  plan  et 
spectivement  egales  au  plus  grand  et  au  plus  petit  detni-diamctre  de 
Uipse  (Finter section;  le  Heu  des  extremites  de  ces  perpendiculaires  sera  la 
vrfaoe  de  Vonde  lumineuse. 

Le  calcul  necessaire  pour  tirer  de  ce  theorfeme  l'equation  de  l'onde 
it  deja  presque  entierement  fait  dans  le  numero  (18).  En  designant 
k  longueur  des  perpendiculaires  elevees  au  centre  de  la  section  par  r, 
ous   n'avons   qu'ä  substituer  dans   les   equations  de  ce  numero  r  au 

ieu  de  y  et  en  meme  temps  a2,  b2,  c2  au  lieu  de    -j  >  -^  >  -§•    Paisant 

ette  Substitution  dans  l'equation  (10) 


A*               B*         .         C» 

>us  trouvons: 

a*A2      .       b'B'             c'C* 
a*  —r*    1     6*  —  r*     '     c*  —  r*  = 

0. 

is  en  nommant  x,  y  et  z  les  coordonnees  des  extremites  de  la  per- 
tidiculaire  r  il  vient: 

A?r*_ 8  B*_r*_  _    2  C»r» 2 

X  f        Ä  *  JL   jR«  Jl  ri*  y  >       V«  jT"RTX  /7i  Z 


A*+B*+C*       ">     ^L«+JB»+Ca        *>     A*  +  B*+C*       "> 

Kations  au  moyen  desquelles  la  derniere  equation  se  transforme  dans 
suivante: 

t^  tt>Jgi     4-  Jl*—  4-     *H—  =  0 

J  a*  —  r8  ^  b*  -  r*  ^  cf  —  r1 

ila  l'equation  cherchee  de  l'onde  lumineuse.  En  chassant  les  deno- 
t&ateurs  et  divisant  par  r2  ou  {pp  +  y2  +  s2)  nous  retombons  dans 
iTiation  (13)  du  numero  precedent. 

25.  Construction  du  plan  de  Vibration.  —  Reprenons  un  moment 
figure  53.  Les  vibrations  qui  ont  lieu  suivant  OM}  produisent  une 
le  plane  (enveloppe  de  la  surface  de  l'onde  lumineuse  en  question) 
"Jpendiculaire  au  plan  du  papier  et  se  propageant  suivant  OF.  Le 
-Xit  jR  oü  eile  touche  cette  surface  donne  le  rayon  lumineux  cor- 
X*ondant.     De  la  resulte  le  theoreme  suivant: 

Ze  plan  de  Vibration  pour  un  rayon  lumineux  quelconque  est  celui 
*>  passant  par  ce  rayon,  est  perpendiculaire  au  plan  qui  touche  la  sur- 
2c  dans  le  point  oü  eile  est  rencontree  par  le  rayon  lumineux. 

28* 
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En  nous  rapportant  ä  la  figure,  l'autre  rayon,  correspondant  ä 
des  vibrations  suivant  Taxe  perpendiculaire  ä  OM9  qui  produisent  une 
onde  plane  parallele  ä  celle  que  nous  venons  de  considärer,  se  trou- 
vera  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  et  le  coupant 
suivant  OV.     Ce  meme  plan  contiendra  le  point  de  contaci 

26.    Equation  du  plan   des    vibrations.    —    Si   nous   diffSrentions 
l'equation  de  Tonde 

(aV  +  b2y*  +  cV)(s*  +  y%  +  **)  -  (a2(62  +  e2)*2 

+  b\a*  +tc*)y*  +  eV  +  &V)  +  a26V  —  F  —  0, 

nous  aurons  en  posant  pour  abre'ger 

a*x*  +  &y  +  c2*2  —  E,    x*  +  y*  +  e*  =  r2, 
les  equations  suivantes: 

dv 


ox 


=  2[E+a2(r2  — 62  -c2)]*, 


d'oü  Ton  tire 


|J  =  2[.E +  <*(,•« -a2 -&»)]*, 


ar        dv       bv 


=  4Er*  —  2[a*(b*  +  c2)*2  +  b\a*  +  (%»  +  c»(o*  +  6*)«*] 

—  2 [.Er*  -  o»i»V] 

=  2[a»(62  +  c2)**  +  62(a2  +  <*)»*  +  CV  +  6V  —  2o*68c*]  - 

Soient  maintenant  x,  y   et  z    les   coordonnees  d'un  point  q 
conque  de  la  surface  de  l'onde  lumineuse,  et  E'  et  r    les  valeurs 
respondantes  de  E  et  r,  1' equation  du  plan  tangent  ä  ce  point  se 

[E'  +  a'ir'*  —  W  —  c%)]x'x  +  [E'+  62(r'2  -  a*  -  <*)]yy 

+  [£'+  c2(r'2  —  a2  —  6*)]/*  — 
a*(62  +  c*)x'*+  6*(a8  +  c8)y2  +  c2(a2  +  6>'2  —  2a26V, 

equation  que,  pour  abreger,  nous  ecrirons  comme  suit: 

Ax'x  +  By'y  +  Cz'z  =  T). 

L  equation  du  plan  de  Vibration  passant  par  l'origine  sera  de  la  fo 

A'x  +  B'y  +  C'z  =  0. 

Pour  la  determiner  completement,  on  a  les  deux    equations  de 
dition : 
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4V+ JBy+CV—  0, 
A'Ax'+B'By'  +  Cd'— 0, 

ine  exprime  que  le  plan  en  question  passe  par  le  point  {x'yy'  js'), 
tre  qu'il  est  perpendiculaire  au  plan   tangent.     Si  Ton  retranche 
iere  equation  de  la  premiere,  apres  avoir  prealablenient  multiplie 
par  A,  il  vient 

(Ä  -  B)By'  +  (A  —  C)CV—  0; 
B '  —  _  {^si^li  _a—C   B  —  A 

C'~        (A--B)y y'      l     V     ' 

substituant  A\  A  et  x    ä  la  place  de  B'}  B  et  y': 

A'       B  —  C    __B_-A 

~C  =  "  x'     :  z'  "" 

fcion  du  plan  de  Vibration  devient  donc  la  suivante: 
B—C        .     C  —  A        .     A  —  B  A 

dire  en  introduisant  pour  A9  B,  C  leurs  valeurs: 

>-c')(r'»-  a')  (c*  T_a,)(^*  -  &*)  „    ,    (a»  -  6^(r^-c!>  „       O 

x'~  x-r  y>  y  -r  z>  *  — u. 

.  Des  considerations  du  numero  (2o);  on  conclut  qu'a  une 
>n  donnee  des  vibrations  il  ne  repondra  en  general  qu'un  rayon 
iix  unique;  qu'il  y  aura  exception  cependant  lorsque  les  vibra- 
le  fönt  parallelement  ä  Tun  des  axes  des  coordonnees.  II  est 
d'apres  le  numero  cite,  que  les  points  correspondants  de  la 
de  l'onde  constituent  trois  cercles  decrits  dans  les  trois  plans 
>rdonnees  par  des  rayon s  respectivement  egaux  aux  trois  demi- 
a  premier  ellipsoi'de,  perpendiculaires  a  ces  plans. 
l  posant  successivement  y,  x  et  z  egal  ä  zero  dans  Fequation 
mrface  de  l'onde,  on  trouvera  les  trois  equations  suivantes: 

{a%x*  +  c2*2  -  a*c2)  (x2  +  f  -  b*)  =  0, 
(&V  +  c2^2  —  6V)(y2  +  z2  —  a2)  =  0, 
(a*x2  +  i2!/2  -  a262)(rc2  +  y2  -  c2)  =  0, 

ihacune  represente  le  Systeme  d'un  cercle  et  d'une  ellipse 
i,  55,  56).     Aux   rayon s   lumineux   aboutissant   aux   points    de 

des  trois  cercles  repondent  des  vibrations  paralleles  entre  elles 
lendiculaires  au  plan  de  la  figure.     On  obtient  les  trois  ellipses, 

dans  ces  meines  plans,  si  Ton  fait  faire  a  chacune  des  ellipses 
ection  du  premier  ellipsoide  (plus  faiblement  tracees  dans  les 
i  un  quart  de  revolution  dans  son  plan  autour  du  centre.    Pour 
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tous  les  rayons  lumineux  qui  aboutissent  aux  points  de  chacune  de 
ces  trois  ellipses,  le  plan  de  Vibration  est  le  plan  de  la  courbe,  de 
maniere  que  toutes  les  vibrations  ont  lieu  dans  ce  meme  plan,  per- 
pendiculairement  aux  differents  rayons. 


Flg.  54. 


Fig.  55. 


Fig.  5«. 


28.  Points  singuliers  de  l'onde.  —  II  suffit  d'observer  que  l^quatÄ*" 
de  l'onde  lumineuse  (13)  et  l'equation  (11)  qui  sert  ä  la  determi**4 
par  ses  plans  tangents,  sont  d'un  meme  degre  superieur  au  seco*^ 
pour  etre  assure  que  la  surface  ait  un  plus  grand  nombre  de  jH?*Ti 
singuliers  et  en  meme  temps  de  plans  singuliers;  avec  la  restrict>** 
cependänt  que  ces  points  et  ces  plans  singuliers  peuvent  etre  im; 
naires  ou  situes   dans  l'infini.     Occupons  nous  d'abord  des  points 

guliers: 

S'il  existe  un  point  singulier,   ses   coordonnees  doivent  satisö 
en  meme  temps   ä  l'equation  de  la  surface  et  aux  trois  equations 
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n  deduisent,  en  differentiant  successivement  par  rapport  auz  trois 
riables.    Cela  donne  les  quatre  equations  suivantes: 

'—  Et*  —  (a*(&*  +  c»)  x%  +  b*  (a\+  <*)y>  +  c\a*  +  6*)«»)  +  a*6V  =  0, 

v  %  -  ^+  6V  - a*  -  *»y  -  °> 

}  |£  =  (J5  +  cV  -  a»  -  6«))*  =  0. 

>ur  satisfaire  ä  ces  equations  il  suffit  de  poser 

5)    y  =  0,   E+a\r*-b*-<?)  =  0,    E  +  c\r*  —  a*  -  b2)  =  0-, 

en  retranchant  les  deux  dernieres  des  trois  equations  l'une  de 
itre,  il  vient: 

?n  les  retranchant;  apres  les  avoir  multipliees  respectivement  par  c2 
x*,  on  obtient 

Ces  deux  equations  nouvelles  sont  Celles  du  cercle  et  de  l'ellipse 
rant  lesquelles  la  surface  est  coupee  par  le  plan  des  xz.  Donc 
•tre  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  determineront  quatre 
Qts  singuliers  qui;  dans  notre  supposition  que  la  valeur  de  b2  soit 
*i*mediaire  entre  a*  et  c2;  seront  tous  reels. 

Nou8  obtenons  de  cette  manifere,  dans  chacun  des  trois  plans  des 
*"donnees;  quatre  points  singuliers  de  la  surface,  mais  parmi  ces  12 
ata  singuliers  üyena  huit  d'imaginaires. 

Pour  discuter  la  nature  des  quatre  points  singuliers  reels  M'y  Mt} 

et  M„  dont  les  coordonnees  sont 


x 


1A»_o*  -i/c*  -  6*  n 


is   allons  differentier  de  nouveau,  en  faisant  en  meme  temps  atten- 
a    aux  trois  equations  (16).     II  viendra 

1  d*V  _±   9    o  _  4a*c»(6»  —  q») 

2  "ä?"  —  4a  *"  ~~         c»  -  a»         ' 

1|'-K  =  £+  6*(r*  -  a*  -  c*)  -  -  (tf-a*)(c*  -  V), 

1  .^H-o 

2  g«äy  ' 
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2  tf*ä7  =  2 (a   +  ^  **  ™  2aC(a   +  ^  '  K 5^i» ' 

2  dy  dz       "> 

et   si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'equation  (5)  du  numero  (4), 
apres  avoir  divise  tous  les  membres  par 

„■**  4a,c,(f>*  —  a1)^1—  b*) 


,* ,.« 


c*  —  al 

on  trouvera  l'equation  suivante: 

(62  -  a*)C*  +  (c2  -  a2)B*  +  (c2  -  6*)X* 

(1?)  1  +  "ic  C'  V(»-a*)Q*-V)  .  ^C  -  0, 

qu'on  peut  ecrire  ainsi 

(18)       a*x"*C*  +  a2c2£2  +  cV'M2  -  (a2  +  ct)x"z"AC=  0, 

en  distinguant  par  des  accents  les  coordonnees  du  point  singulier. 

II  suit  de  la  que,  si  Ton  fait  passer  un  plan  quelconque  par 
point,  ce  plan  touchera  la  surface  de  l'onde  dans  le  meme  point,  aci 
tot  que  les  trois  constantes  de  son  equation 

A(x  -  x")  +  By  +  C(z  -  *")  —  0 

satisfont   ä  l'equation   precedente.     Tous   ces   plans   enveloppent    " 
surface   conique    du    deuxieme    degre  qui   dans   le  point  singulier 
tangente  ä  la  surface  de  l'onde.    On  trouvera  sans  peine  son  equa 
en  coordonnees  rectangulaires. 

20.    Cöne  luminenx  sortant.  —  Si   Ton  eleve  des  perpendicul 
aux  plans  qui  touchent  le   cöne  du  numero  precedent  dans  le 
singulier,  ces  perpendiculaires  constitueront  un  cöne  nouveau  de 
ordre.     II  sera  celui  que  forment  les  rayons  lumineux  qui,  en  s 
sous  une  incidence  perpendiculaire ,  repondent  tous   ä  un  seul 
et  traversent  l'interieur  du  crystal  suivant  Tune  des  deux  lignes 
M' Mt  et  M" Mt4*)  qui,  d'apres  le  numero   (14),  sont  perpendi 
aux  deux  sections  circulaires  du  premier  ellipsoide. 

En  designant  par  x,  y  et  z  les  coordonnees  d'un  point  qu» 
d'une  teile  perpendiculaire,  on  aura 

(x  —  x")  :y :  (z  —  z")  =  A:  B  :  C, 

d'ou,  l'equation  (18)  etant  homogene  par  rapport  a  A,  B  e 
obtenons  immediatement,  en  rempla^ant  ces  quantites  respf 
par  (x  —  x")}  y  et  {z  —  z"): 


0  |Vgl.  Fi8-  52>  s-  s«.] 


(19) 


(20)  j 
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-  (o*+  <*)z'x"(x  -  *")(*  -  *")  -  0. 

Voila  l'equation  du   cone   luniineux   en    qucstion ;   olli»   wo   nimplillfMrt 
comme  suit: 

+  (c*  _  a*)zHM"(x"*  -  #"*)  —  0. 

30.  Pfaws  (fe  Vibration  pour  les  rayom  HorUmln.  INmr  clt^r 
miner  la  direction  des  vibrations  qui  rcponriont  utix  <liflV»i*nnl*  myotm 
du  cöne  lumineux  sortant,  nous  n'avonö,  cruj>ri*H  In  mimt'*ro  Vi\)t  %\\\*%i 
abaisser  du  centre  des  perpendiculaires  sur  Ihm  plutiM  qui  UMirbunl  Im 
surface  dans  le  point  singulier.  Les  lignes  droit««  qui,  «littiM  vvn  pkiiM 
taugen ts,  joignent  les  pieds  des  perpendiculairoM  au  point  NintfiiliMr, 
indiqueront  la  direction  des  vibrations  corre*)jotidant<**,  \#  filmt  ili« 
Vibration  contient  en  meme  temps  cett«  lign«  droit«;,  U*  ruymi  *miku 
lier  (celui  qui  aboutit  au  point  singulier)  <*t  le  rttyiiu  «ortutit 

Cherchons  donc  la  courbe  qui  est  le  lieti  g^orffHriqtjj*  <!««  pu«!« 
des  perpendiculaires  en  question,  dont  noun  <\tn'mtwrou*  U*n  «</*/r'J'#N 
nees  par  zf  y  et  z.  Nous  obtenon*  de  «uit«*  dgu*  Hurdu**  qui  "//* 
tiennent  cette  courbe.  Cest  d  abord  k  co«*s  qui  «?*t  f'/iW'  j/*r  «>"* 
meines  perpendiculaires,  et  qui  n"e*t  autre  qw?  k  «//im*  Unhihw*  tr*o* 
porte  parallelement  ä  lui  m£me,  <fe  mattier*  <\w  vtn  **mtr*  wiUmA** 
avec  celui  de  Fonde.  Son  ^uati'sa  **i  j/»r  <wwA*q«**#rt  **tl+  q«/v« 
trouve.  si  Ton  met  en  \V*i  r7  y,  z  *  la  y\xrß>  <i*  h,  /";,  y,  (.x  *'  y 
Donc  on  obtient  iiiimHdiaie&«rt  \**$vAvm  *wr*$A*: 

'.--r   ***  -r  <rV  jr  r^    ^  —  '«*  —  '/,*  /   /*  —  '>, 

qui  peul  *o»  fWJ*  wxuu*  wxi; 

21)        ff*r  sr  —  *-  —  r*    —    z  s  ~-  i  i    v*c   /    *■-•*.    *    —  '■ 

des  <&izztti£r**  «ki  jt  riffia  mvitovj  teA&vto*w*si  *v  ^mä  «u^f.v^«*^     ;v^ 
equatk<£  H*rt   üiaii 

OU.    4L    TVCUHOlir. 

>•  <  ^         llr      •  •        ■"•"»  >■  ^  l 
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est  celle  du   plan   tangent  qui  est  perpendiculaire    ä  celui  des  xz  et 
coupe  ce  plan  suivant  la  tangente  dans  le  point   singulier   d§  l'ellipse 

d'intersection  avec  la  surface  de  l'onde  dont 

l'equation  est: 

aV  +  cV  =  aV. 

Le  liea  cherche  est  donc  le  cercle  sui- 
vant lequel  la  sphere  est  coupee  par  ce  plan 
Pour  l'obtenir  on  n'a  qu'ä  abaisser  du  centre 
0  une  perpendiculaire  OP  sur  la  tangente 
ä  Tellipse  dans  le  point  singnlier  M'  (Fig. 
57  et  58)  et  ä  construire  ensuite  un  cercle 
perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse,  ayant  M'P  pour  diametre. 

Remarquons    encore    que    le   facteur  neglige  indique   que,  pour 
avoir  l'autre  direction  dans  laquelle  le  cöne  (21),  ainsi  que  le  cöne 


Fig   57. 


Fig.  68. 

(20),  est  coupe  suivant  un  cercle,  il  faut  prendre  les  plans  coupants 
perpendiculaires  au  rayon  singuüer  QM'\  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  im- 
mediatement,  M'  P  etant  perpendiculaire  a  OQ. 

Considerons  niaintenant  un  rayon  quelconque  du  cöne  lumineux 
rencontrant  les  deux  sections  circulaires  qui  sont  respectivement  per- 
pendiculaires a  M'Q'  et  M'  T  en  N  et  N':  le  plan  de  Vibration  cor- 
respondant  passera  par  ce  rayon  et  par  le  rayon  singulier  OM'T. 
Son  inclinaison  au  plan  de  la  figure  aura  pour  mesure  la  nioitie  de 
Tarc  Q' N'  de  la  seconde  section  circulaire.  Elle  est  z^ro  pour  le 
rayon  M'Q'  et  egal  a  90 n  pour  le  rayon  M' T  qui  est  le  prolonge- 
nient  du  rayon  singulier  OM' . 

Si  Ton  re9oit  l'image  sur  un  ecran  EE  perpendiculaire  au  rayon 
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singulier,  on  obtiendra  nn  cercle  lumineux  Q'N"N'T}  passant  par 
ce  rayon.  II  suit  de  ce  qui  precede  que  le  plan  de  Vibration  decrit 
autour  du  rayon  singulier  OM'  un  arc  de  cercle,  moitie  de  celui  que 
decrit  le  rayon  lumineux  dans  le  cercle  lumineux,  ou,  pour  me  servir 
des  expressions  de  Physique:  lorsqu'on  regarde  le  cercle  lumineux  ä 
travers  une  plaque  de  tourmaline,  coupee  parall&lement  ä  l'axe,  il  ne 
disparait  qu'un  seul  rayon;  tandis  qu'en  tournant  la  plaque^d'un  angle 
quelconque  dans  son  plan  le  rayon  qui  disparait  decrira  1'angle  double 
autour  du  centre  du  cercle  lumineux,  de  maniere  qu'il  parcourrera 
toute  la  peripherie  si  la  tourmaline  tourne  de  180  degres  seulement.*) 
31.  Determination  analytique  des  plans  singuliers.  —  Cherchons  ces 
plans  parmi  ceux  qui  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  coordonn£es. 
L'on  a,  pour  determiner  les  points  de  la  surface  de  Tonde  dans  les- 
quels  eile  est  touchee  par  des  plans  perpendiculaires  au  plan  des  xz, 
les  deux  equations 

F-0,    £-0, 

en  conservant  la  notation  du  numero  (26).  La  derniere  de  ces  equa- 
tions se  decompose  dans  les  deux  suivantes: 

(23^       f  («2  +  &2)*2  +  262y2  +  (*  +  &V  ~  (*'  +  O*1  =  °> 

dont  la  premiere  exprime,  ce  qui  d'ailleurs  est  evident,  que  dans  les 
points  de  la  surface  de  l'onde  qui  sont  situes  dans  le  plan  des  xz, 
les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  ä  ce  plan.  L'autre  represente 
un  ellipsoide;  d'oü  il  suit,  qu'en  combinant  convenablement  l'equation 
de  la  surface  de  l'onde 

V=  (a2*2  +  62y8  +  c***)(z*  +  y2  +  z*) 
(a2(6f  +  c2)  a*  +  b*  (a2  +  c2)  y2  +  c2  (a2  +  l*)z*)  +  a*b2c2  =  0, 
et  l'equation  suivante: 


™[-« 


*)  Mr.  Lloyd  eßt  parvenu  le  premier  ä  ce  rdsultat  par  experience.    II  s'ex- 
prime  ainsi:  (Transactions  of  tbe  Royal  lrish  Academy,  Bd.  17,  S.  149.) 

...  I  discovered  the  remarkable  law,  „that  the  angle  between  the 

planes  of  polarization  of  any  two  rays  of  the  cone  is  half  the  angle 

between  the  planes  containing  the  rays  themselves  and  the  axis((.     (On 

conical  refraction,  p.  7.) 

Les  plans  de  polarisation  sont  perpendiculaires  ä  ceux  de  Vibration  (17)  et 

Taxe  dont  il  s'agit  est  Taxe  optique,  qui  est  perpendiculaire  a  l'une  des  tangentes 

communes  au  cercle  et  ä  Tellipse  d'intersection  dann  le  plan  des  xz.    L'on  voit 

que  ce  the'oreme  n'est  vrai  qu'approximativement;  il  est  prouve*  comme  tel  par 

analyse  dans  le  cas  de  l'Arragonite   oü  Ton  a  ä  peu  pres    b*  =  ac:   condition 

n&essaire  a  remplir. 
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((a2  +  b2)x2  +  2b*y*  +  (c2  +  i2)*2  -  (a2  +  c*)62)2  =  0, 

on  doit  obtenir  celle  d'un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  des  xz  et 
enveloppe  par  les  plana  tangents  ä  la  surface  de  l'onde  dans  les  points 
oü  il  est  coupe  (de  meme  que  l'onde)  par  Pellipsoide  en  question. 
L'equation  de  ce  cylindre  ne  devant  point  contenir  y7  Ton  atteindra  ce 
but,  en  retranchant  la  derniere  equation  de  l'equation  de  l'onde,  apres 
avoir  prealablement  multiplie  celle-ci  par  4h2.  A  l'equation  resultante 
nous  pouvons  donner  la  forme  suiyante: 

((fc2-  a2)x2  +  (c2  -  b*)z2  -  (c2— a2)  62)2  —  4(62  -  a2)  (c2 -  b*)z*z*  =  0, 

et  la  decomposer  alors  dans  les  deux  equations 

(62  -  a2)x2  +  (c2  —  b*)z2  —  (c2  —  a2)¥  ±  2  V(b2  —  a2)  (c2  —  6*) xz  —  0. 

Apres  avoir  ecrit  ces  equations  ainsi: 

IVft«  —  a2x  ±  }/c*  —  b2z]2  —  (c2  -  a2)b2  =  0, 

on  les  decomposera  de  nouveau  et  on  obtiendra  les  quatre  equations 
suivantes: 

Vb2~-~a2x  ±  Vc2  —  b2z  ±  Vc2  —  ~~a2b  =  0. 

Le  cylindre  en  question  degenere  donc  en  un  Systeme  de  quatre 
plans  perpendiculaires  au  plan  des  xz\  chaque  point  de  la  courbe 
d'intersection  de  Tun  quelconque  de  ces  plans  avec  l'ellipsoide  (23) 
etant  un  point  oü  la  surface  de  l'onde  est  touchee  par  ce  meme  plan, 
les  quatre  plans  seront  des  plans  singuliers  de  l'onde.  II  suit  des  de- 
veloppements  du  numero  (14)  que  ces  plans  singuliers  coupent  le 
plan  des  xz  suivant  les  quatre  tangentes  communes  au  cercle  et  a 
l'ellipse,  courbes  d'intersection  de  l'onde  dans  le  meme  plan.  D'apres 
le  meme  numero  les  quatre  plans  singuliers  sont  paralleles  aux  sec- 
tions  circulaires  du  second  ellipsoide: 

a2x2  +  b2y2  +  cV=l. 

La  direction  de  celles-ci  dependant  uniquement  de  la  difference  des  trois 
coefficients  de  x2}  y2  et  z2,  pris  deux  ä  deux,  et  ne  changeant  nulle- 
ment  si  le  membre  constant  change,  il  est  evident  qu'elle  est  la  meme 
que  celle  des  sections  circulaires  de  l'ellipso'ide  (23).  Donc  les  courbes 
de  contact  dans  les  quatre  plans  singuliers  sont  des  cercles.  Pour  les 
trouver  Ton  n'a  qu'ä  construire  les  tangentes  communes  au  cercle  et 
ä  l'ellipse  d'intersection,  et  ä  decrire  ensuite,  pour  chacune  d'elles,  un 
cercle  JGH  (Fig.  59  et  60)  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  et 
ayant  pour  diametre  le  segment .  de  cette  tangente  compris  entre  les 
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deux   points   de  contact  {H  et  J).     Le  carre  de  ce  diamfctre  se  trou- 

vera  egal  a 

(c*  -  b')(a*  —  b*) 


Un  rayon  quelconque  OG  qui  vient  de  l'interieur  du  crystal  aboutir 
ä  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  contact  dans  Tun  des  plans 
singuliers  en  sortira  perpendiculairement  ä 
ce  plan  suivant  GG\  Tous  les  rayons 
sortants  ainsi  constituent  un  cylindre  lu- 
mineux circulaire  et  perpendiculaire  au  plan 
singulier  ou,  ce  qui  est  la  meme  chose, 
un  cylindre  dont  Taxe  est  parallele  ä  Tun 
des  deux  axes  optiques  du  crystal.  D'un 
autre  cote,  un  rayon  lumineux  exterieur; 
tombant  sous  Tincidence  perpendiculaire 
sur  le  crystal,  constituera  dans  Tinterieur 
un  cone  lumineux. 

Pour   un   rayon  lumineux  quelconque 
OGG\  le  plan  de  Vibration  est  celui  qui  contient  en  meme  temps  ce 
rayon  et  Taxe  optique  OHH\  cet   axe   etant  perpendiculaire  au  plan 


Fig.  59. 


Fig.  60. 

singulier  (26).  I/angle  que  fait  ce  plan  ayec  celui  des  xz  a  pour 
mesure  la  moitie  de  Tangle  JG9  de  maniere  que  cet  angle  s'evanouit 
pour  le  rayon  (refracte  extraordinairement  dans  le  plan  des  xz)  OJJ', 
et  qu'il  devient  egal  ä  90  degres  pour  le  rayon  (ordinaire)  OHH'. 
11  est  donc  prouve  que  V angle  forme  par  les  plans  de  Vibration  pour 
deux  rayons  quelconques  est  moitie'  de  celui  forme  par  les  deux  plans, 
contenant  les  deux  rayons  et  en  meme  temps  Vaxe  du  cylindre. 

Les  resultats   de  ce   numero    ont  ete    predits    theoriquemeut  par 
M.  Hamilton,  et  verifies  ensuite  experimentalement  par  M.  Lloyd. 


(,3)  I  -  (»< 


366  Discussion  de  la  forme  ge*n£rale  des  ondes  lumineuses. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  que  les  quatre  plans  singuliers  et 
perpendiculaires  a  chacun  des  plans  des  xy  et  zy  deviennent  ima- 
ginaires. 

32.  Deuxieme  tnaniere  de  determiner  les  plans  singuliers.  Nous 
avons  pris  beaucoup  trop  l'habitude  de  ne  regarder  comme  equation 
d'une  courbe  ou  d'une  surface  que  celle  qui  exprime  une  relation  entre 
les  coordonnees  de  leurs  points.  Je  ne  trouve  nulle  part,  qu'on  ait 
regarde  l'equation 

-4*  B*  (7* 

(1°)  y*  zra*  +  k1—  b*  "^~  V*^?  = 

comme  representant  la  surface  de  l'onde  lumineuse.  Ndanmoins  on 
peut  deduire  de  cette  equation  toutes  les  proprietes  de  la  surface 
d'une  maniere  aussi  complete  et  facile  que  de  l'equation  suivante  entre 
x,  y  et  z: 

{a2x2  +  b2y2  +  c2z2)(x2  +  y2  +  z*) 
(a2(b2  +  c2)x2  +  b2(a2  +  c2)y2  +  c2(a2  +  b2)z2)  +  a26V  —  0. 

On  doit  s'en  etonner  d'autant  plus  que  Tillustre  Fresnel  n'ait  pas 
reussi  ä  transformer  l'une  de  ces  equations  dans  l'autre  et  que  M.  Am- 
pere y  soit  parvenu  le  premier  en  1828  par  un  enorme  calcul  d'eli- 
lnination.  Les  considerations  theoretiques  me  fönt  reprendre,  dans  ce 
qui  va  suivre,  la  discussion  des  singularites  de  la  surface  de  l'onde. 

Partons   de  l'equation  (10)   sous  la  forme   suivante  que  nous  lud 
avons  donnee  dans  le  numero  (19): 

W  =  \V<*A*  +  c2a2  B2  +  a2b2C2\  [A2  +  B2  +  C2] 
—  [(&*  +  c2)A2  +  (c2  +  a2)B2  +  (a2  +  b2)C2]  +  1=0, 

A,  B  et  C  ayant  la  meme  signification  que  dans  le  numero  (5).    S'il 

existe  un  plan  singulier,  il  faut  que  les  trois  constantes  A}  B,  C  de 

son  equation 

Ax  +  By  +  Cz  =  1 

satisfassent,  outre  a  l'equation  proposee,  aux  trois  equations  suivantes: 
Y  33  ™  &b2c*A*  +  c\a*  +  h*W  +  b2(a2+c2)C2  —  (b2  +  c*)]A  =  0, 
y  |J=  [c2(a2  +  b2)A2  +  2a2c2B2  +  a2(b2  +  c2)C2-  (a2  +  c2)]  £  =  0, 

T  %  =  [fc2(a*  +  C*)A2  +  a*(b2  +  C*)B*  +  2a2&2^2  —  (<*2  +  &*)]  0  =  0. 

En  posant  B«0,  la  deuxieme  de  ces  trois  equations  est  satisfaite. 
Pour  que  la  premiere  et  la  troisieme  le  soient  egalement,  il  &nt 
qu'on  ait: 


en) 


£  ■=  0,  WA*  —  V=^ ,    fc2C*  =  c,-~  ", 

'  /»*    ___    /!■   '  /»»    *l* 
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b2  (2c2A2  +  (a2  +  c2)C2)  —  (b2  +>*)  =  0, 

b2((a2  +  c*)A*  +  2a2C2)  —  (a*  +  V)  =  0. 

Ton  retranche  ces  deux  equations  l'une  de  l'autre,  on  obtient  en 
gligeant  le  facteur  commun  (c*  —  a2): 

5)  b2(A2+C2)  =  l, 

si  Ton  les  retranche,  apres  avoir  prealablement  multiplie  la  pre- 
ise equation  par  a2  et  la  seconde  par  c2y  il  vient  apres  la  division 
ir  b2(a2  —  c2): 

6)  c2A2  +  a2C2  =  l. 

?s  deux  dernieres  equations  sont  donc  equivalentes  a  Celles  dont  elles 
rivent.     Elles  donnent  pour  la  d£termination  des  plans  singuliers: 

b*  —  a*       x2/>2        c*  ~"  b* 
c1  —  ar  7  c*  —  o1 

L'on  demontrera  aisement  que  ces  meines  valeurs  satisfont  ä 
zjuation  de  la  surface.  En  y  posant  B  =  0,  on  obtiendra  pour 
Trainer  le  cercle  et  l'ellipse  d'intersection,  l'equation  suivante: 

[b2(A*  +  C2)  —  1]  [c2A2  +  a2C2  —  1]  —  0, 

L  se  decomposera  dans  les  deux  equations  (25)  et  (26).    On  en  con- 
ti encore  que  les  plans  singuliers  coupent  le  plan  des  xz  suivant 
tangentes  communes  au  cercle  et  ä  l'ellipse  d'intersection  qui  sont 
»iresentees  par  les  equations  (25)  et  (26). 

Pour  determiner  la  courbe  de  contact  dans  les  plans  singuliers 
*t  la  position  vient  d'etre  determinee,  il  faut  differentier  de  nou- 
»ti.     Ainsi  on  obtient,  en  rapportant  tout  au  plan  singulier: 

^n  =  4b2c?A2  =  4  -^ ^9 

^  =  c2(a2  +  b2)A2  +  a\b2  +  c2)C2  —  (a2  +  (?) 
-»  b\c2A2+a2C2)  +  a2<?(A2+  C2)— (a2+c2)  =  -  (^^J-—  °-}, 

^'^  A     812/12  A    aV  —  b*) 

^_-  =  4a2b2C2  =  4  — -. ~  > 

Ba3B 


0, 


rx«  =  26  V  +  c2)AC=2{a2  +  c*)  Y^^=J^ , 
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et  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'equation  (5)  du  numero  (5), 
en  re8ultera  apres  avoir  dmse  par         h%(  t '__    ^ : 


(27)  { 


b9(c*  —  a*) 
c2(62  -  a*)z*  +  b2  (c2  -  a2)^  +  a\<*  -  fc2)*2 


+  («2  +  c2)  y  (c2  —  &2)  (&2  —  a*)zz  =  0. 


C'est  l'equation  du  cöne,  ayant   son  centre  ä  l'origine,   qui  par  sc 
intersection  avec  le  plan  singulier,  donne  dans  ce  plan  la  courbe  < 
contact.     Le  cöne  en  question  est  le  cöne   lumineux  intärieur  de 
figure  60. 

33.  On  peut,  en  suivant  une  marche  tout-ä-fait  analogue,  obten 
immediatement  l'equation  de  la  courbe  de  contact,  si  l'on  rempla 
l'equation  (11)  par  l'equation  suivante: 


(28)    {_ 


W'=  (6VX2  +  a*c*E*  +  a262)(42  +  JB2  +  1) 
[(62  +  c2)^2  +  (c2  +  a2)£2  +  (a2  +  i2)]D2  +  D*  =  0, 


ce  qui  revient  ä  determiner  les  plans  tangents  ä  la  surface  de  l'on 

par   les   trois  constantes  A,  B  et  D   de  leurs  equations  mises  so 

la  forme: 

z  +  Ax  +  By  +  I)  =  0. 

L'on  aura  alors: 

Y  TZ  —  &b*c*Ä*+  c*  («2  +  &2)£2  -  (6"  +  **)  #2  +  &'(«*  +  <?)]A  ~ 

i  'fW  =  [c*(a*  +  &2)^2+  2aV£2- (a2  +  c2)D2  +  a2(fc2  +  c2)]  B  = 


i  dir 

2 


^  =  [2Z)2-  ((6*  +  c')  A*  +  (c*  +  a2;*2  +  (a2  +  ft2))]  Z) 


ce  qui  donne  pour  le  plan  singulier: 


/i* nt  rt ~* 

5  =  0,     A*  =  -,—?.■ ,     Z>2  =  bs  V^Ti  • 

7  c*  —  0*  '  c*  —  £>* 

Puis,   en  differentiant  de    nouveau  et  en  ayant  egard   a  ces 
il  vient: 

2     tf-4*  c*  —  er 

=  -  (ir  -  a»)  (c»  -  «*), 

c*  —  oa 
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2  dBcD~V' 

i  substituant  dans  l'equation  (6)  du  num^ro  (6)  et  en  divisant  par 
V*  —  a2;(62  —  a2),  on  obtient: 

c'(&*  -  a*)    ,      g    ,    cs-o!     2     ,    &1+JC2     V(^  —  a')~(^  ~  a*j      __  n 
c*  -  6*     +  ^    "+"  c*  -  fe2  X    —        b  c*  -b*  X  —  Vy 

uation  quon  peut  mettre  sous  la  forme  suivante: 

,    ,    c»  -  a*  f      ,     &'  +  c*  -i/6-  ':£*r\*_  (*  -J>)  (&■  -_a«) 

3st  l'equation  de  la  projection  sur  le  plan  des  x\j  de  la  courbe  de 
ntact.  A2  etant  le  carre  de  la  tangente  de  Tangle  que  fait  le  plan 
igulier  avec  le  plan  des  xy,  le  carre  du  cosinus  de  ce  meme   angle 

ra    j_    s ;   d'oü   Ton  voit   que  la  courbe  de  contact  est  un  cercle, 

nt  le  rayon  est  egal  a 


Y(c*  —  fr»)  (fr»  —  a*_) 

34.    Points  singuliers.     L'equation 

9)     cHar  +  b*)A*  +  2«2c2£2  +  a2(/>2  +  c2)C*  -  (a2  +  c2)  =  0 

termine  un  ellipsoide  par  ses  plans  tangents;  il  sera  facile  d'obtenir 
1  meme  ellipsoide  l'equation  en  coordonnees  rectangulaires.  II  est 
ident  que,  pour  les  plans  tangents  paralleles  au  plan  des  yz,  B  et 

disparaissent  (0)  tandis  que    .  devient  egal   au  demi-axe    de  l'ellip- 

>ide;  coincidant  avec  Faxe  des  x.  De  la  meme  maniere  s'obtiennent 
s  deux  autres  demi-axes.     L'equation  precedente  donnant 

b-o,   c-o,  i-^.«tf5, 

7  7      A*  a~  +  ca 

j        n      rr       n        x  2aV 

^  =  U,     G  =  U,     ^  =  at-jpjf 

4—0        Jl—O         X     —  "*&*  +  c^ 

^  =  0,     i*  —  0,     —,  =  — rqrc""" ' 

äquation  cherchee  sera  la  suivante: 

(oa  +  Q  s«        (a*  +  Ot/2    ,    (af  +_c*)**        « 
(as  +  fr*)c*  "*"     "   2aac*         ■"  (ft*  +  c*)a* 

Apres    cette   digression  je  reprends  mon   objet.     Si  nous  combi- 
ons  algebriquement  l'equation 

Placker,  Werke.   I.  24 
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f  (62c2.42  +  c2a2B2  +  a*b*C%)(A*  +  B2  +  C2) 

^     t—  1(P2  +  c2)A2  +  (c2  +  a2)B2  +  (a2  +  b2)  C2)]  +  1  =  0, 

qui  donne  Tonde  lumineuse  par  ses  plans  tangents,  avec  l'equation 
suivante : 

[c2(a2  +  b2)A*  +  2a*c2B2  +  a2(b2  +  c2)C2  —  (a2  +  c*)f  —  0, 

l'equation  resultante  determinera  en  g£neral  une  surface  nouvelle.  Cette 
surface  a  la  propri£te  de  toucher  la  surface  de  Tonde  suivant  une  courbe, 
de  maniere  que  les  plans  tangents  communs  au?  deux  surfaces  en- 
veloppent  Tellipsoi'de  (20).  Retranchons  de  cette  derniere  equation 
l'equation  (13)  apres  Tavoir  multipliee  par  4a2c2;  l'equation  resultante 
peut  etre  mise  sous  la  forme: 

(c*(b2  —  a*)A*  +  a2(c2  -  b2)C2  —  (c2  -  a2))2 
—  4a2c2(62  -  a2)  (c2  -  a2)A2C2  —  0, 

et  se  decomposera  dans  les  deux  suivantes: 


c2(b2—a2)A2  +  a\c2-b2)C2—{c2-a2)±2acy(b2^ 
Ces  deux  equations  peuvent  s'ecrire  ainsi: 


[c]/b2 "-"  a2A±a  V'c2  -  b2  C]  -  (c2  —  a2)  =  Ö, 
et  se  decomposer  de  nouveau  de  la  maniere  suivante: 


c\/b2  —a*A  +  a  Y?—"V  C  ±  Yc2~—  a2  =  0. 

Tous  les  plans  dont  les  constantes  A  et  C  satisfont  ä  l'une  de  ces  quatre 
equations,  passent  par  un  des  quatre  points  dont  les  coordonnees  sont 


y 


Ces  quatre  points  remplacent  donc  la  surface  en  question.  II  suit  de 
la  que  ce  sont  des  points  singuliers  de  la  surface  de  Tonde  et  que 
les  quatre  cönes  circonscrits  ä  Tellipsoi'de  (29)  et  ayant  leurs  centres 
en  ces  points  sont  ceux  qui  y  touchent  Tonde  suivant  chacune  de 
leurs  ar£tes. 

35.  Considerations  ge'otne'triqucs.  On  peut  parvenir  par  des  rai- 
sonnements  purement  geometriques  et  tres  simples  a  la  determination 
complete  des  deux  sortes  de  singularites  de  la  surface  de  Tonde 
lumineuse. 

A  un  point  quelconque  m  du  premier  ellipso'ide  correspond  toujours 
un  seul  point  ])  de  la  surface  d'elasticite  (Fig.  53),  de  sorte  que  ce 
dernier  point  })  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissee  du  centre  0 
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sur  le  plan  tangent  ä  l'ellipso'ide  dans  le  premier  point  m.  Le  plan 
diametral,  passant  par  les  deux  points  m  et  p,  est,  d'apres  le  numero 
(25),  le  plan  de  Vibration;  lorsqu'on  mene  dans  ce  plan  deux  lignes 
droites  OB  et  OV,  respectivement  perpendiculaires  et  egales  a  Om  et 
Opj  le  rayon  lumineux  correspondant  ä  des  vibrations  qui  ont  lieu 
suivant  Op  sera  OB,  tandis  que  le  front  de  Tonde  est  perpendiculaire 
a  OV  en  V. 

D  repondra  pareillement  ä  une  section  diametrale  de  la  surface 
d'&asticite,  et  vice  versa.  Nous  nous  bornerons  ici  ä  considerer  plus 
particulierement  les  deux  sections  circulaires  de  l'une  et  de  l'autre  des 
deux  surfaces.  II  est  aise  de  voir  que  ces  quatre  sections  appartien- 
nent  a  une  meme  sphere,  ayant  pour  rayon  le  demi-axe  moyen  de  Tellip- 
soide.  Ceci  a  ete  prouv6,  quant  aux  deux  sections  circulaires  de  celui- 
ci,  dans  le  numero  (14).     Le  rayon  des  sections  circulaires  du  second 

ellipsoide  sera  donc  egal  a  y-  et  celui  des  sections  correspondantes  de 

la  surface  d'elasticite,  pareillement  circulaires,  ^gal  a  b,  valeur  inverse 
de  -r-;  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Occupons-nous  d'abord  des  deux  sections  circulaires  de  la  surface 
d'elasticite.  (Fig.  61.)  Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  Tune  quel- 
conque  If0BH°  de  ces  deux  sections 
enveloppera  le  premier  ellipsoide;  la 
courbe  de  contact  JKiBJQ}  n^cessaire 
ment  plane,  sera  la  section  correspon- 
dante  de  celui-ci,  de  sorte  que  chaque 
arete  du  cylindre  coupera  les  deux 
sections  de  la  surface  d'elasticite  et 
de  l'ellipsoide  en  deux  points  corre- 
spondants.  Tels  sont,  dans  la  figure, 
les  points  h  et  g.  La  section  de  Tellip- 
soide  est  une  ellipse,  dont  le  petit  axe,  ^gal  a  6,  se  confond,  dans  Taxe 
des  y,  avec  un  diametre  de  la  section  circulaire.  Le  plan  de  Vibration 
passe  toujours  par  le  centre  0  et  deux  points  correspondants ,  tels 
que  h  et  g,  de  sorte  qu'il  est  perpendiculaire  ä  la  section  circulaire 
HQBH°.  Faisons  tourner  dans  ce  plan,  autour  du  centre  0,  le  triangle 
hOg,  jusqu'ä  ce  que  OH  devienne  perpendiculaire  a  Oh,  HG  sera 
alors  perpendiculaire  a  hg  et  parallele  ä  Oh.  Quels  que  soient  donc 
les  deux  points  correspondants  h  et  g,  dans  la  position  nouvelle,  le 
point  77  sera  un  meme  point  fixe,  tandis  que  le  point  G  se  trou- 
vera  toujours  dans  un  meme  plan  parallele  a  la  section  circulaire  et 
distant  d'elle  d'une   quantite   OH=OB  =  b.     Pour  determiner   dans 
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ce  plan  le  lieu  geometrique  des  differentes  positions  du  point  G7  nou« 
observerons  qu'on  a 

hg  =  S0J0  cosl?0OA, 

ou  bien,  en  substituant: 

HG  =  HJcosGHJ. 

De  lä  011  conclut  que  Tangle  HGJ  est  un  angle  droit.  Donc  le  lieu 
cherche  est  un  cercle,  perpendiculaire  au  plan  des  xz  et  ayant  HJ  pour 
Tun  de  ses  dianietres.  Les  rayons  lumineux  qui  repondent  aux  diffe- 
rents  points  de  la  section  J0BJ°  forment  ainsi  un  cöne  lumineux  du 
second  ordre.  Le  front  de  Tonde  est  le  meme  pour  tous  les  rayons. 
Tous  leur  plans  de  Vibration  passent  par  le  point  H. 

30.  Considerons  en  second  lieu  les  deux  sections  circulaires  du 
premier  ellipsoide.  Suivant  l'une  quelconque  3I0BM°  (Fig.  62)*)  de 
ces  deux  sections,  Tellipsoide  est  touche  par   un  cylindre    circonscrit 

du  second  ordre.  Si  Ton  abaisse  da 
centre  des  perpendiculaires  sur  les 
plans  tangents  ä  ce  cyündre,  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  consti- 
tueront  la  courbe  correspondante  de 
la  surface  d'elasticite.  Pour  la  deter- 
miner,  conduisons  par  le  centre  un 
plan  diametral  et  perpendiculaire  aux 
aretes  du  cylindre  circonscrit.  Ce  plan 
coupera  le  cylindre  suivant  une  ellipse, 
dont  le  grand  axe,  egal  ä  b,  se  confondra  avec  Taxe  des  y.  II  con- 
ti endra  la  courbe  cherchee,  que  Ton  construira,  en  abaissant  du  centre 
des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  a  Tellipse  d'intersection.  Soit 
m  un  point  de  la  section  circulaire  de  Tellipsoide,  l'arete  du  cylindre, 
passant  par  ?>/,  coupera  Fellipse  en  w,  oü  celle-ci  est  toucbee  par  la 
droite  nv.  Ov,  perpendiculaire  a  nv}  sera  egalement  perpendiculaire 
au  plan  mnv,  qui  touche  l'ellipsoide  en  m]  v  sera  donc  le  point  de  la 
surface  d'elasticite  correspondant  au  point  m.  Faisons  faire  au  triangle 
vOm  un  quart  de  revolution  autour  du  centre  0  dans  son  propre  plan, 
qui  est  celui  de  Vibration.  Quels  que  soient  les  deux  points  corre- 
spondants  m  et  v  dans  la  position  nouvelle,  W  sera  un  meme  point 
fixe;  Ovm  etant  un  angle  droit,  M'  V  deviendra  parallele  a  Or9  de 
sorte  que  le  point  V  doit  rester  constamment  dans  im  plan  passant 
par  M '  et  parallele  a  la  section  ovale  de  la  surface  d'elasticite.     L'angle 

*)  [Die  Figur  ist  dahin  zu  berichtigen,  dass  Punkt  v  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Tangente  von  n  aus  liegt] 


Discussion  do  la  forme  generale  des  ondes  lumineuses.  373 

0  VM'  etant  pareillement  un  angle  droit,  V  doit  se  trouver  sur  la 
surface  d'une  sphere,  decrite  sur  OM'  comine  diain&tre.  De  la  on 
conclut  que  le  lieu  geometrique  des  points  V  est  un  cercle,  pei*j>en- 
diculaire  au  plan  des  xz  et  ayant  M'  P  pour  Tun  de  ses  diamfetres. 

A  tous  les  differents  points  de  la  section  circulaire  de  Pellipsoide 
ne  repond  donc  qu'un  rayon  lumineux  unique,  tandis  que  le  front  de 
Fonde,  dependant  des  points  de  la  section  correspondante  de  la  sur- 
face d'&asticite,  varie  d'un  point  a  l'autre.  II  enveloppe,  dans  ses  dif- 
ferentes  positions,  un  cöne  du  second  degre,  dont  les  plans  tangents 
touchent  le  cercle  M'  VF  et  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
rayons  yecteurs  aboutissant  aux  points  de  ce  cercle.2)  Les  plans  de 
Vibration  passent  tous  par  le  rayon  lumineux  OM'. 

37.  Vitessc  des  ondes  planes  dans  Vinterieur  du  crystal.  Nous 
avons  designe  precedemment  par  V,  et  V„  les  perpendiculaires  abaissees 
du  centre  0  sur  les  fronts  des  ondes  planes  qui  enveloppent  la  surface 
de  l'onde  qui,  a  partir  d'un  point  quelconque  0  de  l'interieur  du 
crystal,  pris  pour  centre,  se  propage  dans  tous  les  sens.  Deux  valeurs 
correspondantes  de  V,  et  V„  se  rapportent  aux  deux  ondes  planes  qui, 
s'accompagnent  toujours  l'une  l'autre  en  suivant  une  meme  direction. 
Developpons  Tequation  (2)  du  numero  (7). 

au  moyen  des  deux  equations  (5)  du  numero  (18),  que  nous  ecrirons 
en  egard  aux  dernieres  equations  du  numero  (2),  de  la  maniere  suivante: 

f..A-n\        (a*  +  6* )  C«  +  <a»  +  C)  B>  +  (6*  +  c»)  A- 

,                ~         a'b'C*  +  a'c'B*  +  b'e'A* 
(p9  -  v*) ———-p ; 

il  en  resultera  apres  des  reductions  faciles: 

Nommons  £,  77,  #  les  trois  angles  que  fait  la  perpendiculaire  aux 
fronts  paralleles  des  deux  ondes  planes  avec  les  trois  axes  des  x,  y 
et  z\  nous  aurons 

cos  c=  JF+b*  +  ~C*>  C0S  n  =  Ä*~+ &  +  C*'  cos  Ä%~+Br+C*m 
En  introduisant  ces  valeurs  dans  l'equation  precedente,  il  vient 

(F*— V„*)*=  [(62-  a*)cos2#  +  (c2  -  a2)  cos2ij  +  (c2  -  b*)  cos2£)2 

—  4(6*  -  a*)(c2  -  62)cos2g  cos2#, 
et  si  Ton  d£compose  son  second  membre  en  deux  facteurs, 


«f 
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F,2  —  V2  =  [(|/i2  —  ar  cos  &  +  fc2  —b*  cos  £)2  +  (*2  -  a2)  cos2  >j] 

.  [(Yb*  —  a2 cos  #  -  j/c^  — T'  cos  £)2  +  (c2  —  a*)  cos 2 17]. 

Designons  par  a,  et  cc„  (Fig.  63)  les   angles  que  fönt  les   deux 
tangentes  T,  T"  et  T,  T„}  communes  au  cercle  et  ä  Tellipse  d'inter- 


cos 


"section  dans  le  plan  des  xz,  avec  Taxe  des  x  et  par  y,  et  y„  les  angles 
formes  par  les  memes  tangentes  avec  Taxe  des  z,  de  sorte  qa'on  ait: 

a„  =  cos  a,  —  +  y  c,-_  a, ,     —  cos  y„  =  cos y,  =  +  J/ ^rzr;*' 

Alors  l'equation  precedente  peut  s'ecrire  ainsi: 

(  V2  —  F„2)2  =  (c2  —  a2)2  f (cos  y,  cos  -9-  +  cos  cc,  cos  £)2  +  cos2 17] 

.  [(cos  ?>„  cos  #  +  cos  «„  cos  £)2  +  C082»/]. 

Mais  suivant  la  formule  connue  qui  donne  l'angle  de  deux  droites 
moyennant  les  trois  angles  que  chacune  d'elles  fait  avec  les  trois  axes 
des  coordonnees,  on  a 

cos  y,  cos  #  +  cos  er,  cos  £  =  cos  e ,     cos  yn  cos  #  -f"  cos  a  „  cos  £  =  *'; 

en  nommant  £  et  e  les  angles  que  fait  la  perpendiculaire  au  front  de 
l'onde  avec  la  direction  des  tangentes  T,  1"  et  T,  Tn.  Nommons 
enfin  ty  et  ty'  les  angles  que  fait  la  meine  perpendiculaire  avec  les  dem 
axes  optiques;  ces  axes  etant  respectivement  perpendiculaires  aux  dem 
tangentes  et  en  meme  temps  a  Taxe  des  y,  Ton  a 

cos2tj  +  cos2*  +  cos2^  =  1,     cos2 1)  +  cos2«'  +  cos2#'  =  1, 

d'oit 

cos2??  -f"  cos2*2  =  sin2^,     cos2?/  -f-  cos2£'  =  sin2^'. 

Apres  avoir  fait  les  substitutions  ainsi  indiquees  et  extrait  la  racine 
carree,  Ton  obtient  finalement  l'equation  qui  suit: 

(2)  V2  -  F,,2  =  (c2  -  a2)  sin  i>  sin  *'. 
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On  voit  que  les  deux  vitesses  ne  sont  jamais  egales,  excepte  le 
cas  oü  Tun  des  deux  angles  #  et  f'  disparait.  Le  front  des  deux 
ondes  qui  suivent  la  meme  direction  est  alors  perpendiculaire  a  Tun 
des  deux  axes  optiques  H,H'  et  H„H" '. 

Si  le  front  des  deux  ondes  est  perpendiculaire  au  plan  des  xz, 
Pune  des  deux  vitesses  est  constante  et  egale  ä  b.  Veut-on  que  ce 
soit   V„  et  ne  fait-on  croitre  les  angles  ^  et  il>'  que  jusqu'ä  jt,  il  vient 

(3)  V*  —  b2  +  (c2  —  a2)  sin  *  sin  *', 

oü  il  taut  preudre  le  signe  +,  si  la  perpendiculaire  abaissee  du  centre 

sur   le  front  de  l'onde  toinbe  entre  OH  et  0H„  ou  leurs  prolonge- 

ments,  tandis  qu'il  faut  prendre  le  signe  — ,  si  eile  tombe  entre  OH 

et  OH"  ou  entre  leurs  prolongements.    Dans  le  premier  cas  l'onde  extra- 

ordinaire  devance  l'onde  ordinaire,  dans  le  dernier  cas  le  contraire  a  lieu. 

Si  le  front  des  deux  ondes   est  perpendiculaire  ä  Tun  des  deux 

plans   qui   bissectent    les  angles   des  deux  axes  optiques,   c'est  a  dire, 

s'il    est   perpendiculaire   au    plan    des   xy   et  des   yz}   l'une  des  deux 

^vitesses  est  encore  constante.     Considerons   l'onde   perpendiculaire  au 

plan  des  xy  et  posons  en  consequence  dans  l'equation  (1) 

cos  #  =  0,     cos2  £  -j-  cos2??  =  1 , 
il  viendra 

V2  —  V„*  =  +  [c2  -  (a2  cos2»?  +  b2  cos2 £)], 

oü  il  faut  prendre  le  signe  — ,  si  Ton  veut  que  Vfl  soit  constante.  II 
«n  resulte: 

V2  =  c2,     V*  =  a2  cos2>;  +  b2  cos2 5, 

de  sorte  qu'on  obtient  independamment  l'une  de  l'autre  la  vitesse  de 
l'onde  ordinaire  et  celle  de  l'onde  extraordinaire.  L'onde  ordinaire 
devance  toujours  l'onde  extraordinaire.  La  construction  de  la  vitesse 
de  l'onde  extraordinaire  est  liee  par  la  derniere  equation  ä  la  pro- 
jnriete  suivante  de  l'ellipse  (celle  d'intersection  dans  le  plan  des  xy) 
„que  si  Ton  projette  les  deux  demi-axes  sur  l'une  quelconque  de  ses 
'tangentes,  la  somme  des  carres  des  projections  est  egale  au  carre  de  la 
^perpendiculaire,  abaissee  du  centre  sur  la  meme  tangente". 

Pendant  que,  perpendiculairement  au  plan  des  xy,  l'onde  ordinaire 
devance  constamment  Textraordinaire,  au  contraire,  les  ondes  etant  per- 
j>endiculaires  au  plan  des  yz,  c'est  l'onde  extraordinaire  qui  devance 
X'ordinaire. 

38.    Suivant  l'equation  (1)  du  numero  (7)  on  a 

,„,     y,         „    .    A  __  («2  ±bf)C^  +  (a»  +  c«)Bs  +  (6'  +  c*)A* 
*  f    "r   v*>   =  P  T  9  —  Ä*~+ B* +  C* 

=  (a2  +  b2)  cos*»  +  (a2  -f  c2)  cossjj  +  (b2  +  c2)  cos2g. 
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En  faisant  attention  que 

cos2#  +  cos2i7  +  cos2g  =  1, 
cette  equation  peut  s'ecrire  ainsi: 

V*  +  V2  =  (a2  +  c2)  -f  (62  —  a2)  cos2£  -  (c2  —  V)  cos2fr 

-  (a2  +  c2)  +  (c2  -  a2)  (*;  _"--;!  cos2g  -  *=£  cos2*)  - 

Si  Ton  nomme  a  et  a"  les  deux  angles  que  fönt  les  deux  axes 
optiques  OH"  et  OW  avec  Taxe  des  x  et  y  et  y"  les  angles  que 
fönt  les  memes  axes  avec  l'axe  des  z,  Ton  a 

cosa  =  cos«  = -f  [/<.*__  a*>     —  c<>sy  —  cosy  —  +  y  ~dr^~a*' 

II  suit  de  la 

F,3  +  F„"  - 
=  (a2  +  c2)  +  (c2 — a2)  [cosa'cos£+  cos/cos#]  [cosa"cos£+  cosy"cos#] 
et  enfin 
(4)  V,2  +  V„*  =  (a2  +  c2)  +  (c«2  -  a2)  cos  *  cos  *'. 

Si  successivement    Ton   ajoute    a   cette   equation   et  en  retranche 
Tequation  (2)   du  numero  precedent,  on  obtient: 

^/2;  Vt*  =  M(a*  +  <?)  +  (c2  —  #2) (cos ^  cos  ^'  +  sin ^  sin #')] 

et  par  des  transformations  trigonometriques  faciles, 

fßv  j  *7,  V  =  *[(*8  +  O  +  (c2  -  a2)  cos(*  +  *')] 

U  i  =  c2  —  (c2  —  a2)sin2i(^  +  *'). 

Cette  equation  donne  separement  la  vitesse  de  chaeune  des  deux  ondes; 
sa  discussion  n'offre  aueune  difficulte. 

39.    Vitesse  des  rayons  lumineux  dans  V Interieur  du  crystal.  —  En 
mettant  dans  les  developpements  des  deux  numeros  precedents  ä  la  place 

de  a2.  b2,  c2  leurs  valeurs  invferses     * ,  tt,  — ,   il  faut  substituer  ä  la 

direction  de  la  perpendiculaire  abaiss^e  du  centre  sur  le  front  de  l'onde 
celle  du  rayon  lumineux,  ä  la  vitesse  de  Tonde  Turnte  divisee  par  la 
vitesse  du  rayon  et  enfin  aux  deux  axes  optiques  les  deux  lignes 
droites  M,M'  et  3f„31",  diametres  communs  au  cercle  et  a  l'ellipse 
d'intersection  dans  le  plan  des  xz.  Ainsi  on  obtient,  si  Ton  nomme 
1\  et  P„  les  vitesses  des  deux  rayons,  qui  se  confondent  dans  une 
nieme  direction,  et  <jp  et  qp'  les  deux  angles  que  fait  cette  direction 
avec  les  deux  lignes  droites  Hl, M'  et  M„M'': 

(6)  p-„  —  p\  =  +  \c,  —  ^)  sin?  sin<jp\ 
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Ce  theoreme  est  du  a  Mr.  Biot.  Je  le  trouve  enonce  sans 
demonstration  dans  le  Traite  de  la  lumiere  de  Mr.  Herschel  No.  1018, 
ainsi    que  dans  les  Mathetnatical   Tracts  de  Mr.  Airy,  2mo  ed.  p.  352. 

Dans  chacun  des  plans  des  coordonnees  la  vitesse  de  Tun  des 
rayons  est  constante  et  egale  ä  la  vitesse  de  l'onde  correspondante; 
c'est  ce  qui  constitue  l'onde  ordinaire.  La  vitesse  de  Tautre  rayon  est 
deterininee  par  les  rayons  vecteurs  de  Tellipse  d'intersection  dans  ce 
meme  plan.  L'on  a  ainsi,  par  exemple  pour  les  rayons  lumineux  ren- 
f ernies  dans  le  plan  des  axes  optiques: 


ou  bien  encore 


b*>     ¥?  =  P  ±  (i*  ""  a«)  sin  *  sin  V> 


1      C08*>7     | 


cos'-O* 


P**P* 


Remarquons  enfin  qu'il  peut  arriver  que  la  vitesse  du  rayon  ex- 
traordinaire  surpasse  celle  du  rayon  ordinaire  qi}i  suit  la  meme  route, 
tandis  que  Ponde  extraordinaire  correspondante  marche  plus  lentement 
«|ue  l'onde  ordinaire.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  rayons  situes  entre 
OJ  et  OM".  D'un  autre  eöte  il  peut  arriver  que  des  deux  ondes  qui 
suivent  la  meme  route,  Tordinaire  surpasse  en  vitesse  Pextraordinaire, 
Kandis  que  le  rayon  ordinaire  correspondant  retarde  sur  le  rayon  ex- 
traordinaire. (Test  ce  qui  a  lieu,  si  la  perpendiculaire  abaissee  du 
oentre  sur  les  deux  ondes  paralleles  est  situee  entre  OQ  et  OH". 

40.  Les  formules  obtenues  dans  le  numero  (38),  se  transforment 
X>ar  les  memes  substitutions  dans  les  suivantes: 

s  (i  +  i)  -  (i  -  i) C08 *  cos  v'> 
h'  h  =  i  +  (?  "  h)  "***&  ± *')• 

C!e  dernier  resultat  appartient  a  Tillustre  Fresnel  (Biot,  Precis  ele- 
*nentaire  de  physique.     Troisieme  ed.  vol.  II  p.  259). 

41.  Le  front  dune  onde  etant  donne',  determiner  les  plans  de  Vibra- 
tion  au   moyen   des   deux  axes  optiques.   — 
■Soit  l'ovale  de  la  figure  64  une  section  dia- 
xn^trale  quelconque  de  la  surface  d'elasticite, 

y  V  son  diametre  maximum,   V  V  son  dia- 
mfetre  minimum.    Les  deux  plans  de  Vibra- 
tion  seront   alors   ceux  qui,  etant  perpen- 
diculaires  au  plan  de  la  figure,  le  coupent 
euivant  VV  et  V  V.    Les  deux  sections  cir- 
culaires  de  la  surface   coupent  Povale  suivant  deux  diametres  KK  et 
K' K'  qui,  etant  tous  les  deux  egaux  ä  2b,  feront  necessairement  des 


XL.  V 


Fig.  64. 


i 
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•angles  egaux  avec  chacune  des  deux  lignes  droites  VV  et  V'V. 
Les  axes  optiques  soiit  perpendiculaires  ä  ces  sections  circulaires,  Tin- 
clinaison  de  celles-ci  sur  le  plan  de  l'ovale  etant  dependante  de  la 
position  de  ce  plan.  Si  Ton  construit  deux  plans  respectivement 
perpendiculaires  aux  diametres  KK  et  K'K',  chacun  de  ces  plans 
passera  par  la  normale  au  plan  de  la  figure  et  en  outre  par  un 
des  deux  axes  optiques.  11s  couperont  l'ovale  ä  laquelle  ils  sont 
perpendiculaires  suivant  les  deux  lignes  droites  UU  et  V  U',  qui 
fönt  des   angles  egaux  avec  chacun  des  deux  diametres   V  V  et   V  V. 

Le  front  d'unc  onde  etant  donne,  les  deux  plans  de  Vibration  corre- 
spondants  divisent  en  deux  parlies  egales  les  angles  que  formcnt  les  deux 
plans  dont  chacun  contient,  outre  la  normale  au  front,  un  des  deux  axes 
optiques. 

Cet  elegant  theoreme  est  du  a  la  sagacite  de  Mr.  Biot;  on  en 
trouve  une  demonstration  a  Tendroit  cite  de  l'ouvrage  de  Mr.  Airy. 

42.  Un  rayon  lumineux  etant  donne)  detcrminer  les  plans  de  Vibra- 
tion au  mögen  des  deux  normales  aux  sections  circulaires  du  premier 
cllipsoide.  —  Dans  un  numero  precedent  nous  avons  fait  voir  que  le 
plan  de  Vibration  passe  en  meme  temps  et  par  le  rayon  lumineux  et 
par  la  perpendiculaire  abaissee  du  centre  sur  le  front  de  Tonde,  et 
qu'en  second  lieu,  il  coupe  les  deux  sections  correspondantes  de  la  sur- 
face  d'elasticite  et  du  premier  ellipsoide,  chacune  suivant  Tun  de  leurs 
diametres  maximum  —  minimum,  en  etant  perpendiculaire  ä  toutes  les 
deux.  L'on  obtient  donc,  en  rempla^ant  dans  les  considerations  du 
numero  precedent  la  section  diametrale  de  la  surface  d'elasticite  par 
une  section  diametrale  du  premier  ellipso'ide,  cet  autre  theoreme: 

Un  rayon  lumineux  etant  donne,  les  deux  plans  de  Vibration  corre- 
spondants  divisent  en  deux  parties  egales  les  angles  formen  par  les  deux 
plans  dont  chacun  conHent,  outre  le  rayon,  une  des  deux  normales  aux 
sections  cindaires  du  premier  ellipso'ide. 

Conformement  au  numero  precedent,  les  plans  de  Vibration  des 
deux  rayons  dans  lesquels  se  divise  un  rayon  exterieur,  en  entrant 
sous  Tincidence  perpendiculaire  dans  le  crystal,  se  coupent  a  angles 
droits.  DTapres  le  present  numero  la  meme  chose  a  lieu,  quant  aux 
deux  rayons  dans  lesquels  se  divise  un  rayon  interieur,  en  sortant  du 
crystal.  *) 

43.  Double  refraction  suivant  le  principe  de  Huygens.  —  Lorsqu'une 
onde  luniineuse,  se  propageant  dans  l'air,  vient  frapper  la  surface  dun 
crystal,    eile   excitera  dans  tous  les  points   oii   son  front  la  rencontre 

*;  [Auch  hier  ist  senkrechte  Incidenz  die  noth wendige  Voraussetzung.] 
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des  ondes  partielles,  tant  ä  l'exterieur  du  crystal  dans  l'air  que  dans 
son  interieur.  Les  unes,  de  forme  sphe'rique,  seront  enveloppees  dans  un 
meme  instant  quelconque  par  un  plan;  c'est  le  front  correspondant  de 
l'onde  reflechie.  Les  autres  prennent  des  formes  dependantes  de  la 
position  des  trois  axes  d'e'Iasticite  dans  le  crystal  et  de  la  grandeur 
des  elasticites  suivant  ces  axes.  Dans  un  instant  quelconque  les  sur- 
faces  de  ces  oudes  seront  enveloppees  par  deux  plans  differents  qui 
constituent  les  frouts  correspondants  des  deux  ondes  refractees.  II  suit 
de  ce  principe  originairement  du  ä  Huygens  que,  dans  un  meine  in- 
stant quelconque,  le  front  de  l'onde  ineidente  et  ceux  des  ondes  refleebies 
et  refractees,  vont  couper  la  surface  du  crystal  que  nous  supposons 
plane  suivant  une  meine  ligne  droite. 

Soit  AA  (Fig.  65)  la  surface  du  crystal,  FO  le  front  de  l'onde 
ineidente,  tous  les  deux  perpendiculaires  au  plan  du  papier,  de  sorte 
que  ce  plan  soit  celui  d'incidence  pour  le  rayon  lumineux  RO,  perpen- 
diculaire  au  front  de  l'onde 
en  0.   De'signons  par  xt  — t 

l'intervalle  du  temps 
qu'emploie  le  front  de 
l'onde  pour  passer  de  FO 
ä  la  position  nouvelle  F'O'. 
Apres  cet  Intervalle,  ä  l'e"- 
poque  Tlt  les  ondes  par- 
tielles excitees  dans  l'air 
antour  de  chaque  point 
de  la  ligne  droite,  per- 
pendiculaire  au  plan  du 
papier  en  0,  seront  des 
spheres  dont  le  rayon  est 
egal    ä    OG,   c'est-ä-dire 

egal  ä  r,  —  r,  si  nous  pro-  pig  w 

nons  pour  unite  de  lon- 

gueur  la  vitesse  avec  laquelle  la  propagation  a  lieu  dans  l'air.  Pendant 
ce  meme  Intervalle  une  onde  lumineuse  s'est  formee  dans  l'interieur 
du  crystal  autour  de  chaque  point  de  la  perpendiculaire  en  0,  ayant 
pour  vitesses,  suivant  les  trois  axes  d'elaaticite,  a(t1 — x),  b(xt —  x), 
c(t,  —  x).  Les  dimensions  des  deux  series  d'ondes  partielles,  ex 
terieures  et  interieures,  telles  qu'elles  sont  ä  I'epoque  t,  dimimieront 
donc  proportionellement  ä  t,  —  x,  c'est-ä-dire  ä  mesure  que  le  front 
de  l'onde  primitive  s'approche  de  la  position  F'O'  de  moniere  que  les 
ondes,  excitees  dans  les  differents   points  de  la  perpendiculaire  en  0', 
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se  reduisent  ä  des  simples  points.  II  en  resulte,  les  equations  des 
ondes  £tant  homogenes,  qu'ä  l'epoque  r,,  toutes  ces  ondes  sont  en- 
veloppees  par  des  plans,  passant  par  la  perpendiculaire  en  0'.  Pour 
les  obtenir,  Ton  n'a  qu'ä  construire  les  plans  qui,  passant  par  cette 
perpendiculaire,  touchent  la  surface  d'une  onde  partielle  quelconque. 
Nous  prendrons,  en  nous  bornant  aux  ondes  int&ieures,  celle  decrite 
autour  du  point  0.  Les  deux  plans  tangents  0' ED,  O'E'D'  perpen- 
diculaires  au  plan  d'incidence,  sont  a  l'epoque  t,  les  fronts  des  deux 
ondes  refractees,  tandis  que  les  deux  rayons  vecteurs  OE,  OE',  pas- 
sant par  les  deux  points  de  contact  E,  E',  sont  les  deux  rayons  dans 
lesquels  se  divise,  par  la  refraction,  le  rayon  incident  JRO. 

Dans  le  cas  general  aucun  des  deux  rayons  refractes  ne  se  trouvera 
dans  le  plan  d'incidence.  Les  deux  plans  de  Vibration  ODE,  OD'E' 
sont  ceux  qui  passent  par  les  deux  rayons  OE,  OE'  et  les  deux  per- 
pendiculaires  OD,  OD',  abaissees  du  centre  0  (dans  le  plan  d'incidence) 
sur  les  fronts  des  deux  ondes  refracte'es. 

Lorsque  le  plan  d'incidence  contient  ou  les  deux  axes  optiques, 
ou  fait  des  angles  egaux  avec  ces  axes  (c'est-a-dire  lorsque  ce  plan 
coi" neide  avec  Tun  des  plans  des  coordonnees),  les  deux  rayons  refrac- 
tees. se  trouveront  tous  les  deux  dans  le  plan  d'incidence.  La  vitesse  de 
Tun  sera  constante,  de  quelle  maniere  qu'on  incline  le  rayon  incident  sur 
la  surface  du  crystal;  le  plan  de  Vibration  correspondant  sera  perpen- 
diculaire a  celui  d'incidence.  La  vitesse  de  l'autre  rayon  changera  avec 
l'inclinaison;  le  plan  de  Vibration  correspondant  se  confondra  avec  celui 
d'incidence.  Pour  les  deux  rayons  refractes  les  plans  de  Vibration 
seront  donc  perpendiculaires  entre  eux. 

Quant  ä  l'incidence  perpendiculaire,  la  construetion  precedente  se 
reduit  ä  Celles  des  deux  plans  tangents  ä  la  surface  de  l'onde  partielle, 
decrite  autour  du  point  0,  paralleles  entre  eux  et  au  front  de  Tonde 
ineidente.  Les  deux  plans  de  Vibration  pour  les  deux  rayons  refractes 
sont,  dans  ce  cas,  perpendiculaires  entre  eux,  quelle  que  soit  la  sur- 
surface  du  crystal. 

44.  Surface  of  wave  sloumess.  —  Nous  avons  trouve  plus  haut 
l'equation 

(62c2^2  +  a2c2B2  +  a?b*C2)(A*  +  B2  +  C2) 
—  ((b2  +  c2)  A2  +  ((a2  +  c2)  B2  +  (a2  +  b2)  C2)  +  1—0. 

pour  determiner,  dans  le  cas  le  plus  general,  la  surface  de  l'onde  par 
ses  plans  tangents,  A,  B,  C  designant  les  valeurs  inverses  des  Seg- 
ments qu'un   tel   plan  intereepte  sur  les  trois  axes  des  coordonnees. 
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En  rempla9ant  ces  variables  par  x}  y9  z}  Töquation  resultante  en  coor- 
donnees  rectangulaires 

(62cV  +  aVy8  +  a'b*z*)(x*  +  y*  +  *■) 
-  ((6*  +  c*)s*  +  (a*  +  c*)y*  +  (a*  +  b*)z*)  +  1=0, 

representera,  suivant  le  numero  (8),  la  surface  polaire  reciproque  de 
celle  de  Tondo,  par  rapport  ä  une  sphfcre  dont  le  rayon  est  egal  ä 
Turnte.    L'on  parvient  ä  la  meme  equation  si  dans  Tequation  de  l'onde 

(a*x*  +  &V  +  c2z*)(x>  +  y*  +  z*) 

—  (a*(b*  +  <*)z*  +  &2(a*  +  c*)y2  +  c2(a*  +  V)z*)  +  a*b*c*  —  0 

on  remplace  les  trois  constantes  a2,  b2}  c*  par  -;>  p»  ■  t  •     De  lä   on 

tire  le  theoreme  suivant: 

Les  surfaces  de  deux  ondes  telles,  que  les  trois  axes  (vitesses  prin- 
cipales)  de  Vune  soient  l'inverse  des  axes  de  l'autre,  sont  polaires  rcci- 
proques,  par  rapport  ä  une  sphere  dont  le  rayon  est  egal  ä  l'unite. 

Tandis  que  les  rayons  vecteurs  de  Tune  des  deux  surfaces  repre- 
sentent  la  vitesse  des  differents  rayons  lumineux,  ceux  de  l'autre  sont 
egaux  ä  Tunite  divisee  par  la  vitesse  des  ondes  planes  correspondantes. 
Tandis  que  les  perpendiculaires  abaissees  du  centre  sur  les  plans  tan- 
gents  ä  Tune  representent  la  vitesse  des  ondes  planes,  Celles  abaissees 
sur  les  fronts  de  l'autre  sont  egales  a  Tunite  divisee  par  la  vitesse  des 
rayons  correspondants.     Ces  relations  sont  tout-ä-fait  reciproques.  *) 

*)  Je  dois  conclure  des  indications  donnles  par  Mr.  Lloyd  dans  son  ex- 
cellent  „Report  on  the  progress  and  present  State  of  physical  optica"  (Report  of 
the  British  Association  for  the  advancement  of  science,  London,  1836;  que  la  sur- 
face  polaire  reciproqne  de  l'onde  lnmineuse,  par  rapport  ä  nne  sphere  dont  le 
rayon  est  £gal  ä  l'unite,  soit  precisement  celle  que  Mr.  Hamilton  a  nomine 
,  pur  face  of  wate  dcicntss."  X'ayant  aueune  connaissance  da  memoire  de  M.  Ha- 
milton, je  me  borne  ä  emprnnter  du  Report  la  tonstruetion  suirante,  dont 
je  ny  trouve  que  le  simple  enonce  (8.  388.) 

„ .  .  .  they  lead  to  a  very  elegant  coni truetion  for  the  reflected  or 
refracted  ray,  which  is,  in  most  cases,  more  convenient  then  that  of 
Huyghens.  Thns  when  a  ray  proeeeda  fiom  air  into  any  crystal,  we  bare 
only  to  conatruet  the  turfaces  of  trave  ilowncb*  bei  on  ging  to  the  two  media 
and  haring  their  common  centre  at  the  point  of  ineidence.  Let  the  in- 
eident  ray  be  then  prodaced  to  meet  the  sphere,  which  repreaent*  the 
normal  slowness  of  the  wäre  in  air;  and  from  the  point  of  interaeefion  let 
a  perpendicular  be  drawn  to  the  rtflecting  or  refracting  Btirface.  Thia  will  eist 
the  surface  of  aloweeas  of  the  reflected  or  refracted  wäre*  in  general  in  two 
points.  The  linea  connecting  these  pointe  with  the  centre,  will  repreaimt 
the  direction  and  normal  alownea*  of  the  teattn;  while  the  perpen'licnlara 
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45.  Construction  de  M.  Hamilton.  —  La  determination  des  deux 
rayons  refractes  exige,  d'apres  le  numero  (43),  qu'on  construise  les  deux 
plans  qui,  passant  par  la  ligne  droite,  perpendiculaire  au  plan  d'in- 
cidence  en  0'  (Fig.  65),  touchent  la  surface  de  l'onde.  En  general, 
il  sera  plus  facile  ä  construire  les  poles  de  ces  plans  tangents.  On 
obtient  ces  poles,  en  cherchant  les  points  oü  la  ligne  droite,  polaire 
reciproque  de  la  perpendiculaire  contenue  dans  les  plans  tangents, 
coupe  la  surface  polaire  reciproque  de  l'onde.  Prenons  pour  unite  le 
rayon  OG  =  OL  de  l'onde  spherique,  decrite  autour  du  point  d'in- 
cidence  0.  Par  rapport  ä  cette  sphere,  la  ligne  droite  GL,  contenue 
dans  le  plan  d'incidence  et  passant  par  les  deux  points  G  et  L,  oü 
le  rayon  incident  HO  et  le  rayon  OL  coupent  la  spliere,  est  polaire 
reciproque  de  celle  qui,  en  0',  est  perpendiculaire  au  plan  d'incidence 
(numero  12).     De  lä  resulte  la  construction  suivante. 

Construisez  autour  du  point  d'incidence  la  surface  spherique  de 
l'onde  propagee  dans  l'air,  et,  par  rapport  ä  cette  sphere,  la  surface 
polaire  reciproque  de  Tonde,  decrite  autour  du  meme  point  dans  Tin- 
terieur  du  crystal.  La  ligne  droite,  passant  par  les  deux  point  G  et 
L  oü  le  rayon  incident  KOG  et  le  rayon  reflechi  OL  rencontrent  la 
sphere,  coupera  en  general  la  surface  polaire  en  deux  points  K  et  K'. 
Les  fronts  des  deux  ondes  refractees  sont  perpendiculaires  aux  rayons 
vecteurs  0K}  OK')  leur  vitesse  (OD,  02)')  est  £gale  ä  Turnte  divisee 
par  ces  rayons  vecteurs.  Les  perpendiculaires,  abaissees  du  centre  sur 
les  plans  tangents  ä  la  surface  polaire  de  l'onde,  donnent  la  directum 
des  deux  rayons  refractes,  dont  la  vitesse  (0E}  OE)  est  egale  ä 
Tunite  divisee  par  ces  perpendiculaires. 

46.  La  surface  de  l'onde  est  sa  propre  polaire  reciproque.  Si  de 
Tequation  rapportee  dans  le  numero  (44): 

(b*c*A2  +  ar<?W  +  a2b*C*)(A*  +  B*  +  C2) 

-  ((62  +  c2)A*  +  (a2  +  c2)  B2  +  (a2  +  fe2)  O2)  +  1  =  0, 

nous  eliminons  A,  B,  C  au  moyen  des  trois  equations  suivantes: 
(1)  b2c*A2  =  x2,    a2c2B2  =  y2,     a2b2C2  =  z2, 

Tequation   resultante  en  x7  y  et  z  representera,  d'apres  le  numero  9, 
la  surface  polaire  de  celle  de  l'onde,  par  rapport  ä  l'ellipsoide 


froni  the  centre  on  the  tangent  planes,  at  the  same  points,  will  represent 
the  direction  and  slowness  of  the  tat/s  themselves." 

L'on  verra  que  cette  construction  revient  ä  celle  du  numero  suivant,  si  Ton 
entend  par  slowness  Turnte*  divisee  par  la  vitesse. 
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(v\  Ol.  jl  VL  jl  z*  =  1 

^  bc  ^  ac    »    ab         x> 

dont  les  trois  demi-axes  sont  egaux  ä  V(bc),  *|/(ac),  V(ab).  Mais  Fe- 
quation  obtenue  par  l'elimination  indiquee: 

(a2j2  +  b2y2  +  c*z2)(x*  +  y2  +  s2) 
-  (a2(t2  +  c-)s2  +  b2(a*  +  c*)y2  +  c2(«2  +  62)s2)  +  a2b2c2  =  0, 

n'est  autre  chose  que  celle  de  la  surface  de  l'onde  eile  meme.  Ainsi 
se  presente  ä  nous  le  theoreme  elegant  suivant: 

La  surface  de  Vonde  est  sa  propre  reciproquc,  par  rapport  ä  un 
ellipsoide  dont  les  trois  axes  sont  moyennes  proportionelles  entre  les  pro- 
duits  des  trois  axes  du  premier  ellipsoide,  pris  deux  ä  deux. 

Ce  theoreme  constitue,  quant  a  l'optique  des  crystaux,  une  espece 
de  duplicite,  ou  (pour  me  servir  du  mot  de  Mr.  Gergonne,  saus  Jui 
preter  cependant  aucune  signification  metaphysique)  de  dualitei  les 
phenomenes  se  presentent  par  couples,  de  sorte  que  Tun  de  chaque 
couple  se  deduit  de  l'autre  au  moyen  de  l'ellipsoide  directeur  (2).  11 
repond  ä  chaque  point  de  la  surface  de  l'onde  un  plan  unique  qui  la 
touche,  et  par  consequent  ä  chaque  rayon  lumineux  interieur,  aboutis- 
sant  ä  ce  point,  le  front  d'une  onde  interieure  unique,  ou  encore  un 
rayon  exterieur  unique  perpendiculaire  ä  ce  front  dans  le  point  de 
contact.  Aux  points  singuliers  de  l'onde  repondent  ses  plans  singu- 
liers; ce  qui  se  voit  directement,  les  points  en  question  etant  deter- 
mines  par  les  equations 

cV(b*  -  a2)  A  ±  aV(c*  —  b2)  C  ±  V(c2  —  a2)  —  0, 

qui  moyennant  les  equations  (1)  se  transforment  dans  les  suivantes: 

V{b2  —  a2)x±Y(<?—  b2)z±  bV(c2-a2)  =  0, 

qui  sont  Celles  des  plans  singuliers.  Les  perpendiculaires  aux  plans 
singuliers  jouent  donc,  par  rapport  aux  rayons  lumineux  sortants,  le 
meme  röle  que  les  diametres  passant  par  les  points  singuliers,  par 
rapport  aux  rayons  entrants.  Les  uns  et  les  autres,  souvent  confon- 
dus,  se  disputent  le  noni  d'axes  optiques.  Aux  cones  taugen ts  dans 
les  quatre  points  singuliers,  repondent  les  courbes  de  contact  dans  les 
quatre  plans  singuliers,  de  meme  qu'u  l'ellipsoide  unique,  enveloppee 
par  les  quatre  cones,  l'ellipsoide  contenant  les  quatre  courbes  de  con- 
tact (numero  11).  Les  deux  belles  expcriences  de  Mr.  Mr.  Hamilton 
et  Lloyd  se  determinent  Tun  par  l'autre  au  ruoyen  de  l'ellipsoide 
directeur  (2). 
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47.  Troisieme  construction  des  deux  rayons  refractes.  Je  terminerai 
ce  memoire  par  deduire  du  theoreme  du  numero  precedent  une  con- 
struction  nouvelle  des  rayons  refractes,  qui  me  parait  la  plus  simple 
possible  parmi  Celles  qui  se  lient  au  principe  de  Huyghens. 

Construisez,  par  rapport  d  Vellipsöide  directeur,  la  ligne  droite  polaire 
de  celle  qui  est  perpendiculaire  au  plan  d'incidence  en  0'.  Elle  coupera 
la  surface  de  Vonde,  decrite  autour  du  point  0,  en  deux  points.  Les  deux 
lignes  droites  qui  vont  du  point  0  aboutir  ä  ces  points,  seront  les  deux 
rayons  refractes;  tandis  que  les  dtux  plans  qui,  contenant  la  perpendi- 
culaire en  0'9  passent  par  ces  deux  memes  points,  seront  les  fronts  des 
deux  ondes  planes  correspondantes.  Enfin  ü  a  ete  demontre  dans  ce  qui 
precede,  que  les  deux  plans  de  Vibration  sont  ceux  qu9on  obtient  en  con- 
duisant  par  les  rayons  lumineux  des  plans  perpendiculaires  aux  fronts  des 
ondes  correspondantes. 

Le  memoire  qu'on  vient  de  lire  fera  naitre  d'autres,  ayant  pris 
naissance  lui-meme  dans  le  beau  Memoire  intitule  „On  thc  phenomena 
presented  by  light  in  its  passage  along  (he  axes  of  biaxial  crystals  by 
tfie  rev.  Humphrey  Lloyd  etc.  From  (he  seventeenth  vol.  of  (he  Trans- 
actions  of  (he  royal  Irish  Academy.  Dublin,  1837."  que  je  dois  ä 
Textreme  bienveillance  de  Tauteur. 

Aucune  experience  de  physique  n'a  fait  tant  d'impression  sur  mon 
esprit  que  celle  de  la  refraction  conique.  Un  rayon  de  lumiere  unique 
entrant  dans  un  crystal  et  en  sortant  sous  Taspect  d'un  cöne  lumi- 
neux: c'etait  une  chose  inouie  et  sans  aucune  analogie.  Mr.  Hamil- 
ton l'annon9a;  en  partant  de  la  forme  de  l'onde,  qui  avait  ete  deduite 
par  de  longs  calculs  d'une  thoorie  abstraite.  J'avoue  que  j'aurais 
desespere  de  voir  confirme  par  l'experience  un  resultat  si  extraordi- 
naire,  predit  par  la  seule  theorie  que  le  genie  de  Fresnel  avait  nou- 
vellement  creee.  Mais  Mr.  Lloyd  ayant  demontre  que  les  experiences 
etaient  en  parfaite  concordance  avec  les  predictions  de  Mr.  Hamilton, 
tout  prejuge  contre  une  theorie,  si  merveilleusement  soutenu,  a  dö 
disparaitre.  En  menie  temps  la  forme  generale,  indiquee  aux  ondes 
lumineuses  par  Fresnel  a  du  acquerir  une  importance  toute  particu- 
liere.  C'est  seulement  dans  ce  dernier  temps  que  j'ai  pu  m'en  occuper. 
D'apres  le  lieport,  cite  plus  haut,  outre  M.  Hamilton,  un  autre  geo- 
nietre  irlandais  s'en  est  egalement  occupe,  je  n'ai  pu  me  procurer  le 
travail  ni  de  Tun  ni  de  Tautre  de  ces  geometres.  J'ai  cite  tout  ce  qui 
etait  a  ma  coimaissanee. 
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Note  au  memoire  preoödent. 

Dans  le  memoire  qu'on  vient  de  lire  nous  sommes  parvenus,  en 
partant  du  principe  de  Fresnel,  ä  la  determination  suivante  de  l'onde 
lumineuse. 

En  un  point  quelconque  m*)  de  la  surface  du  premier  ellipsoide 
construisez  le  plan  tangent,  et  abaissez  du  centre  0  une  perpendiculaire 
Op  sur  ce  plan.  Faites  tourner  ensuite  le  triangle  MOP  dans  son 
propre  plan  autour  du  centre  0,  de  maniere  qu'il  decrive  un  angle  de  90 
degres.  Dans  la  position  nouvelle  ROV  du  triangle  mOp  le  point  R 
appartiendra  ä  la  surface  de  Tonde  lumineuse,  tandis  que  le  plan  per- 
pendiculaire ä  OV  en  V  (plan  qui}  dans  la  position  primitive  du  triangle, 
touchait  V ellipsoide)  sera  tangent  ä  Vonde  en  R.  Enfin  le  plan  meme  du 
triangle  sera  celui  de  Vibration. 

On  sait  que  Fresnel  a  donne  deux  constructions  isolees,  celle 
des  plans  tangents  a  Tonde  qui  resulte  immediatement  de  ses  principes, 
et  celle  des  points  de  Tonde  ä  laquelle  il  est  parvenu  par  une  sorte 
de  divination.  11  jugeait  impraticable  ä  effectuer  les  calculs  neces- 
saires  pour  lier  la  deuxieme  construction  ä  la  premiere.  M.  Am- 
pere**), en  remplissant  cette  lacune,  deduisit  le  premier,  d'une 
maniere  rigoureuse,  Tequation  de  Tonde  en  coordonn£es  ordinaires.  La 
construction  nouvelle,  en  renfermant  a  la  fois  les  deux  constructions 
de  Fresnel,  rend  inutiles  les  calculs  immenses  de  M.  Ampere.  Nous 
Tavons  fondee  sur  des  considerations  de  premiere  simplicite;  le  but  de 
cette  Note  est  de  faire  voire  qu'on  peut  en  bannir  la  derniere  trace 
de  calcul.  II  suffit  pour  cela  de  remplacer  les  developpements  ana- 
lytiques  qui  nous  ont  fourni  la  Solution  du  probleme  suivant: 

„Un  ellipsoide  et  un  de  ses  points  M  etant  donnes,  conduire 
par  ce  point  un  plan  diametral  tel  que  Tun  des  deux  axes  de 
Tellipse  d'intersection  se  confonde  avec  0MU 
par  des  considerations  directes.  Kien  de  plus  facile.  Les  tangentes 
en  M  ä  chacune  des  ellipses  d'intersection  dont  le  plan  passe  par  le 
rayon  vecteur  OM,  formen t  en  general  avec  ce  rayon  des  angles 
differents;  dans  Tellipse  ä  construire  cet  angle  est  droit.  Cbaque 
ligne  droite  qui,  dans  le  plan  qui  toucbe  Tellipsoide  en  il/,  passe  par 
ce  point,  est  du  nombre  des  tangentes  en  question;    il  s'agit  donc  de 


*)  [Vgl.  Fig.  52  auf  S.  348.    Die  Plücker'eche  Bezeichnung  ist  dieser  Figur 
entsprechend  geändert  worden.] 

**)  [Vgl  Annales  de  chini.  et  de  phys.  Bd.  39,  S.  118,  sowie  Poggend.  Ann. 
Bd  80,  S.  261.] 

Placker,  Work«.  I  25 
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choisir  parmi  ces  droites  celle  qui  est  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur  OM.  Pour  cela  abaissons  du  centre  0  une  perpendiculaire  OP 
sur  le  plan  tarigen t?  joignons  les  deux  points  M  et  P  par  une  ligne 
droite  MP  et  menons  par  M,  dans  le  plan  tangent,  une  ligne  droite 
et  perpendiculaire  ä  IUP.  Cette  ligne  droite  sera  la  tangente  deman- 
dee.  L'on  nJaura  donc  qu'ä  faire  passer  un  plan  par  le  rayon  vec- 
teur  OM  et  la  ligne  droite  que  nous  venons  de  construire,  pour  que 
ce  rayon  vecteur  coincide  avec  un  des  deux  axes  de  l'ellipse  d'inter- 
section. 


26. 

Aphorismen  aus  der  Geometrie  des  Raumes. 

(Crelle's  Journal,  Band  24,  S.  60—68  und  283—290.  1842.) 
I.    Die  Azen  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

§i. 

1.  Die  Absicht  dieses  Paragraphen  ist,  auf  möglichst  einfache 
>ise  eine  für  Anwendungen  wichtige  Aufgabe  zu  behandeln,  welche 
her  schon  verschiedene  Lösungen  gefunden  hat,  die  Aufgabe  n'äm- 
i,  der  Lage  und  Grösse  nach  die  Axen  der  Flächen  zweiter  Ord- 
lg  zu  bestimmen,  wenn  diese  Flächen  durch  ihre  allgemeine  Glei- 
ing  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben  sind.  Wir  setzen 
rbei  voraus,  dass  die  Fläche  einen  Mittelpunkt  habe  und  wollen 
sen  Mittelpunkt  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nehmen.  Dann 
inen  wir  der  allgemeinen  Gleichung  die  folgende  Form  geben: 

Ax%  +  A'y*  +  A"z%  +  2Byz  +  2B1  xz  +  2B"xy  =  C. 

Jim  C  verschwindet,  so  stellt  diese  Gleichung  insbesondere  Kegel- 
dien dar;  abstrahiren  wir  von  diesen,  so  können  wir  unbeschadet 
:  Allgemeinheit  C  =  1  nehmen. 

2.  Wenn  wir  nach  beliebiger  Richtung  die  Fläche  durch  parallele 
)enen  schneiden,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  Durchschnittscurven 

allen  diesen  Ebenen  auf  einem  Durchmesser  der  Fläche;  und  wenn 
eser  Durchmesser  auf  den  Schnittebenen  senkrecht  steht,  so  ist  er 
ae  Axe  der  Fläche.  Um  die  Richtung  einer  solchen  Axe  zu  finden, 
auchen  wir  also  bloss  eine  übrigens  beliebige  Schnittebene  so  zu 
iren,  dass  ein  vom  Mittelpunkt  der  Fläche  auf  diese  Ebene  gefälltes 
•pendikel  den  Mittelpunkt  der  Durchschnittscurve  trifft. 
Die  Gleichung  einer  solchen  Schnittebene  sei: 

z  +  by  +  ax  =  c; 

Gleichungen  des  Perpendikels  sind  alsdann: 

x  =  az}    y  =  bz. 

25* 
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Wir  wollen  die  analytischen  Bedingungen  entwickeln,  unter  wel- 
chen dieses  Perpendikel  den  Mittelpunkt  der  Durchschnittscurve  in  der 
Ebene  (2)  trifft.  Um  zuvörderst  diesen  Mittelpunkt  zu  bestimmen, 
brauchen  wir  bloss  die  Gleichung  der  Fläche  (1)  einmal  in  Beziehung 
auf  xy  das  andere  Mal  in  Beziehung  auf  y  zu  differentiiren  und  hier- 
bei, in  Folge  der  Gleichung  (2),  z  als  Function  von  x  und  y  zu  be- 
trachten, so  dass 

dz        de , 

dx  '       dy 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden  beiden  Glei- 
chungen: 

(Ax  +  B"y  +  B'z)  —  (B'x  +  By  +  A''z)a  =  0, 
(B"x  +  A'y  +  Bz)  —  {B'x  +  By  +  A"  z)b  =  0, 

welche  eine  gerade  Linie  darstellen,  die  die  Ebenen  (2)  in  dem  gesuch- 
ten Mittelpunkte  schneidet.  *)  Mit  ihnen  zugleich  müssen  also  die 
beiden  Gleichungen  (3)  bestehen,  wenn  die  bezügliche  gerade  Linie 
eine    Axe   der   Fläche    sein   soll.     Eliminiren   wir   hiernach   zwischen 

diesen  vier  Gleichungen        und    -,  so  kommt: 

z  z 

r    (Aa  +  B"b  +  B')  —  (B'a  +  Bb  +  A")a  =  0 
(4)  \{B"a  +  A'b  +  B)  —  (B'a  +  Bb  +  A")b  =  0. 

Durch  diese  beiden  Gleichungen,  welche  drei  Werthepaare  für  b  und  a 
geben,  sind  die  Richtungen  der  drei  Axen  gegeben.  Von  diesen  Rich- 
tungen ist  eine  offenbar  reell,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die 
beiden  andern  es  ebenfalls  sind.  Wenn  wir  zu  diesem  Ende  annehmen, 
dass  die  notorisch  reelle  Axenrichtung  mit  der  Axe  der  z  zusammen- 
falle, so  müssen  die  beiden  Gleichungen  (4)  befriedigt  werden,  wenn 
a  und  b  zugleich  verschwinden.  Dies  fordert  B  =  0  und  ^=0. 
Dann  reduciren  sich  aber  gleichzeitig  diese  beiden  Gleichungen  auf 
den  ersten  Grad;  was  anzeigt,  dass  ein  zweites  Werthepaar  von  a  und 
b  unendlich  wird  (wir  erkennen  auch  unmittelbar,  dass  die  Gleichungen 

(4)   befriedigt  werden,  wenn       =  0  und   =0  ist),   und   dass  also 

eine   zweite  Axe   in   die  Ebene  xy   fällt.     Die  auf  den   ersten  Grad 


*)  Wenn  wir  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  z  eliminiren,  so  erhalten 
wir  die  Protection  der  Durchschnittscurve  auf  die  Ebene  xy.  Um  das  er  und  y 
des  Mittelpunktes  dieser  Protection  und  also  auch  der  Durchschnittscurve  selbst 
zu  finden,  brauchen  wir  bekanntlich  nur  die  resultirende  Gleichung  nach  einander 
in  Beziehung  auf  x  und  y  zu  differentiiren.  Wir  können  hierbei  auch  wie  im 
Texte  verfahren  und  nach  der  Differentiation  aus  den  Gleichungen  (4)  vermittelst 
(2)  z  eliminiren. 
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reducirten  Gleichungen  (4)  werden  aber  nur  befriedigt,  wenn  a  und  b 
beide  unendlich  gross  werden  oder  wenn  beide  verschwinden.  Die 
dritte  Axe  kann  hiernach  also  nur  entweder  ebenfalls  in  der  Ebene  x\j 
liegen  oder  mit  der  Axe  der  z  zusammenfallen.  Den  letzteren  Fall 
können  wir  sogleich  als  unstatthaft  ausschliessen.  Dm  hiernach  die 
Richtung  der  beiden  in  der  Ebene  xy  liegenden  Axen  zu  bestimmen, 
brauchen  wir  nur  aus  den  beiden  Gleichungen  (4)  die  folgende  ab- 
zuleiten : 

(Aa  +  B"b  +  B')b  -  {B"a  +  A'b  +  B)a  —  0, 

welche  durch  das  Verschwinden  von  B  und  B'  auf  die  Gleichung 
(5)  B"(b-y-(kA'-A)?—B"-0 

sich  reducirt  und  anzeigt,  dass  diese  beiden  Axen  reell  sind  und  auf 
einander  senkrecht  stehen. 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte  hat  also 
drei  paarweise  genommen  auf  einander  senkrechte  reelle  Axen. 

3.  Nachdem  wir  die  Richtungen  der  drei  Axen  gefunden  haben, 
ist  es  leicht  ihre  Grosse  zu  bestimmen.  Für  den  Durchschnittspunkt 
einer  Axe  und  der  Hache  bestehen  gleichzeitig  die  drei  Gleichungen 
(1)  und  (3).     Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  zugleich  C=  1  setzen: 

(Aa2  +  A'b*  +  A"+  2Bb  +  2B'a  +  2B"ab)r  =  1 

Tand  wenn  wir  das  Quadrat  der  halben  Axenlängen  durch  r8  und  den 
x*eciproken  Werth  desselben  durch  s*  bezeichnen, 

£  =  t*  =  (1  +  a«  +  &v, 

Vind  hiernach 


2 


(5')     An*  +  A'b"  +  A"+  2Bb  +  2B'a  +  2B"ab  =  (1  +  a2  +  b*)s 

-Addiren  wir  ferner  die  Gleichungen  (4),  nachdem  wir  die  erste  der- 
selben mit  a9  die  zweite  mit  b  multiplicirt  haben,  so  kommt: 

~Aa2  +  A'V*  +  Bb  +  B'a+2B'ab  —  (Bb  +  B'a  +  A")(ar  +  b2)  =  0 

xmd  wenn  wir  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abziehen  und 
Zugleich  den  Factor  (1  +  ar  -f-  b2)  weglassen: 

(6)  B'a  +  Bb  +  U"-  6*)  =  0. 

Auf  gleiche  Weise  oder  auch  durch  blosse  Buchstabenvertauschung 
ergiebt  sich: 

Endlich  erhalten  wir,  wenn  wir  a  und  b  zwischen  den  drei  letzten 
Gleichungen  eliminiren: 
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f       (A  -  s*)(A '—  s2)(A"-  s2)  -  B*(A  -  $*) 

(8)  .    |  _  B'\A '—  s2)  -  B"2  (A"  -  s2)  +  2BB'B"=*  0, 

oder  auch,  wenn  wir  in  Beziehung  auf  s2  ordnen: 

|  s«  ~(A  +  A'+A'^s* 

(9)  +  [(AA'—  B"2)  +  (A  A"—  B'2)  +  (A'A  "—  B2)]  s* 

I  —  [AA'A"—  AB2  -  A'Bfi  -  A"B"*  +  2BB'B"]  —  0. 

Diese  Gleichung  giebt  drei  Werthe  für  s2,  den  drei  Werthepaaren 
von  a  und  6  entsprechend,  welche,  wie  diese,  in  Folge  der  Gleichungen 
(6)  und  (7)  alle  drei  reell  sind.  Hiernach  bestimmen  die  Zeichen  der 
Werthe  der  drei  Coefficienten  dieser  Gleichung  unmittelbar,  ob  die 
Werthe  von  s2  alle  drei  positiv,  oder  alle  drei  negativ  oder  zwei 
positiv  und  einer  negativ,  oder  endlich  einer  positiv  und  zwei  negativ 
sind.  Diesem  entsprechend  ist  dann  die  Fläche  ein  EUipsoid,  eine 
imaginäre  Fläche,  ein  einschaliges  oder  ein  zweischaliges  Hyperboloid. 

4.  Das  letzte,  von  *»*  unabhängige  Glied  in  der  Gleichung  (9)  ist 
dem  reciproken  Werthe  des  Produktes  der  Quadrate  der  drei  halben 
Axen  der  Fläche  gleich.  Ist  diese  ein  Cy linder,  so  verschwindet 
dieses  Glied,  und  dann  hat  die  Gleichung: 

s*-  (A+A'+A")s2+  [(AAf-  B"2)  +  (AA"—B'2)(A'A"-B2))=Q 

die  reciproken  Werthe  der  Quadrate  der  halben  Axen  derjenigen 
Schnitte,  welche  senkrecht  gegen  seine  Seiten  geführt  werden,  zu 
ihren  Wurzeln.  Steht  der  Cy  linder  auf  einer  der  drei  Coordinaten- 
ebenen,  etwa  der  Ebene  xy  senkrecht,  so  verschwinden  aus  der  all- 
gemeinen Gleichung  die  drei  Coefficienten  A'\  B  und  B',  und  die 
letzte  Gleichung  reducirt  sich  auf  folgende: 

(10)  s4  —  (A  +  A')  s"  +  (Vi  A'—  B"2)  =  0, 

welche  nun  noch  die  reciproken  Werthe  der  beiden  halben  Axen  der 
Basis  des  Cylinders,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  durch  die  Gleichung 

Az2  +  A'y2  +  2B"xy=  l 

bei  Abstraction  von  der  dritten  Dimension  dargestellten  Curve  zweiter 
Ordnung  zu  Wurzeln  hat.  Für  dieselbe  Curve  ist  die  Axenrichtung 
durch  die  Gleichung  (5)  gegeben. 

5.  Wenn  wir  derselben  Fläche  nach  einander  verschiedene  Lagen 
gegen  die  Coordinatenaxen  geben,  indem  wir  diese  um  ihren  Anfangs- 
punkt irgendwie  drehen,  so  erhalten  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung 
(1)  verschiedene  Werthe,  während  die  Gleichung  (9)  unverändert  die- 
selbe bleibt.    A)A',A"  bedeuten  die  Quadrate  der  reciproken  Werthe 
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der  jedesmaligen  Halbdurchmesser,  welche  in  die  drei  Coordinatenaxen 
fallen.    Ihre  Summe  ist  also  constant. 

Wenn  man  ein  System  dreier  auf  einander  senkrechter,  im  Mittel- 
punkt einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sich  schneidender  gerader  Linien  um 
den  Mittelpunkt  beliebig  sich  drehen  lässt,  so  ist  für  alle  Lagen  die 
Quadratsumme  der  reciproken  Werthe  der  in  die  jedesmaligen  drei  geraden 
Linien  fallenden  Halbdurchmesser  der  Fläche  dieselbe. 

Nach  der  Gleichung  (10)  bedeutet  (AA' — B"2)  den  reciproken 
Werth  des  Produkts  der  Quadrate  der  beiden  halben  Axen  der  Durch- 
schnittscurve,  also  (für  den  Fall  des  Ellipsoides),  wenn  wir  noch  durch 
n*  dividiren,  den  reciproken  Werth  des  Quadrats  der  Fläche  dieser 
Curve.  Aehnliche  Bedeutung  haben  die  Ausdrücke  (AA" — B'-)  und 
(A ' A"  —  B2),  und  somit  giebt  die  Betrachtung  des  zweiten  Coefficien- 
ten  in  der  Gleichung  (9)  den  folgenden  Satz: 

Wenn  man  ein  System  dreier  auf  einander  senkrechter  und  im 
Mittelpunkte  eines  Ellipsöids  sich  schneidender  Ebenen  um  diesen  Mittel- 
punkt beliebig  sich  drehen  lässt,  so  ist  für  alle  Lagen  die  Quadratsumme 
der  reciproken  Werthe  des  Flächeninhalts  der  drei  Durchschnittscurven 
constant. 

Für  den  Fall  eines  geraden  Cylinders  können  wir  für  die  drei 
schneidenden  Ebenen  irgend  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
nehmen,  die  constante  Summe  ist  alsdann  dem  Quadrate  des  reciproken 
Werthes  der  Fläche  seiner  Basis  gleich. 

§  2. 
6.  Mit  derselben  Leichtigkeit,  wie  wir  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung durch  ihre  Punkte  bestimmen,  indem  wir  sie  auf  gewöhnliche 
Weise  durch  eine  Gleichung  ausdrücken,  können  wir  dieselbe  auch 
durch  die  sie  berührenden  Ebenen  bestimmen,  indem  wir  sie  durch 
die  folgende  Gleichung  ausdrücken: 

(1)      At2  +  A'u*  +  A"v2  +  2Buv  +  2B'tv  +  2B"tn  =  w2.*) 


*)  Vergl.  Note  sur  une  thdorie  nouvelle  des  surfaces.  Crelle's  Journal 
Band  IX,  pag.  124.  [S.  224  dieser  Ausgabe.]  Eine  Ebene,  welche  durch  die  ge- 
wöhnliche Gleichung: 

tx  -f-  uy  +  vz  ==»  w 

dargestellt  wird,  ist  durch  die  vier  Constanten  t,  u,  t?,  w  (von  denen  wir  jede  be- 
liebige gleich  Eins  setzen  können,  und  welche  wir  Coordinaten  der  Ebene  Den- 
sen) bestimmt.  Ist  zwischen  diesen  vier  Coordinaten  bloss  eine  homogene  Glei- 
chung gegeben,  so  entsprechen  dieser  unendlich  viele  Ebenen,  welche  eine  be- 
stimmte Fläche  umhüllen.     Ist  die  homogene  Gleichung  bloss  vom  ersten  Grade, 

und  folgende 

x't  +  y'u-\-  z'v  =  if, 
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Dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  von  Flächen,  welche  einen  Mittel- 
punkt haben;  und  dieser  ist  hier  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
genommen. 

Die  Absicht  dieses  zweiten  Paragraphen  ist,  nach  der  neuen  ana- 
lytischen Bezeichnungsweise  wiederum  die  Lage  und  die  Grosse  der 
Axen  zu  bestimmen;  was  hier  mit  noch  grösserer  Leichtigkeit  ge- 
schehen kann.  — 

7.  Wir  wollen  dabei  von  der  Anschauung  ausgehen,  dass,  wenn 
wir  eine  Schnittebene  durch  den  Mittelpunkt  legen,  der  Pol  dieser 
Ebene  nach  bestimmter  Richtung  unendlich  weit  liege,  und  dass, 
wenn  diese  Richtung  auf  der  Schnittebene  senkrecht  steht,  dieselbe 
ein  Hauptschnitt  der  Fläche  zweiter  Ordnung  sei. 

Die  Gleichung  der  Schnittebene  in  gewöhnlichen  Coordinaten  sei 

(2)  t'x  +  u'y  +  v'z  =  0; 

wonach  die  beiden  Gleichungen  einer  auf  derselben  im  Anfangspunkte 
senkrechten  geraden  Linie  die  folgenden  sind: 

/o\  tu 

(3)  *  —  -  * ,   y  —  ^  *. 

Für  die  Gleichung  des  Poles  der  Schnittebene,  deren  Coordinaten 
t\  u\  v'7  0  sind,  erhalten  wir  unmittelbar: 

(Af  +  B"u'  +  B'v')t  +  (TT*'  +  A'n+Bv)u 
+  (B  V+  Bu   +  A"v')v  —  0).  *) 

Der  Pol  liegt  unendlich  weit,  weil  w  fehlt.  Die  Richtung,  nach 
welcher  er  unendlich  weit  liegt,  muss  also  mit  der  Richtung  der  Linie     * 

(3)  zusammenfallen,  wenn  (2)  ein  Hauptsschnitt   der  Fläche    sein  soll.     - 
Dies  geschieht,  wenn 

so  umhüllen  alle  Ebenen  einen  Tankt,  dessen  Coordinaten  x',  y'  und  z'  sind. 
Fehlt  w,  so  liegt  der  Punkt  in  der  Richtung 

X  y 

x  —  -.*,       y  =  \  z 

z  *, 

unendlich  weit.  — 

*)  Wenn  wir  nämlich  der  Kürze  wegen  die  Gleichung  (1)  durch  &  =■  0  dar- 
stellen, so  ist  die  Gleichung  des  Poles  einer  gegebenen  Ebene,  deren  Coordinaten 
t\  u\  v\  w'  sind, 

dt  cu  cv  cw 

eine  Gleichung,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  wir  die  Constanten  t\  u\  v'  und  tc 
bezüglich  mit  den  Variabein  f,  w,  ?•,  w  vertauschen.    Das  letzte  Glied  fallt  aus, 
wenn  w  =  0  ist. 


(4) 


J 
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^-x  B' t' -\- Bu  ^- A"  v'         v' 

*"*'  +  A'»+Bv'  __  u' 
B'f+Bü'+  A"v*   ~  v 

ist.     Schaffen  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  Nenner  fort,  und  setzen 
überdies  t;'=  1,  so  kommt 

At'  +  B"u'+  B'-  (B'?+  Bu'+  A")t'  =  0, 
\V'f  +  A'u'  +  B  -  (B'f+  Bu'+  A")u'=  0. 


(6) 


Durch  diese  Gleichungen  sind  drei  Werthepaare  für  t'  und  u  und 
dadurch  die  drei  Hauptschnitte  der  Fläche  bestimmt.  Diese,  und  also 
auch  die  drei  Axen,  sind  reell,  weil  die  vorstehenden  Gleichungen 
genau  dieselben  Coefficienten  haben  wie  die  Gleichungen  (4)  der  zweiten 
Nummer. 

8.  Wenn  wir,  wie  in  der  Note  zur   vorigen  Nummer,  die  Glei- 
chung der  Fläche  durch 

darstellen,   so  können  wir  die  Gleichungen  (5)  durch   die   folgenden 

ersetzen: 

aa  .       c&         dQ  dSl 

cv  dt     7      cv  du 

Die  durch  diese  beiden  Gleichungen  gegebenen  Werthe  von  —  und 
bestimmen  die  Lage  der  drei  Hauptschnitte. 

9.  Wenn  wir  in  der  Gleichung  der  Fläche 

t  =  t'}     u  —  w',     v  =  1 
setzen,  so  ergiebt  sich 

At%  +  A'u's  +  A"+  2Bu  +  2B't'  +  2B"t'u  =  w\ 

~vro  alsdann  w  dasjenige  Segment  bedeutet,  welches  eine  mit  einem 
IHauptschnitte  parallele  Tangentialebene  der  Fläche  von  der  Axe  der  z 
abschneidet.  Der  senkrechte  Abstand  des  Anfangspunktes  der  Coor- 
«linaten  von  dieser  Tangentialebene  ist  eine  halbe  Axe  der  Fläche. 
Bezeichnen  wir  die  Länge  derselben  durch  r,  so  ergiebt  sich 

w*  _  (1  +  f*  +  u'*)  r% 
xmd  mithin 

At'*+A'u*  +  A"+  2Bn'+  2B't'+  2B"t'ii  —  (1  +  t'*  +  w'2)  r*. 

Diese  Gleichung  hat  wiederum  genau  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichung 
{5')  der  dritten  Nummer.  Wenn  wir  sie  daher  mit  den  Gleichungen 
(6)  zusammenstellen,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Gleichungen: 
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B't'+Bu'  -f-(4"-r*)  =  0, 
(7)  B"t  +  B      +  (A'  —  r2)«'=  0, 

B'     +  B"u'+{A  -r2)*'  =0, 

f  (A  -  r2)(^'  -  r*)(A"~  r8)  —  JB2  (A  -  r>)  -  #'*(4'-  t1) 
(  '     |  -  B"\A"—  r2)  -f  2BB'B"=  0, 

rG  -  (4  +  ji'+ji")*1 
(9)  +  L(4j1'-  -B"2)  +  (44"-  #2)  +  (4'4"—  B*)]r* 

—  [AA'A"—AB2  —  A'B'*  -  4"I?"2  +  2J?JB'JB"]  =  0, 

die  wir  unmittelbar  hinschreiben  können,  weil  auch  sie  dieselbe  Form 
haben  müssen,  wie  die  entsprechenden  Gleichungen  der  dritten  Nummer. 
Die  Gleichungen  (7)  können  wir,  analog  wie  in  der  8.  Nummer, 
indem  wir  die  partiellen  Differentialcoefficienten  auf  die  Coordinaten 
der  Hauptschnitte  beziehen,  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

2_     i  da  _  Li    da  _     i  ?&' 

r  ~  *  r'  dv'  ~~  *  u*  du  ~  *  t'   dt  ' 

10.  An  die  vorstehende  Gleichung  (9)  knüpfen  sich  ähnliche  Be- 
merkungen, wie  an  die  Gleichung  (9)  in  der  4.  Nummer.  Die  neu 
Gleichung  hat  genau  dieselben  Coefficienten.  Ihre  drei  Wurzeln  sind 
also  reell;  ob  ihre  Werthe  positiv  oder  negativ  und  demnach  die  dreü  ~i 
Axen  der  Fläche  bezüglich  reell  oder  imaginär  sind,  hängt  von  den — -*n- 
selben  Bedingungen  ab  wie  früher.  Wir  erhalten  also  auch,  gleichvieL^-'^^ 
ob  wir  die  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die  Gleichung  (1)  der^r  ^r 
ersten  oder  durch  die  Gleichung  (1)  der  sechsten  Nummer  darstellen,^  *r  j, 
genau  dieselben  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten,  um  die  ver — 

schiedenen  Hauptarten  von  Flächen  dieser  Ordnung  zu  unterscheiden 

Wenn  insbesondere  das  constante  Glied  in  der  vorstehenden  Gleichung^^5  J8 

(9)  verschwindet,   so  geht  die  Fläche,  indem  eine  Axe  derselben  (die^^-*e 
früher  bei   dieser  Voraussetzung  unendlich   wurde)    verschwindet,   in*:^  n 
eine  ebene  Curve  über,  welche  insbesondere  in  der  Ebene  der  xy  liegt^^"^ 
wenn  aus  der  allgemeinen  Gleichung  die  Coefficienten  4",  B  und  B~   ^ 
ganz   verschwinden.     Diese  Gleichung   geht   alsdann    in    die   folgende^^  e 
über: 

(10)  At*  +  A'u*  +  2B"tu  —  1, 

und    zur  Bestimmung  der  beiden  halben  Axen  der  bezüglichen  Curve  ^£=^ 
ergiebt  sich: 

(ll.i  >4  -   (/!  +  A')r  +  (AA0  —  B"*)  —  0. 

11.  Wenn    wir    der    Fläche    nach    einander    verschiedene    Lage 
geben,  so  ändern  sich  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung;  diese  Aende 
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rang  aber  muss  von  der  Art  sein,  dass  die  drei  Coefficienten  in  der 
Gleichung  (9)  unverändert  bleiben.  Es  bedeuten  aber  A,  A\  A"  in 
der  allgemeinen  Gleichung  die  Quadrate  derjenigen  Perpendikel,  welche 
vom  Mittelpunkte  der  Fläche  aus  auf  die  drei  den  jedesmaligen  Coor- 
dinaienebenen  parallelen  Berührungsebenen  gefällt  werden  können.  Die 
Summe  dieser  Quadrate  und  also  auch  die  Entfernung  des  gemeinsamen 
Durchschnittspunktes  der  drei  Tangentialebenen  vom  Mittelpunkte  ist 
constant. 

Der  geometrische  Ort  für  körperliche  Ecken,  welche  von  drei  beliebi- 
gen, paarweise  auf  einander  senkrechten  und  eine  gegebene  Fläche  (und 
insbesondere  auch  Curve)  zweiter  Ordnung  berührenden  Ebenen  gebildet 
werden,  ist  eine  Kugel,  für  welche  das  Quadrat  des  Radius  der  Quadrat- 
summe  der  drei  halben  Axen  gleich  ist. 

Es  bedeutet  ferner,  in  Folge  der  Gleichungen  (11),  der  Ausdruck 
(AA' —  B"2)  das  Produkt  der  Quadrate  der  beiden  halben  Axen  der 
Curve  (10),  welche  die  Basis  des  der  Fläche  umschriebenen,  auf  der 
Ebene  xy  senkrechten  Cylinders,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Projection 
des  Ellipsoids  auf  diese  Ebene  ist.  Das  Quadrat  dieser  Projection 
wird  also  durch  ti*(AA' —  B"*)  dargestellt. 

Ebenso  bedeuten  rfiAA" — B,r)  und  %%(A' Ä' — B2)  die  Projec- 
tionen  des  Ellipsoids  auf  die  Ebenen  xz  und  yz.  Hiernach  ergiebt 
sich,  wenn  wir  den  Coefficienten  von  r2  in  der  Gleichung  (9)  betrach- 
ten, der  folgende  Satz: 

Die  Quadratsumme  der  drei  Projectionsflächen  eines  gegebenen  Ellip- 
soids auf  irgend  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen  ist  constant. 

§3.*) 

1.  Nachdem  wir  im  ersten  Paragraphen  die  Richtung  und  Grösse 
der  Axen  der  durch  die  Gleichung: 

As?  +  Ay2  +  A"#  +  2Byz  +  2B'xz  +  2B"xy  —  1 


*)  Erst  nachdem  bereits  die  beiden  ersten  Paragraphen  dieser  Aphorismen 
unter  der  Presse  waren,  wurde  Moth's  deutsche  Bearbeitung  von  Cauchy's 
lithographirtem  Memoire  „Ueber  die  Theorie  des  Lichtes"  versandt.  Hier  wird 
in  Abtheilung  II  „Ueber  Flächen  der  zweiten  Ordnung u  derselbe  Gegenstand, 
aber,  was  zu  erwarten  stand,  auf  anderem  Wege  behandelt.  Aus  bloss  persön- 
licher Veranlassung,  die  durch  das  Erscheinen  der  angefahrten  Schrift  wegge- 
fallen ist,  sind  jene  beiden  Paragraphen  für  den  Druck  ausgewählt  worden. 

Auf  dem  jetzigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  ist  insbesondere  eine  neue 
Behandlung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  zur  Keife  gediehen  und  gleichzeitige 
Bearbeiter  müssen  sich  nothwendig  in  den  Resultaten  begegnen.  Ich  erlaube  mir 
hier  bloss  zu  erwähnen,  dass  ich  damit  beschäftigt  bin,  eine  systematische  ana- 
lytische Behandlung  der  krummen  Oberflächen  für  den  Druck  vorzubereiten. 
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dargestellten  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt  haben,  ist  es  leicht, 
die  Bedingungen  aufzustellen,  unter  welchen  diese  Fläche  eine  Um- 
drehungsfläche ist.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  nur  auszudrücken, 
dass  zwei  der  drei  Axen  einander  gleich  sind  (ein  Weg,  den  Herr 
Gauchy  einschlägt),  oder  auch,  wie  wir  verfahren  wollen,  dass  die 
Richtung  zweier  der  drei  Axen  unbestimmt  wird. 

L\    Indem  wir  eine  der  drei  Axen  durch  folgende  Gleichungen  dar- 
stellen : 

x  =  az,    y  —  bz} 

ist  diese  Richtung  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

(B'a  +  Bb  +  A")a  —  (Aa    +  B"b  +  B')  =  0, 
\{B'a  +  Bb+  A")b-(B"a  +  A'b  +  J?)  =  0. 

Das  System  dieser  beiden  Gleichungen  giebt  immer  drei  reelle  Wurzel- 
paare (§  1).  Wenn  aber  diese  Gleichungen  beide  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  (a  -f-  gb  +  h)  haben,  in  welchem  Falle  sie  die  folgende 
Form    mit    vier    unbestimmten   Coefficienten    g}  h}   iw,   n    annehmen      *m 

müssen : 

B'  (a  +  gb  +  h)(a  —  m)  =  0, 

B'(a  +  gb  +  h)(b  —  n)  =  0, 

so  ergiebt  sich  eine  einzige  bestimmte  Axenrichtung  (die  Richtung  der-^Ä~-r 
Rotationsaxe)  durch  die  Gleichungen 

a  =  m,    b  =  fl, 

während  die  Richtung   der  beiden  andern    (auf  einander  senkrechten)^'^1) 


(i) 


An 


Mit  den  beiden  ersten  Paragraphen  sind  gleichzeitig  zwei  schöne  Abhandlungen 

von  Herrn  Dr.  Hesse  in  Königsberg  erschienen  (Crelle's  Journal,  Bd.  24,  Heft  1^.  -■£  *» 

S.  36  und  40).    Was  die  erste  dieser  beiden  Abhandlungen  betrifft,  so  bemerke  icb,^  «=^» 

dass  ich  in  einem  älteren  Memoire,  welches  damals,  als  die  Gergonne 'sehen  *^-  -n 

Annale s  aufhörten,  in  den  Händen  ihres  Herausgebers  geblieben  ist,  unter  An — -*=**" 

denn  die  Aufgabe,   „eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  beschreiben,  welche  durch-*^^—" 

die   reelle  oder  imaginäre  Durchschnittscurve  zweier  gegebenen  Flächen    (durch-*^^  -*1 

acht  gegebene  Punkte),  und  überdies  durch  einen  neuen  gegebenen  Punkt  gehk^  *-^ 

oder  eine  gegebene  Ebene  berührt44,  höchst  einfach  gelöst  habe.     Die  Resultate^-^  re 

der  zweiten  Abhandlung  und  viele  andere  wird   man  in  einem  von  mir  bereit&j^^  ^s 

redigirten  Paragraphen  meiner  neuen  Arbeit  ohne  analytische  Rechnung  abgeleitet-^'  ^ 

finden  aus  der  Gleichung 

tu  =  vw, 

welche,  wenn  t,  t*,  v9  w  lineare  Functionen  von  x,  y9  z  bedeuten,  die  allgemeine^^^ 
Gleichung  der  geradlinigen  Flächen  der  zweiten  Ordnung  (des  hyperbolischen^^-1 
Hyperboloids  und  des  hyperbolischen  Paraboloids)  ist.  Zugleich  knüpft  sich 
die  letzte  Form,  die,  wenn  wir  von  der  dritten  Coordinate  z  abstrahiren,  eine 
Kegelschnitt  darstellt,  ein  Uebeitragungsprincip. 
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Axen  jede  beliebige  sein  kann,  vorausgesetzt  nur,  dass  die  entsprechen- 
den a  und  b  die  folgende  Gleichung  befriedigen: 

a  +  gb  +  h  =  0. 

Den  obigen  Formbestimmungen  zu  Folge  erhalten  wir  die  nach- 
stehende identische  Gleichung: 

[{B'a  +  Bb  +  A")a  -  {Aa   +  B"b  +  B')]{b  -  n)  = 
[{B'a  +  Bb  +  A")b  -  {B"a  +  A'b  +  B  )](a  —  m), 

oder,  vereinfacht: 

{B'a  +  Bb  +  A")an  +  {Aa    +  B"b-\-  B'){b  -  n)  = 
{B'a  +  Bb  +  A")bm  +  {B" a  +  A'b  +  B  ){a  -  w); 

und  diese  identische  Gleichung  löst  sich  in  die  nachfolgenden   sechs 
Gleichungen  auf: 

(2)  B'n  =  B",    Bm  =  B",    B'n*=Bm, 

lBn  +  A  =  B'm  +  A', 

(3)  \{A"-  A)n  =  B-B"tn, 

\B'-B"n  =  {A"-A')m. 

Die  drei  Gleichungen  (2)  geben  übereinstimmend: 

B"  B" 

ms==sB~>     n~=W 

und  hiernach  ist,  indem  wir  diese  Werthe  von  m  und  n  für  a  und  b 
substituiren,  die  Rotationsaxe  durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 

Bx  =  B'y  =  B"z. 

Die    drei   Gleichungen   (3)    kann    man    auf  nachstehende   Weise 

schreiben : 

A  —  B'  m  =  A'  —  Bn, 

A-B"n l~A"-  B-y 

n  n 

A'-B""=*A"—B'±, 

m  m 

und  dann,  indem  man  für  m  und  n  ihre  Werthe  setzt,  in  folgenden 
Ausdruck  zusammenfassen: 

T?'  TJ"  T3T?"  BT?' 

welcher  somit  die  gesuchten  beiden  Bedingungen,  unter  welchen   die 
gegebene  Fläche  eine  Umdrehungsfläche  ist,  enthält. 

3.    Nachdem  die  Gleichungen  der  Umdrehungsaxe   gefunden  sind, 
erhalten  wir  für  die  Ebene  der  beiden  anderen  Axen  (die  Aequatorial- 
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ebene),   weil   diese   Ebene   auf  jener    Axe   senkrecht   steht,  folgende 
Gleichung: 

*  +  JL  +  JL  _  o 
B  ^  B'  ^  B" 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  dann,  wenn  man  etwa  die 
erste  der  Gleichungen  (1)  durch  a  —  m  dividirt  und  dann  für  a  und  b 

ihre  Werthe  —  und  —  setzt.     Zunächst  ergiebt  sich  als  Quotient  des 

ersten  Theils  dieser  Gleichung  durch  a  —  m: 

B'a  +  Bb, 
und  als  Rest: 

{A"—  A  +  B'm)a  +  (Bm  -  B")b  -  B', 

der  sich  auf 

BB  -r>/        BB    /  \ 

x  ~g.-. B  =  -gf,-  (a  —  t») 

reducirt.     Der  vollständige  Quotient  ist  also: 

B'a  +  Bb  +  ^'-  -  B'(a  +  gb  +  h) 

und  führt,  gleich  Null  gesetzt,  zu  der  vorstehenden  Gleichung. 

4.    Wenn  wir  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  des   ersten  Para — - 

graphen  für  a  und  6  diejenigen  Werthe  setzen,  welche  sich  auf  die^^e 
Richtung  der  Rotationsaxe  beziehen,  so  erhalten  wir  folgende  drei — -ü- 
fache  Bestimmung  von  s,  dem  reciproken  Werthe  dieser  halben  Axer     ä: 


(4) 


7?'  7>"  7?  li" 

JL  B     4_  BB  4_   A"—  <j* 

B~~  +     B'  +  ^   *~~  5  > 

7?'  7>"  7>  7?' 

BB        |      Bz>  .       a  ^ 

jip        I       JP7  \-  A    =  S  , 


Addirt  man,  so  kommt 

2(t  +  ¥-  +  4^-)  +  A  +  ^'+  ^"=3s* 

Da  ferner,   indem  wir  den  reciproken  Werth  einer  der  beiden  anderÄ^3 
unter  einander  gleichen  Halbaxen  durch  a  bezeichnen, 

A  +  A'+  A"=s*  +  2<s* 

ist,    so   findet   sich,   wenn  wir   abziehen    und  den   gemeinschaftliche] 
Factor  2  weglassen, 

7?'  7?"  DTi"  7?  7?' 

Eliminirt  man  endlich  aus  dieser   Gleichung  s2  nach  einander   durc 
jede  der  drei  Gleichungen  (4),  so  kommt 
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5.  Die  Bedingungsgleichungen,  dass  die  gegebene  Fläche  eine 
[Jmdrehungsfläche  sei;  bleiben  ganz  dieselben,  wenn  man  diese  Fläche, 
;tatt  durch  die  an  die  Spitze  dieser  Nummer  gestellte  Gleichung,  durch 
iie  folgende  zwischen  Plancoordinaten  (§  2) 

At*  +  A'u*  +  A"v%  +  2Buv  +  2B'tv  +  2B"tu  —  1 

larstellt.  Es  bedarf  dieses  keiner  weiteren  Erörterung,  weil  dieselbe 
jrleichung  (9)  einmal  (§1)  die  reciproken  Werthe  der  halben  Axen, 
las  andere  mal  diese  Werthe  selbst  zu  Wurzeln  hat.  Man  erhält  die 
Bestimmung  der  Länge  der  halben  Rotationsaxe  und  der  beiden  halben 
gleichen  Axen,  wenn  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  (4)  und 
5)  unter  s  und  0  diese  Längen  selbst  und  nicht,  wie  oben,  die  reci- 
:>roken  Werthe  derselben  versteht. 

n.    Allgemeine  Methode,  eine  homogene  Function  beliebig 
rieler  Veränderlichen  in  eine  andere  zu  verwandeln,  welche  nur  die 

Quadrate  der  Veränderlichen  enthält. 

§4. 

Die  Hauptaufgabe  bei  der  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung 
rom  zweiten  Grade  zwischen  zwei  und  drei  Veränderlichen  besteht 
larin,  aus  dieser  Gleichung  diejenigen  Glieder  wegzuschaffen,  welche 
lie  Produkte  dieser  Veränderlichen  enthalten.  Wir  wollen  diese  Auf- 
;abe  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Veränderlichen  ausdehnen  und 
tonnen  bei  der  Symmetrie  der  Entwickelungen  die  Aufgabe  als  gelöst 
je  trachten,  nachdem  wir  den  Fall  der  allgemeinen  Gleichung  zwischen 
rier,  oder  der  allgemeinen  homogenen  Gleichung  zwischen  fünf  Ver- 
änderlichen behandelt  haben. 

Es  sei  demnach 

&  =  0 

lie  gegebene  Gleichung  und 

ß  =  Ap%  +  A,q2  +  A%r*  +  Ass2  +  AAt* 

+  2B0lpq  +  2B02pr  +  2Bwj>5  +  2B0ipt  +  2Bnqr  +  2Bi,qs 

+  2BlAqt  +  2 B2irs  -f  2B^rt  +  2BSAst, 

a*Ui  erhält  man,  wenn  man  durch  die  Gleichung: 

p  =  P —  axq  —  a2r  —  a3s  —  a±t 

statt  p   einführt,  die    vier  Coefficienten    alf  a^,  a97  ax   durch   die 
leichungen: 
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.^-51»  *-x»  ««=^>  *-% 

bestimmt;  und  zugleich  der  Kürze  wegen 

AAX  —  i>01  -J.  Sl,      AA%  —  2>02  =  S%, 

AAZ  —  2>ü3  E3  #8,      AAA  —  Um  =  Sif 

AB12       B0lB0t  EzS  C127    ABld       B^B^  =  C18, 

ABU  —  Al  A>4  e=  Cu, 
AB2z  —  A2  As  =  (728,     ABU       BqiBqi  =  (724, 

ABSA  As  A4  =  ^34 

setzt,  folgende  identische  Gleichung: 

£1  ^AI»  +  ^{Srf  +  £2r«  +  ^  +  gjfl 

+  2Cx%qr  +  2Cuqs  +  2ClAqt  +  2<728r$  +  2Curt  +  2Cust]. 

Indem  wir  weiter  durch  die  folgende  Gleichung: 

q  —  Q  —  b2r  —  68s  —  64* 

()  statt  g  einführen,  die  drei  Coefficienten  bi}  68,  64  durch  die  Gl 
chungen 

2  V    7         3  V    f       UA  V    7 

Aj  Ai  At 

bestimmen  und  zugleich  der  Kürze  wegen 

SlSt  -  C„»  =  AGi}    SiS,  -  C13*  =  4a„    ÄÄ,  -  CM*  =  A8t, 
SiC2^—C12Cls:^AD2S,  AiC.,A — CnCu—  ADU}   &iCu — C19Cu^eA 
setzen,  kommt: 

Sl=  AP'  +  ^  Q*  +  ^-[<V2  +  ®3«2  +  ®J* 
+  2/)23rs  -f  2Durt  +  2Z>34$*]. 

Indem  wir  ferner  durch  die  folgende  Gleichung: 

r  =  R  —  c$s  —  cAt, 

li  statt  r  einführen,  die  beiden  Coefficienten  c8  und  cA  durch  die  G7    — h 
chungen 

c  _  Al      c  _  Aj. 

C3  —     Wf    >       C4  —    0s 

bestimmen  und  zugleich  der  Kürze  wegen 

<w>  7)     —  T)    J)        -  3  F 
setzen,  ergiebt  sich 

Ä  -  ,1P2  +  5  <2ä  +  J  Ä'  +  0.  L*««  +  *,<  +  2£M«/]. 
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indem  wir  endlich  durch  die  folgenden  Gleichungen: 

itt   s   einführen    und  T  mit  t  vertauschen,  den  Coefficienten  dA 
die  Gleichung 

nmen  und  der  Kürze  wegen 

0^-E^^®^ 
i,  gelangen  wir  zu  der  identischen  Gleichung: 

Ä-  AP*  +  -f  Ö*  +  J  liP  +  £  S*  +  J  T*> 

somit  ist  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

$.  Wenn  man  die  verschiedenen  Verwandlungsformeln  zusammen- 
,  so  kommt: 

fr  —  *, 

S  =s  +  dj, 

R  =  r  +  cBs  +  cj, 

Q  —  Q  +  hr  +  bss  +  M> 
KP  =  p  +  atq  +  a^r  +  ass  +  aj. 

umgekehrt  die  ursprünglichen  Veränderlichen  durch  die  neuen 
drücken,  erhalten  wir  Gleichungen  von  derselben  Form,  nämlich: 

t-T, 

s  =  S+<J4T, 

r  =  B  +  ysS  +  YiT, 

q  =  Q  +  ßtR  +  ß3S  +  ßtT, 

p  =  P  +  a^Q  +  atR  +  asS  +  a4  T. 

.0  Coefficienten  in  den  Formeln  (2)  und  die  10  Coefficienten  in 
Formeln  (3)  bestimmen  sich  gegenseitig  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
finden  (und  können  hierbei  überall  die  sich  entsprechenden  Buch- 
i  des  griechischen  und  lateinischen  Alphabets  gegenseitig  ver- 
len)  die  folgenden  Gleichungen: 


d4  = 

-<**, 

y8  = 

—  «!> 

y4   = 

~(V 

—  %<!*), 

A- 

—  h, 

A  = 

~(V 

—  b»**)» 

A  = 

-  (*, 

-  h<h  ~ 

hCl 

+ 

6jCgd4), 

Icker, 

Werke.  I. 

20 


1 
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«i  =  —  ax, 


«2=   —   («2—  <*A)> 

«3  —  —  («8  ~  «2*8  —  °A  +  «A<*)> 

«4  =  —  («4 fl3rf4—  Ö2C4  —  aiK+  a&d*  +  flA^4  +  «iMi °l  Vs^)' 

4.  Die  10  Coefficienten  der  Verwandlungsformeln  (3)  lassen  sich 
auch  unmittelbar  bestimmen.  Der  Coefficient  d4  oder  ( —  dA)  ist  bereits 
in  der  zweiten  Nummer  durch  die  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Function  ausgedrückt  worden.  Ohne  Schwierigkeit  erkennen  wir  aber 
aus  der  Form  der  Verwandlungsformeln,  dass  wir  hiernach  y4,  ß4,  a4 
sogleich  erhalten,  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  für  d4,  einer  Vertau- 
schung von  s  mit  r,  q,  p  entsprechend,  in  den  Marken  der  Coefficien- 
ten der  ursprünglichen  Gleichung  3  bezüglich  mit  2,  1,  0  vertauschen. 
Ebenso  ergiebt  sich  durch  Vertauschung  der  Marke  2  mit  1  und  0 
aus  dem  bekannten  Werthe  von  y8  oder  (—  c^)  der  Werth  von  ßs 
und  as,  ferner  durch  Vertauschung  der  Marken  1  und  0  aus  dem  be- 
kannten Werthe  von  02  oder  (—  &„)  der  Werth  von  ai}  und  endlich 
ist  ax  =  —  ax . 

5.  Es  giebt  noch  eine  zweite  Verwandlungsweise,  die  in  gewissem 
Sinne  als  eine  Verallgemeinerung  desjenigen  Verfahrens  anzusehen  ist, 
nach  welchem  bei  der  gewöhnlichen  Discussion  der  Flachen  und  Linien 
zweiter  Ordnung  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt 
verlegt  wird.  Während  die  Verfahrungsweise  der  2.  Nummer,  die 
ihren  Keim  schon  in  meiner  Discussion  der  Linien  zweiter  Classe*)  hat, 
zunächst  die  10  Coefficienten  der  Formeln  (2)  giebt,  führt  die  zweite 
Verfahrungsweise,  die  ich  an  einem  andern  Orte  ausführlicher  entwickeln 
werde  **),  unmittelbar  zur  Bestimmung  der  10  Coefficienten  der  Formeln 
(3);  und  zwar  folgendergestalt. 

Wenn  man  die  Function  Sl7  nachdem  man  in  ihr  t  =  1  gesetzt 
hat,  zur  Unterscheidung  Slx  nennt,  so  ergeben  die  vier  linearen  Glei- 
chungen: 

dp  '       dq         u'       dr  '      'da   ~ u 

für  die  vier  Veränderlichen  p,  qy  r,  s  im  Allgemeinen  vollkommen  be- 
stimmte Werthe.     Diese  Werthe  sind  bezüglich  a4,  /S4,  yA,  d4. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Function  £1,  nachdem  wir  in  ihr  t  =  0, 
s  =  1  gesetzt  haben,  durch  Sliy  so  sind  die  Werthe,  welche  die  drei 
linearen  Gleichungen 

.^  8*  a* 

Cp  7        dq  '        er 

*)  Analytisch -geometrische  Entwicklungen,  Band  II,  Abschnitt  2,  §  1 
**)  [System  der  Geometrie  des  Räume*,  1S4C;  S.  60.J 
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für  die  drei  Veränderlichen  p}  q,  r  geben,   zugleich  die  Werthe   von 

«37  ßt>  ?*• 

Setzen  wir  tf  =  0,  $==(),  r  =  1  und  bezeichnen,  was  alsdann  aus 

ß  wird,  durch  £l5,  so  geben  die  beiden  linearen  Gleichungen: 

dp  9       dq 

für  p  und  q  zwei  solche  Werthe,  welche  zugleich  die  Werthe  von  k2 
und  ßt  sind. 

Nennen  wir  endlich  das,  was  aus  der  ursprünglichen  Function 
wird,  wenn  wir  t  «=  0,  s  =  0,  r  =  0,  q  =  1  setzen,  &4,  so  giebt  die 
Gleichung 

<?<  =  0 

rp 

für  p  den  Werth  der  letzten  Constanten  alm 

Die  Resultate  dieser  Nummer  bestätigen  die  Behauptungen  der 
vorigen.  Umgekehrt  sind  wir  in  Folge  von  diesen  der  weitläufigen 
Eliminationen,  welche  namentlich  die  directe  Bestimmung  der  vier 
Constaiiten  a4,  ß4,  y4,  d{  erfordert,  überhoben. 

Die  vorstehenden  analytischen  Entwicklungen  eines  in  verschie- 
dener Gestalt  vielfach  behandelten  Gegenstandes  scheinen  hiernach, 
was  Symmetrie  und  Einfachheit  betrifft,  nichts  mehr  zu  wünschen 
übrig  zu  lassen. 
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27. 

lieber  Curven  dritter  Ordnung  nnd  analytische  BeweisfShmng. 

(Crelle's  Journal,  Band  34,  S.  329 -336.  1847.) 

Eine  Reihe  von  eleganten  Sätzen  über  Curven  dritter  Ordnung, 
die  Herr  Steiner  (im  32.  Bande  dieses  Journals,  welchen  ich  in  den 
letzten  Tagen  erhielt)  ohne  Andeutung  eines  Beweises  mittheilt,  veran- 
lasst mich,  hier  darauf  hinzuweisen,  wie  solche  Resultate,  denen  sich 
leicht  noch  andere  von  derselben  Art  hinzufügen  lassen,  entweder  die 
blosse  Interpretation  einer  Gleichungsform  sind,  die  wir  unmittelbar 
hinschreiben  können,  oder  doch  wenigstens  an  eine  solche  Interpre- 
tation sich  unmittelbar  anknüpfen  lassen.  Ich  habe  hier  keine  andere 
Absicht,  als  auf  diejenige  Methode,  die  zur  systematischen  Grundlage 
der  analytischen  Geometrie  auszubilden,  bisher  das  Ziel  meiner  mathe- 
matischen Bestrebungen  war,  aufmerksam  zu  machen;  und  dazu  mag 
hier  nein  einzelnes  Beispiel  genügen. 

Indem  wir  durch  &3  und  Sl2  zwei  Functionen  dritten  und  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  Veränderlichen,  welche  gewöhnliche  Parallel  - 
coordinaten  bedeuten  mögen,  durch  die  lateinischen  Buchstaben  lineare 
Functionen  derselben  und  durch  die  griechischen  Buchstaben  constante 
Coefficienten  darstellen,  ist  die  folgende  Gleichung 

(1)  *V  +  tis*  =  Ä8  =  0, 

bei  einer  überzähligen  Constanten  die  allgemeine  Gleichung  der  Curven 
dritter  Ordnung.  Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  gerade 
Linie  (r)  die  Tangente  in  einem  Wendepunkte  der  Curve  ßs  ist,  und 
die  gerade  Linie  (s)  eine  solche,  die  einerseits  durch  den  Wendepunkt 
(s,  r)  geht,  andrerseits  die  Curve  Sl3  noch  in  solchen  zwei  Punkten 
schneidet,  in  welchen  diese  von  demselben  Kegelschnitte  «ß2  dreipunktig 
osculirt  wird.  Wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  ß8  gegeben  ist,  so 
kann  bei  den  überzähligen  Constanten  ihrer  Gleichung  (1)  (s)  jede 
beliebige  gerade  Linie  sein,  die  durch  einen  ihrer  Wendepunkte  geht; 
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wenn  aber  diese  Linie  einmal  beliebig  angenommen  worden,  so  ist  der 
Kegelschnitt  &a  dadurch  vollkommen  bestimmt,  dass  er  die  Curve  ß3 
in  den  beiden  übrigen  Punkten,  in  welchen  dieselbe  von  der  Linie  (s) 
geschnitten  wird,  dreipunktig  osculirt.  Dieser  Kegelschnitt  kann  ins- 
besondere auch  in  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  ausarten, 
wonach 

dann  verschwindet  aus  der  Gleichung  (1),  indem  sie  in  die  folgende 
übergeht: 

(2)  Pffr  +  p«»-»0, 

die  überzahlige  Constante.  Die  Linie  (5)  ist  hier  dadurch  bestimmt, 
dass  sie  gleichzeitig  durch  die  drei  Wendepunkte  (p,  s),  (q,  s)  und 
(r,  s)  geht.  Wir  können  ferner  die  Linie  ($)  insbesondere  auch  da- 
durch bestimmen,  dass  sie  die  Curve  &8;  und  folglich  auch  in  dem- 
selben Punkte  den  Kegelschnitt  ßa  berühre.  In  diesem  Berührungs- 
punkte fallen  alsdann  die  beiden  Osculationen  jener  Curve  und  dieses 
Kegelschnittes  zusammen,  indem  sie  eine  sechspunktige  Osculation 
bilden.  Hier  verschwindet  wiederum,  wie  in  dem  vorigen  Beispiele, 
die  überzahlige  Constante.  Um  in  Evidenz  zu  bringen,  dass  der  Kegel- 
schnitt &/  von  der  Linie  (s)  berührt  werde,  setzen  wir  zunächst 

Ä8  =  st  +  xh*, 
und  da  die  Function  ß2  dann  immer  noch  eine  willkürliche  Constante 
enthalt,  dem  entsprechend,  dass  (t)  jede  beliebige  Tangente  des  bezüg- 
lichen Kegelschnittes  sein  kann,  setzen  wir  überdies,  indem  wir  für 
diese  Tangente  diejenige  nehmen,  welche,  wie  ($),  durch  den  Wende- 
punkt (r,  s)  geht: 

t  =  s  +  Xr. 

Hiernach  geht  die  allgemeine  Gleichung  (1)  in  die  folgenden  Formen 
über: 

&8  =  ($(s  +  Xr)  +  xu*)  r  +  ps8 

=  s(f*s2  +  sr  +  Ar*)  +  xw8r  =  0, 

oder  auch,  indem  wir  den  Ausdruck  in  der  Klammer  der  letzten  Form 

in  seine  (reellen  oder  imaginären)  Factoren  ersten  Grades  auflösen,  in 

die  folgende: 

(4)  s(s  +  ar)(s  +  a'r)  +  qvPv  =  0. 

Die  drei  geraden  Linien 

5  =  0,     s-far=0,    s  +  ar  =  0 

stehen,  in  Gemässheit  der  letzten  Gleichungsform  (4)  in  gleicher  Be- 
ziehung zur  Curve;  es  sind  die  drei  Tangenten,  die  von  dem  Wende- 


(3) 
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punkte  (s,  r)  aus  an  die  Curve  sich  legen  lassen.  Die  drei  Berüh- 
rungspunkte auf  diesen  drei  Tangenten  liegen  sämmtlich  auf  der  geraden 
Linie  (u)  und  sind  solche  Punkte,  in  welchen  die  Gurre  Ä,  von  Kegel- 
schnitten sechspunktig  osculirt  wird.  Die  Linie  (r)  bleibt  nach  wie 
vor  die  Tangente  der  Curve  im  Wendepunkte  (s,  r). 

Ich  bin  zuerst  in  meinem  „System  der  analytischen  Geometrie 
(Berlin  1835)''  in  genauere  Untersuchungen  über  die  Wendepunkte 
der  algebraischen  Curven  eingegangen  und  habe  namentlich  gezeigt, 
dass  eine  Curve  wtcr  Ordnung  3w(n  —  2)  solche  Punkte  hat  (§  298); 
dass  eine  Curve  der  dritten  Ordnung  demnach  neun  Wendepunkte  hat, 
und  dass  von  diesen  im  allgemeinen  Falle  immer  drei  reell  und  sechs 
imaginär  sind  (299);  dass  ein  conjugirter  Punkt  die  sechs  imaginären, 
ein  Doppelpunkt  zwei  reelle  und  vier  imaginäre,  ein  Bückkehrpunkt 
die  sechs  imaginären  und  zwei  reelle  Wendepunkte  absorbirt.  Dann 
habe  ich  ferner  folgenden  hierher  gehörigen  Satz  bewiesen: 

Die  sechs  Berührungspunkte  auf  denjenigen  sechs  Tangenten  einer 
Curve  dritter  Ordnung ,  weldie  von  irgend  einem  Funkte  der  Linie  S*) 
aus  an  die  Curve  sich  legen  lassen,  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch  die  drei  Winkelpunkte  des  von  den  Wendetangenten**) 
gebildeten  Dreiecks  und  den  Pol  der  Linie  S  in  Beziehung  jiuf  dieses 
Dreieck  geht.  Von  jedem  der  drei  Wendepunkte  lassen  sich  nur  noch 
drei  Tangenten  an  die  Curve  legen,  und  die  drei  Berührungspunkte  auf 
denselben  liegen  in  gerader  Linie.  Die  drei  geraden  Linien,  welche  man 
auf  diese  Weise  erhält,  ge)ien  durch  die  drei  Winkelpunkte  des  obigen 
Dreiecks  und  schneiden  sich  alle  drei  im  Pole  der  Linie  S***)  (§  326). 

Nach  dem  eben  citirten  Satze  entsprechen  den  drei  reellen 
Wendepunkten  einer  Curve  dritter  Ordnung  (von  den  imaginären 
Wendepunkten  können  wir  hier  ganz  absehen)  hiernach  im  Allgemeinen 
neun  der  fraglichen  Osculationspunkte ;  diese  neun  Punkte  liegen  zu 
dreien  auf  drei  geraden  Linien,  und  diese  drei  geraden  Linien  schnei- 
den sich  wiederum  in  demselben  Punkte.     Hierdurch  ist  zugleich  eine 


*)  Als  Linie  S  ist  diejenige  bezeichnet,  welche  durch  die  drei  reellen 
Wendepunkte  geht. 

*•)  Richtiger  ausgedrückt:  Tangenten  in  den  Wendepunkten. 

***)  Als  Pol  einer  gegebenen  geraden  Linie  in  Beziehung  auf  ein  gegebenes 
Dreieck  ist  derjenige  Punkt  bezeichnet,  durch  welchen  jede  der  drei  geraden 
Linien  geht,  die  einen  Winkelpunkt  des  Dreiecks  mit  demjenigen  Punkte  verbin- 
den, welcher  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  zu  den  beiden  übrigen  Winkel- 
punkten und  dem  Durchschnitte  mit  der  gegebenen  geraden  Linie  als  vierter  har- 
monischer Theilungspunkt  gehört.  Rückt  die  Linie  unendlich  weit,  so  ist  ihr 
Pol  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks. 
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leihe  von  Situationssätzen  gegeben,  die  zu  entwickeln  hier  der  Ort 
licht  ist  Die  neun  Osculationspunkte  sind  aber  keineswegs  immer 
eell:  es  können  auch  sechs  derselben  imaginär  sein.  Ein  Blick  auf  die 
m  Systeme  gegebene  Aufzählung  und  Darstellung  der  219  verschie- 
lenen  Arten  der  Gurren  dritter  Ordnung  zeigt  zum  Beispiel,  dass  die 
srste  Art  neun,  die  dritte  Art  nur  drei  reelle  Osculationspunkte  von 
ler  fraglichen  Art  hat. l) 

Der  im  obengenannten  Bande  des  Journals  S.  182  von  Herrn 
Heiner  an  die  Spitze  des  „Auszuges  aus  einer  am  27.  November 
.845  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  gehaltenen  Vor- 
esung"  gestellte  Satz  lautet:*) 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  enthält  im  Allgemeinen  27  solche  Punkte 
?f  in  deren  jedem  sie  von  einem  Kegelschnitte  sechspunktig  berührt  werden 
com.  Von  diesen  27  Punkten  sind  9  reell  und  18  imaginär.  Die  Glei- 
hung  vom  27.  Grade,  durch  welche  die  27  Punkte  P  bestimmt  werden, 
ü  immer  algebraisch  aufzulösen;  %oas  für  die  Algebra  selbst  von  Intcr- 
sse  ist. 

Wenn  der  zweite  Theil  des  vorstehenden  Satzes  immer  richtig 
rare,  was  nach  dem  Vorstehenden  nicht  der  Fall  ist,  so  würde  er 
,uf  elegante  Weise  sich  neben  den  oben  schon  erwähnten  Satz  stellen, 
ass  von  den  neun  Wendepunkten  (d.  h.  von  denjenigen  neun  Punkten, 

6  welchen  eine  Curve  dritter  Ordnung  von  einer  geraden  Linie  drei- 
unktig  berührt  wird)  immer  doppelt  so  viele  imaginär  als  reell  sind. 
Vas  den  dritten  Theil  des  Satzes  betrifft,  so  möchte  die  Bildung  der 
Ueichungen  vom  27.  Grade,  deren  Wurzeln  die  Coordinatenwerthe  der 

7  Osculationspunkte  sind,  so  complicirt  sein,  dass  das  besagte 
Igebraische  Interesse  dadurch  in  den  Hintergrund  treten  würde. 
Venn  dieser  Theil  des  Satzes  überhaupt  aber  richtig  sein  sollte  (was 
jh  bis  jetzt  nicht  glaube),  so  müssten  sich  auch,  was  bisher  noch 
icht  bekannt  war,  die  neun  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ord- 
ung  durch  die  Auflosung  von  Gleichungen  dritten  Grades  mit  einer 
unbekannten  bestimmen  lassen,  wonach  dann  erst  durch  die  Auflösung 
iner  eben  solchen  Gleichung  die  jedem  einzelnen  Wendepunkte  ent- 
prechenden  drei  Osculationspunkte  sich  ergeben  würden.9) 

Schliesslich  erlaube  ich  mir  nur  noch  eine  allgemeine  Bemerkung 
ber  die  von  mir  angewandte  Methode  analytischer  Beweisführung, 
eziehe  mich  hierbei  indess,  um  leichter  verstanden  zu  werden,  ledig- 
ch  auf  das  einzelne  vorliegende  Beispiel.  Meine  Gleichungsformen 
nd  vollständige  Darstellungen  graphischer  Constructionen,  in  denen  nichts 


*)  [VergL  Werke,  Band  II,  S.  871.] 
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Fremdartiges  sich  findet;  es  sind  ideale,  mit  analytischen  Symbolen  hin- 
gezeichnete Figuren.  Ich  will  einen  Kegelschnitt  ß2  construiren,  der 
eine  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  in  zwei  Punkten  osculirt  und 
schreibe  sogleich  die  Gleichung 

(1)  ß2r  +  ,is8~0, 

als  die  entsprechende  hin.  Es  treten  in  dieser  Gleichung  gleichzeitig 
mit  Sl2  die  linearen  Functionen  s  und  r  auf  und  diese  stehen  zu  der 
Construction  des  Kegelschnittes  &2  in  noth wendiger  Beziehung:  jener 
entspricht  die  durch  die  beiden  Osculationspunkte  gehende  gerade 
Linie,   dieser  die  Tangente   in   einem  Wendepunkte.      Die  Gleichung 

(1)  zeigt,  dass  die  erstgenannte  Linie  (s)  der  Bedingung  unterworfen 
ist,  ebenfalls  durch  diesen  Wendepunkt  zu  gehen,  und  da  sie  eine 
willkürliche  Constante  enthält,  kann  sich  die  fragliche  Linie  (s)  be- 
liebig um  denselben  drehen,  so  dass  ihr  in  jeder  andern  Lage  ein 
anderer  Kegelschnitt  Sl2  entspricht.  In  einer  besonderen  Lage  ent- 
spricht ihr  ein  System  von  zwei  geraden  Linien.  Es  ist  dies  aus- 
gedrückt in  der  Gleichung: 

(2)  pqr  +  ps*  —  0, 

welche  die  gerade  nothwendige  Anzahl  von  Constanten  einschliessi 
Wir  erblicken  in  ihr  eine  gerade  Linie  (s)  dargestellt,  die  durch  drei 
Wendepunkte  der  gegebenen  Gurre  geht,  und  die  drei  Tangenten 
p,  q,  r  in  diesen  drei  Punkten.  Die  Discussion  dieser  Gleichungsfora 
ist  die  Discussion  der  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung.*) 
Drei  solcher  Punkte  sind  reell  und  liegen  auf  der  geraden  Linie  (s). 
Der  algebraischen  Umformung  der  Gleichung  (1)  in  die  Gleichung  (2) 
(an  solchen  Umformungen  scheitern  die  gewöhnlichen  Methoden  der 
analytischen  Geometrie)  sind  wir  ganz  überleben;  wir  haben  uns  bloss 
zu  überzeugen,  ob  die  Anzahl  der  unabhängigen  Constanten  noch  die 
nothwendige  geblieben  ist.  Wir  können  ferner  auch  die  durch  den 
Wendepunkt  gehende  Linie  (s)  der  Gleichungsform  (1)  dadurch  naher 
bestimmen,  dass  sie  die  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  berühre. 
Dann  fallen  die  beiden  Osculationspunkte  in  einen  einzigen  zusammen 
und  der  Kegelschnitt  Sl2  osculirt  diese  Curve  sechspunktig.  Dieser 
sechspunktig  osculirende  Kegelschnitt  tritt  in  der  Gleichungsform 

(3)  { s(8  +  lr)  +  xu* }  r  +  psz  =  0, 

welche,  wie  (2),  die  gerade  nothwendige  Anzahl  von  Constanten  ent- 
hält, in  Evidenz.  Alles  Willkürliche  ist  hier  wiederum  ausgeschlossen. 
Durch  eine  einfache  Formänderung,  indem  wir  zu  der  Gleichung 

*)  System  der  analytischen  Geometrie,  dritter  Abschnitt,  §  8. 
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[)  s(s  +  ccr)($  +  a'r)  +  *tt2r  =  0 

bergehen,  verschwindet  plötzlich  der  osculirende  Kegelschnitt  aus  der 
onstruction  und  statt  desselben  zeichnen  sich  neben  der  Tangente  (r) 
u  Wendepunkte  die  sämmtlichen  drei  durch  diesen  Punkt  gehen- 
sn  Tangenten  der  gegebenen  Curve  und  diejenige  gerade  Linie  hin, 
eiche  durch  die  drei  Berührungspunkte  auf  diesen  drei  Tangenten 
eht.  Jede  der  vier  Gleichungsformen,  als  Bild  der  gegebenen  Curve 
ritter  Ordnung  und  der  davon  abhängigen  Kegelschnitte  und  geraden 
inien,  unmaskirt  durch  die  Annahme  willkürlicher  Coordinatenaxen, 
it,  in  Worten  ausgedrückt,  ein  geometrischer  Satz.  Die  den  beiden 
itzten  Gleichungsformen  entsprechenden  Sätze  gruppiren  sich,  weil  eine 
ieser  Formen  aus  der  andern  unmittelbar  hervorgeht,  zusammen  und 
dt  ihnen  überdies  auch  noch  ein  dritter  Satz,  indem  die  Gleichung 
i)  sich  auch  in  der  Form 

(s*  +  xu*)r  +  (Ar*  +  ps*)s  =  0 
der  in  der  Form 

i)  (s  +  ßu)(s  —  ßu)r  +  p(s  +  yr)(s  —  yr)s  —  0 

chreiben  lässt,  wobei  vier  neue  gerade  Linien  in  Evidenz  treten.*) 

*)  Die  Gleichung  des  osculirenden  Kegelschnitts 

*(*  +  *r)  +  xu1  =  0 
ird  befriedigt,  wenn  zugleich 

**  +  xu*  «=»  0    und  r  —  0 
it,  woraus  sich  zeigt,  wie  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 

**  +  xu*  ==  (s  +  ßu)(s  —  ßu)  =»  0 

*ei  solche  gerade  Linien  darstellt,  die    den  Osculationspunkt  (*,  u)  mit  den- 
migen  beiden  Punkten  verbinden,  in  welchen  der  Kegelschnitt  von  der  Tangente 
-)  im  Wendepunkte  (r,  s)  geschnitten  wird. 
Ebenso  stellt  die  Gleichung 

1*8*  +  lr*  =  p  («  +  yr)  (8  —  yr)  =■  0 

wei  durch  den  Wendepunkt  (r,  «)  gehende  gerade  Linien  dar.  Und  somit  ist 
er  im  Texte  angedeutete,  in  der  Gleichungsform  (6)  ausgesprochene  Satz  fol- 
ender: 

Wenn  man  den  Funkt,  in  welchem  eine  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  von 
inem  Kegelschnitte  sechspunktig  osculirt  wird,  mit  denjenigen  beiden  Punkten,  in 
eichen  dieser  Kegelschnitt  von  der  Tangente  der  Curve  in  dem  entsprechenden 
Vendepunkte  geschnitten  wird,  durch  zwei  gerade  Linien  verbindet,  so  begegnen 
iese  der  Curve  noch  in  solchen  vier  Punkten,  die  paarweise  mit  dem  Wendepunkte 
n  gerader  Linie  liegen. 

Wenn  man  einen  der  vier  Durchschnittspunkte  kennt,  so  sind  die  drei 
brigen  unmittelbar  dadurch  bestimmt,  dass  einerseits  die  Gleichungen 


410         Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  analytische  Beweisführung. 

Die  Geometrie  der  höhern  Curven  kann  der  Algebra  und  ihrer 
Begriffsbestimmungen  nicht  entbehren.  Es  giebt  nicht  einmal  eine 
geometrische  Definition  einer  Curve  dritter  Ordnung;  und  wo  es  keine 
allgemeine  Definition  giebt,  da  giebt  es  auch  keine  methodische  Be- 
handlung. Die  Bestimmung  einer  Curve  dritter  Ordnung  als  einer 
solchen,  die  von  einer  geraden  Linie  in  drei  Punkten  geschnitten  wird, 
ist  die  geometrische  Umschreibung  einer  algebraischen  Definition  und 
kommt  darauf  hinaus,  zu  sagen,  dass  eine  solche  Curve  durch  die  all- 
gemeine Gleichung  dritten  Grades  zwischen  gewöhnlichen  Punktcoor- 
diuaten  x  und  y  dargestellt  werde,  indem,  wenn  wir  zwischen  einer 
solchen  Gleichung  und  der  allgemeinen  Gleichung  ersten  Grades 
zwischen  x  und  y  eine  dieser  beiden  Grössen  eliminiren,  die  resul- 
tirende  Gleichung  vom  dritten  Grade  ist.  Wollen  wir  dieser  Definition 
ihre  algebraische  Basis  nehmen,  so  hört  sie  auf  Definition  zu  sein; 
denn,  auch  abgesehen  von  dem  Imaginären,  können  wir  nicht  mehr 
nach  dieser  allgemeinen  Bestimmung  eine  bestimmte  Curve  von  der 
fraglichen  Art  construiren.  Die  allgemeine  geometrische  Definition 
einer  Curve  dritter  Ordnung  wäre  nach  meiner  Meinung  immer  noch 
diejenige,  welche  als  Interpretation  der  Gleichung  (2)  sich  ergiebt, 
wenn  wir  diese  in  folgender  Weise  schreiben: 

pqr 

„Wenn  vier  gerade  Linien  (p),  (q),  (r)  und  (5)  gegeben  sind,  so 
ist  der  geometrische  Ort  solcher  Punkte,  für  welche  das  Product  aus 
den  Abständen  von  den  drei  ersten  gegebenen  geraden  Linien  zu  dem 
Cubus  des  Abstandes  von  der  vierten  geraden  Linie  in  einem  gegebe- 
nen Verhältnisse  steht,  eine  Curve  dritter  Ordnung."  (Die  vier  gege- 
benen geraden  Linien  können  hierbei,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
immer  als  reell  angesehen  werden.  Auf  ähnliche  Weise,  wie  ich  in 
meinem  Systeme  eine  Aufeählung  der  verschiedenen  Arten  der  Curven 
dritter  Ordnung  an  die  Gleichungsform 

pqr  +  ps  =  0 

geknüpft  habe*),  ergiebt  sich  auch  hier  eine  solche  Aufzählung;  wobei 
die   verschiedene  gegenseitige    Lage    der   obigen    vier   geraden   Linien 

und  andrerseits  die  Gleichungen 

8  =~  0,     r  =  0,     a  +  Yr  =  °»     s  —  yr  =  0 
vier  Harmonicalen  darstellen. 

*)  [Vgl.  a.  a.  0.  §  2  u.  §  5  des  dritten  Abschnitts.] 
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das  Princip  der  Eintheihmg  liefert.  Neben  diese  neue  Aufzählung 
stellt  sich  unmittelbar  die  ganz  analoge  der  Curven  dritter  Classe.) 
Aber  wer  würde  es  unternehmen,  aus  der  vorstehenden  oder  aus  irgend 
einer  andern  Definition  auf  geometrischem  Wege  die  Eigenschaften 
der  Curren  dritter  Ordnung  systematisch  abzuleiten?  Dies  ist  offen- 
bar nicht  möglich  ohne  Nebeneinanderstellung  der  coordinirten  Fälle, 
die  durch  das  Beeile  und  Imaginäre  bedingt  werden.  Wollten  wir 
aber  unmittelbar  das  Imaginäre  in  die  geometrische  Discussion  auf- 
nehmen, so  hiesse  das  algebraisch  verfahren.  Andrerseits  weiss  ich 
recht  wohl,  dass  auch  an  das  Imaginäre  sich  eine  nähere  oder  ent- 
ferntere geometrische  Bedeutung  anschliesst.  Zwei  Kegelschnitte  schnei- 
den sich  zum  Beispiel  in  vier  reellen  oder  imaginären  Punkten,  durch 
welche  sich  immer  drei  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  legen  lassen; 
die  geraden  Linien  zweier  dieser  drei  Systeme  können  imaginär  sein; 
die  beiden  imaginären  Linien  der  beiden  Systeme  schneiden  sich  in 
zwei  Punkten,  die  ihrerseits  entweder  reell  oder  imaginär  sind:  aber 
auch  wenn  sie  imaginär  sind,  liegen  sie  immer  auf  einer  reellen  geraden 
Linie.  Es  ist  dies  die  geometrische  Einkleidung  eines  algebraischen 
Factums.  Nehmen  wir  als  einfacheres  Beispiel  den  Fall  zweier  Kreise, 
durch  deren  beide  reelle  oder  imaginäre  Durchschnittspunkte  immer 
eine  reelle  gerade  Linie  geht,  so  können  wir  diese  gerade  Linie  hier 
auch  geometrisch,  etwa  als  die  Linie  der  gleichen  Tangenten,  definiren 
und  so  das  Imaginäre  gewissermassen  umgehen.  Wir  können  dies 
immer,  wenn  die  Curven  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  wo,  indem 
wir  dieselben  als  Schnitte  einer  Kegelfläche  definiren,  diese  Kegelfläche 
die  allgemeine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  vertritt.  Hier  reichen, 
um  die  Discussion  allgemein  und  systematisch  zu  machen,  die  Pro- 
jectionsmethoden  oder  die  Collineation,  oder  die  Theorie  der  harmo- 
nischen Proportionen  und  der  Involutionen  aus,  welche  alle  einen  ge- 
meinschaftlichen Ursprung  haben. 

Schon  im  Jahre  1830  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Bande  meiner  „Ent- 
wicklungen" habe  ich  mich  in  folgender  Weise  ausgedrückt.  „Man  kann 
das  Verhältnis8  der  Geometrie  zur  Analysis  aus  verschiedenen  Gesichts- 
punkten betrachten.  Ich  möchte  mich  zu  der  Ansicht  bekennen,  dass  die 
Analysis  eine  Wissenschaft  ist,  die,  unabhängig  von  jeder  Anwendung, 
selbstständig  für  sich  allein  dasteht  und  dass  die  Geometrie,  so  wie 
von  einer  andern  Seite  die  Mechanik,  bloss  als  die  bildliche  Deutung 
gewisser  Beziehungen  aus  dem  grossen  erhabenen  Ganzen  erscheint. 
Wenn  wir  diese  Ansicht  zu  Grunde  legen  und  consequent  durch- 
fahren, so  erhalt  dadurch  die  Behandlung  der  Geometrie  einen  eigen- 
tümlichen Charakter,  auf  den  ich  hier  noch  besonders   aufmerksam 


412         Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  analytische  Beweisführung. 

machen  zu  müssen  glaube."  Zu  dieser  Ansicht,  die  der  leitende  Ge- 
danke aller  meiner  Arbeiten  in  dem  Gebiete  der  analytischen  Geo- 
metrie war,  bekenne  ich  mich  auch  jetzt  noch;  und  zwar  mit  klarerem 
Bewusstsein  als  damals,  wo  Manches  für  mich  noch  unbestimmte  An- 
schauung war.  Und  jetzt  kann  ich  auch,  indem  ich  mich  auf  ein 
Beispiel,  wie  das  in  dem  Vorstehenden  behandelte,  beziehe,  klarer 
und  bestimmter  mich  aussprechen  und  also  auch  hoffen,  vollständiger 
verstanden  zu  werden. 


28. 
Note  snr  le  thäorönie  de  Pascal. 

(Crelle's  Journal,  Band  34,  S.  387—840.  1847.) 

Dans  la  deuxieme  partie  d'un  Memoire  intitule  „Sur  quelques 
theoremes  de  la  geometrie  de  position"*)  M.  Cayley  s'exprime  ainsi: 

„Sur  le  theoreme  de  Pascal.  En  considerant  six  points  sur  la 
meme  conique,  et  les  prenant  dans  uu  ordre  determine,  pour  en  former 
un  hexagone,  on  sait  que  les  cötes  opposes  se  rencontrent  dans  trois 
points  situes  en  ligne  droite.  En  prenant  les  points  dans  un  ordre 
quelconque,  on  en  peut  former  soixante  hexagones,  ä  chacune  desquelles 
correspond  une  droite-,  il  s'agit  maintenant  de  trouver  la  relation  entre 
ces  droites." 

„M.  Steiner  a  prouve  dans  son  ouvrage  „„Systematische  Ent- 
wicklungen etc."",  que  ces  soixante  droites  passent  trois  ä  trois  par 
vingt  points,  et  il  ajoute  que  ces  ringt  points  sont  situes  quatre  a 
quatre  sur  quinze'  droites.  La  premiere  partie  de  ce  theoreme  peut 
6tre  demontree  assez  facilement,  comme  nous  le  verrons;  mais  pour  la 
seconde  partie,  je  n'ai  pas  reussi  ä  trouver  les  combinaisons  de  quatre 
points  qui  doivent  etre  situe^  en  ligne  droite,  et  il  me  parait  meme 
qu'il  est  impossible  de  les  trouver." 

„Je  ne  sais  pas  s'il  existe  une  demonstration  de  la  seconde  partie 
du  theoreme;  je  n'ai  pu  la  trouver  nulle  part.  Au  cas  que  cette 
partie  du  theoreme  n'etait  pas  correcte,  il  parait  que  Ton  devra  peut- 
etre  lui  substituer  la  proposition  suivante."  „Les  vingt  points  deter- 
minent  deux  ä  deux  dix  lignes  qui  passent  trois  ä  trois  par  dix  points/' 
(Note)  p.  219. 

„Je  vais  ajouter  quelques  reflexions  sur  la  maniere  de  chercher 
les  relations  qui  existent  entre  ces  vingt  points"  etc.  p.  222. 

Je  me  propose  de  faire  disparaitre  de  ce  qui  precede  tout  ce  qu'il 

•)  Crelle's  Journai,  vol.  81,  p.  213—  230. 
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renferme  d'incorrect  et  d'hypothe'tique.  De  simples  citations  suffiront 
pour  parvenir  ä  ce  but. 

En  1828  M.  Steiner  proposa  dans  les  Annales  de  M.  Ger- 
gonne*)  ä  demontrer  le  theoreme  suivant: 

Six  points  pris  arbitrairement  sur  le  perimetre  d'une  conique 
quelconque  sont  les  sommets  de  soixante  hexagones  inscrits,  et  les 
points  de  contact  de  soixante  hexagones  circonscrits  (Carnot,  Geo- 
metrie de  position)  lesquels  jouissent  des  proprietes  suivantes. 

1°.  Dans  chacun  des  hexagones  1°.   Dans  chacun«  des  hexagones 


inscrits  les  points  de  concours  des 
directions  des  cötes  opposes  appar- 
tiennent,  tous  les  trois,  ä  une 
raeme  droite  (D)  (Pascal),  de 
sorte  qu'on  obtient  ainsi  soixante 
droites  D. 

2°.  Ces  soixante  droites  7)  con- 
courent,  trois  ä  trois,  dans  un  meine 
point  p9  de  sorte  qu'on  obtient 
ainsi  vingt  points  p. 

3°.  Ces  vingt  points  p  appar- 
tiennent,  quatre  a  quatre,  ä  une 
meine  droite  6%  de  sorte  qu'on 
obtient  ainsi  cinq  droites  d. 

4°.  Ces  cinq  droites  concourent 
dans  un  meme  point  ca. 


circonscrits,  les  droites  qui  joig- 
nent  les  sommets  opposes  con- 
courent toujours  par  trois  dans 
un  meme  point  P  (Brianchon), 
de  sorte  qu'on  obtient  ainsi  soi- 
xante points  P. 

2°.  Ces  soixante  points  P  appar- 
tiennent,  trois  ä  trois,  a  une  meme 
droite  d,  de  sorte  qu'on  obtient 
ainsi  vingt  droites  d. 

3°.  Ces  vingt  droites  d  con- 
courent, quatre  ä  quatre,  dans  un 
meme  point  co,  de  sorte  qu'on  ob- 
tient ainsi  cinq  points  a>. 

4°.  Ces  cinq  points  a>  appar- 
tiennent  ä  une  meme  droite  d. 


Les  numeros  (3)  et  (4)  contiennent  des  propositions  fausses.  «Tai 
prouve  dans  un  Memoire  publie  en  1829**)  qu'il  faut  les  reoiplacer 
par  les  theoremes  suivants. 


3°.  Ces  vingt  points  p  appar- 
tiennent  ä  quinze  droites  6%  dont 
chacune  en  contient  quatre,  de 
sorte  que  par  chacun  des  vingt 
points  p  passent  trois  des  quinze 
droites  d. 


3*y  Ces  vingt  droites  d  concou- 
rent dans  quinze  points  o,  par 
chacun  desquelles  en  passent  quatre, 
de  sorte  que  chacune  des  vingt 
droites  d  contient  trois  des  quinze 
points  cd. 


M.  Steiner  a  bien  voulu  adopter  une  redaction  du  theoreme  dans 
un  ouvrage  publie  plus  tard  et  cite  par  M.  Cayley. 

*)  Theoremes  sur  V Hexagt  ammum  mysticum,  proposös  ä  demontrer  par  Af. 
J.  Steiner,  de  Berlin.     Gergonne's  Annales,  vol.  XVIII.  p.  339. 

**)  Ueber  ein  neues  Princip  der  Geometrie  und  den  Gebrauch  allgemeiner 
Symbole  und  unbestimmter  Coefficienten.  Crelle's  Journal,  Vol.  6,  p.  268.  [S.  159 
dieser  Ausgabe.] 
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Dans  mon  Memoire  de  1829  on  trouve  une  analyse  complete  du 
theoreme  de  M.  Steiner  et  du  mien.  Les  deux  demonstrations  ana- 
lytiques  que  j'ai  donnees  du  premier  de  ces  deux  theoreines  me  pa- 
raissent  remarquables  pour  leur  extreme  simplicite.*)  Le  second  theo- 
reme, mite  immediate  du  theoreme  meme  de  Pascal  n'exige  point  une 
demonstration  nouvelle. 

Quant  au  theoreme  de  Pascal,  je  voudrais  bien  le  regarder  par 
preference  comme  un  cas  particulier  du  theoreme  fondamental  suivant 
sur  les  courbes  de  troisieme  ordre. 

Trais  ou  plusieurs  courbes  du  troisieme  ordre,  passant  par  les  meines 
huü  points  donncs,  vont  se  couper  toutes  dans  un  meme  neuvieme  point.**) 

Si  Ton  remplace  deux  des  trois  courbes  par  des  systemes  de  trois 
lignes  droites,  ce  theoreme  se  chauge  immediatement  dans  le  suivant: 

Si  Von  inscrit  ä  une  courbe  du  troisieme  ordre  un  hexagone  quel- 
conque  12  3  4  5  6  dotit  les  cotes  opposcs  12  et  45,  23  et  56  vont  sc 
rencontrer  sur  la  courbe ,  le  meme  aura  Heu  pour  les  deux  cötis  34  et  61. 


*)  C'est  cette  simplicite  inattendue  qui  m'a  suggere  l'ide*e  de  traiter  d'une 
maniere  analogue  et  uniforme  tous  les  theo  rem  es  de  la  g£om£trie  linäaire  de 
Situation,  et  j'y  ai  reussi  en  donnant  les  mdthodes  genärales  pour  les  dlniontrer 
au  moyen  de  symboles,  reprcsentant  des  ezpressions  line'aires  et  des  coefficients 
indltermine's  (Voyez  le  X  et  XI  vol.  du  präsent  Journal:  „ Analytisch-geometrische 
Aphorismen  §  I  et  §  111.")  [S.  236  dieser  Ausgabe.]  En  vertu  de  la  natore  des 
theoremes,  on  peut  meme  quelquefois  se  passer  des  derniers,  ou  du  moins,  on  n'a 
pas  besoin  de  les  mettre  en  eridence.    C'est  le  cas  du  theoreme  en  question. 

*•)  Ce  theoreme,  ou  plutöt,  celui  qui  correspond  a  l'intersection  de  deux 
courbes  d'an  ordre  quelconque,  me  parait  le  the'oreme  le  plus  important,  de  la 
geomltrie  des  courbes.  Je  Tai  donne'  pour  la  premiere  fois  en  1827  dans  une 
note  de  mon  ouvrage  intitule\-  Analytisch -geometrische  Entwicklungen ,  Tome  I 
p.  228  et  apres  je  Tai  traite  avec  plus  de  dätail  dans  l'ouvrage  „Theorie  der 
algebraischen  Curven",  qui  a  paru  en  1839.  II  e*tait  naturel  d'e'tendre  le  theo- 
reme en  question  aux  intersections  des  surfaces;  ce  que  j'ai  fait  en  1829  dans  un 
memoire  publik  dans  les  Annales  de  M.  Gergonne,  pour  le  cas  des  surfaces  du 
meine  ordre.  [Vgl.  S.  323  dieser  Ausgabe.]  II  restait  encore  ä  discuter  le  cas 
de«  surfaces  d'un  ordre  diffe'rent.  C'est  ce  qui  ä  6t6  fait  dans  deux  memoires, 
Ton  de  M.  Jacobi  et  l'autre  de  moi,  qui  e*taient  en  meme  temps  entre  les  mains 
de  l*£ditenr,  maie  dont  Tun  ä  e"t£  publie  un  peu  plutöt  que  l'autre.  (Journal 
toL  XV  8.  285  et  vol.  XVI  S.  47.  1836.)  J'ai  appris  par  le  memoire  de  M.  Jacobi 
que  les  formules  que  j'avais  donnees  dans  le  mien,  n'£taient  exactes  que  pour  un 
seul  des  deux  cas  generaux  et  coordonnes,  et  que,  pour  l'autre  cas,  il  fallait  sou- 
mettre  ces  formules  a  une  reduction  nouvelle.  Dans  mon  dernier  ouvrage 
(System  der  Geometrie  des  Raumes)  qui  a  paru  au  commencement  d'Aoüt  1846, 
j'ai  repris  la  meme  question.  M.  Cayley,  dans  un  memoire  plus  recent  (Cam- 
bridge and  Dublin  mathematical  Journal  vol.  II;  p.  52)  y  revient  egalement.  Le 
livre  cite*  n'etant  pas  venu  ä  sa  connaissance ,  il  n'a  pu  que  citer  mon  Memoire 
de  1836,  ä  l'occasion  duquel  il  r£produit  l'observation  que  je  viens  de  faire. 
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En  remplaxjant  enfin  la  derniere  courbe  du  troisieme  ordre  par 
le  Systeme  d'une  conique  et  d'une  ligne  droite  quelconque,  le  dernier 
theoreme  se  transforme  sur  le  champ  dans  celui  de  Pascal.  Je  ferai 
remarquer  en  passant  qu'au  theoreme  que  je  viens  d'enoncer  se  ratta- 
chent,  pour  les  courbes  da  troisieme  ordre,  une  foule  de  constructions, 
analogues  a  Celles  qui  dement  7  pour  les  coniques,  du  theoreme  de 
Pascal.  Une  courbe  du  troisieme  ordre  etant  tracee,  Ton  pourra,  par 
exemple,  dans  chacun  de  ses  points  construire  la  tangente.  Par  une 
nouvelle  particularisation  (en  faisant  par  exemple  coincider  les  points 
1  et  2,  4  et  5),  Ton  obtient  entre  autres  theoremes  le  theoreme 
suivant: 

Si  les  cötes  opposcs  dun  qtiadrilatere  inscrit  ä  une  courbe  du  troi- 
sieme ordre,  vont  se  couper  sur  la  courbe,  le  meme  aura  lieu  pour  le 
quadrilatere  circonscrit  dont  les  coUs  touchent  la  courbe  dans  les  som- 
meis  du  premier  quadrilatere. 

Un  plus  ample  detail  depasserait  le  but  de  cette  note. 


29. 

Die  analytische  Geometrie  der  Curven  auf  den  Flächen 

zweiter  Ordnung  und  Classe. 

(Crelle's  Journal,  Band  34,  S.  341— 356,  1847.) 

1.  Es  ist  bekannt,  dass  in  jedem  Punkte  einer  geradlinigen  Fläche 
weiter  Ordnung  und  Classe  (eines  einschaligen  Hyperboloids  und 
ines  hyperbolischen  Paraboloids)  zwei  gerade  Linien  sich  schneiden, 
ie  ganz  auf  der  Fläche  liegen  und  den  beiden  verschiedenen  Erzeu- 
iingen  der  Fläche  (durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie)  ange- 
ören.  Durch  diese  beiden  Linien  von  verschiedener  Erzeugung  ist 
er  Punkt  auf  lineare  Weise  bestimmt.  Um  ferner  jede  dieser  beiden 
jinien  in  gleicher  Weise  zu  bestimmen,  wollen  wir  auf  der  Fläche 
elbst  zwei  gerade  Linien,  die  bezüglich  der  ersten  und  der  zweiten 
Urzeugung  angehören,  die  beiden  in  irgend  einem  Punkte  0  sich 
chneidenden  Axen  OX  und  OY  beliebig  annehmen.*)  Die  Punkte 
sder  dieser  beiden  Axen  bestimmen  wir  durch  ihre  Abstände  vom 
*unkte  0  und  nennen  diese  Abstände  £  und  r\.  Durch  jeden  bestimm- 
en Werth  a,  den  wir  |  beilegen,  ist  ein  Punkt  P  der  Axe  OX  be- 
timmt,  und  durch  diesen  Punkt  ist  eine  einzige  Linie  PM}  die  der 
weiten  Erzeugung  angehört,  gegeben.  Nehmen  wir  andrerseits  für  v\ 
inen  bestimmten  Werth  b  an,  so  ist  dadurch  ein  Punkt  Q  auf  der 
Lxe  0  Y  und  durch  diesen  Punkt  eine  einzige  Linie  Q  M  der  ersten 
Urzeugung  gegeben.  Die  beiden  Linien  PM  und  QM  schneiden  sich 
n  einem  einzigen  Punkte  M7  und  dieser  Punkt  der  Fläche  ist  also 
lurch  die  beiden  Gleichungen 

£  =  ",     ij  — 6 

mf  lineare  Weise  bestimmt.    Umgekehrt  braucht  man,  wenn  man  den 
Punkt  M  als  gegeben  betrachtet  und  dann  die   diesem   Punkte   ent- 


*)  [Vgl.  die  Figur  66  auf  S.  424.] 
Plüoker,  Werke.  I.  27 
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sprechenden  Werthe  von  g  und  r\  bestimmen  will,  durch  denselben 
bloss  die  beiden  Erzeugenden  MP  und  M  Q  zu  legen.  Dann  sind  die 
Segmente  OP  und  OQ  oder  a  und  b,  welche  diese  Linien  auf  den 
beiden  Axen  OX  und  0  Y  abschneiden,  die  verlangten  Werthe.  Auch 
diese  Bestimmung  ist  eine  lineare. 

2.  Wir  nennen  £  und  rj  Coordinaten ;  es  sind  veränderliche  Grössen, 
die  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Fläche  bestimmte  Werthe  erhalten. 
Auf  ganz  gleiche  Weise,  wie  ein  Punkt  in  der  Ebene  XOT  durch  seine 
Coordinatenwerthe  gegeben  ist,  ist  es  hier  ein  Punkt  der  Fläche.  Eine 
Gleichung  zwischen  g  und  rj  stellt  im  Allgemeinen  eine  Curve  dar, 
die  einmal  in  der  Ebene  XOY,  das  andere  mal  auf  der  Flüche  liegt 
Alle  analytischen  Entwicklungen,  ebene  Gurren  betreffend,  können  wir 
also  unmittelbar  auf  Gurven  übertragen,  die  auf  einer  geradlinigen 
Fläche  zweiter  Ordnung  liegen. 

3.  Wenn  wir  erwägen,  dass  die  beiden  geraden  Linien,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  M  der  Fläche  gehen,  in  derjenigen  Ebene 
liegen,  welche  die  Fläche  in  diesem  Punkte  berührt,  so  ergiebt  sich 
die  Bestimmung  der  Coordinaten  dieses  Punktes  £  und  rj  unmittelbar. 
Es  sind  diejenigen  Segmente,  welche  von  den  beiden  Axen  OX 
und  OY  durch  die  Berührungsebene  in  dem  gegebenen  Punkte  M 
abgeschnitten  werden.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  lassen  sich  auch 
analytisch,  wenn  eine  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  gegeben  ist 
und  auf  ihr  zwei  Axen  beliebig  angenommen  werden,  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  derselben  ohne  Mühe  bestimmen. 

Es  sei 
(1)  z{az  +  by  +  ex  +  d)  +  pxy  =  0  *) 

die  allgemeine  Gleichung  der  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  in 
gewöhnlichen  Parallelcoordinaten.  Die  Richtung  der  Axe  (x,  y)  oder 
OZ  ist,  während  die  beiden  andern  Axen  (x,  z)  und  (y}  g)  oder  OY 
und  OX  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  durchaus  willkürlich  angenom- 
men, und  in  Folge  hiervon  enthält  die  vorstehende  Gleichung  noch 
überzählige  Constanten.     Die  Gleichung 

02  +  &y  +  ex  +  d  =  0 

*)  Ich  verweise  in  Beziehung  auf  diese  Gleichungsform  und  auf  Alles ,  was 
an  diese  Form  sich  anknüpft,  auf  mein  „System  der  Geometrie  des  Raumes,  in 
neuer  analytischer  Behandlungs weise,  insbesondere  die  Theorio  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Classe  enthaltend",  1846  in  4°,  und  namentlich  auf  §  5: 
„Discussion  der  Gleichungsform 

tu  =»  (iVtü, 

in  der  zwiefachen  Coordinatenbeetimmung."  S.  99  —  135. 
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stellt  diejenige  Tangentialebene  der  Fläche  dar,  welche  durch  die  bei- 
den zweiten  geraden  Linien  geht,  die  zugleich  auf  dieser  Fläche  und 
in  den  beiden  Coordinatenebenen  XOZ  und  YOZ  liegen. 

Wenn  wir  auf  der  Fläche  irgend  einen  Punkt  (x',  y\  z')  anneh- 
men, so  erhalten  wir  für  die  Tangentialebene  in  diesem  Punkte  nach 
bekannter  Weise  sogleich  die  folgende  Gleichung: 

(2az'-\-  6y'+  ex  -\-  d)z  +  (i*r'+  y>z')y  +  (c*'+  py')x  +  dz  =  0. 

Für  diejenigen  beiden  Punkte  dieser  Ebene,  welche  auf  den  beiden 
Axen  OX  und  OY  liegen,  ergiebt  sich  hiernach 

(2)  x  =  i  =  --- ,/--,,    und    y=rj 


cz'+py'  *         '  bz'+px' 

Umgekehrt  ergeben  sich,  um  in  gewöhnlicher  Weise  den  Punkt  der 
Flache  durch  seine  neuen  Coordinaten  §  und  ij  zu  bestimmen,  folgende 
Gleichungen: 

(3) 


Z 


X 

I 

z 


d      1     .     b 

—  • h 


4.  Wir  wollen  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades 
zwischen  g  und  r\  dargestellte  Curve  eine  Curve  auf  der  Fläche  von 
cler  ersten  Ordnung  nennen  und  ihre  Natur  analytisch  bestimmen. 
Diese  allgemeine  Gleichung,  für  welche  wir  folgende  annehmen  wollen: 

C4)  Ai  +  Bl  +  C-0, 

lässt  sich,  wenn  man  für  17  und  £  ihre  oben  entwickelten  Werthe  in 
sc\  y  und  z  setzt  und  zugleich  die  Accente  weglässt,  in  folgende  um- 
formen: 

Adz(cz  +  (iy)  +  Bdzibz  +  f*#)  —  C  (cz  +  V>y)(p*  +  f*#)  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  man  x,  y  und  z}  wie  früher  £  und  rj,  als 
"veränderlich  betrachtet,  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  dar,  welche 
«üe  gegebene  Fläche  in  derjenigen  Curve  schneidet,  die  durch  die  Glei- 
chung (4)  dargestellt  wird.     Entwickelt  man,  so  ergiebt  sich 

(Ade  +  Bdb  -  Ccb)z2  +  (Ad—Cfynzij 
+  {Bd  —  Cc)  [izx  —  Cy*xy  =  0, 

xind  wenn  man  in  Gemässheit  der  Gleichung  der  Fläche  für  das  letzte 
Glied 

C(i(az  +  by  +  ex  +  d)z 
setzt: 

(6)     z[{Adc  +  Bdb  —  C(cb  —  pa)}  z  +  pd{Ay  +  Bx  +  C}]  =  0. 

Hieraus  folgt,   dass  die  Kegelfläche  (5),   deren  Mittelpunkt   auf   der 

fläche  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  liegt,  die  Fläche  in  einer 

27* 


C5) 


420  Die  analytische  Geometrie  auf  den  Flachen  zweiter  Ordnung. 

ebenen  Curve  schneidet.  Diese  ebene  Curve  wird  also  unmittelbar 
durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt.  Die  Curven  auf  der  Fläche  von 
der  ersten  Ordnung  sind  demnach  ebene  Curven.  Wenn  wir  also  in  der 
letzten  Gleichung  den  Factor  z  weglassen  (der  Tangentialebene  im  An- 
fangspunkte entspricht  die  zweite  hier  nicht  in  Betracht  kommende 
Durchschnittsebene  des  Kegels  und  der  gegebenen  Flache),  so  ist  die 
Gleichung 

(7)       [Ade  +  Bdb  -  C(cb  —  pa))  z  +  nd(Ay  +  Bx  +  C)  =  0 

die  Gleichung  der  Ebene  der  durch  (4)  dargestellten  Curve.    Die  Form 

der  letzten  Gleichung  führt  zu  der  Bemerkung ,  dass   diese  Ebene  die 

Tangentialebene  im  Anfangspunkte  in  derselben  geraden  Linie  schneidet, 

welche  in   dieser   Ebene    durch    die    Gleichung   (4)    dargestellt    wird, 

wenn  man  £  und  r\  als  gewöhnliche  Parallelcoordinaten  x  und  y  con- 

struirt,  so  dass 

Ay  +  Bx  +  C  =  0. 

5.  Nimmt  man  statt  der  Gleichung  (4)  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades,  so  ist  die  dargestellte  Curve  auf  der  Fläche  die 
Durchschnittscurve  dieser  Fläche  mit  einer  Kegelfläche  vierter  Ord- 
nung, deren  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  fallt 
Die  Ordnung  dieser  Kegelfläche  steigt  bis  zur  2n**n,  wenn  die  Curve 
durch  eine  Gleichung  n*611  Grades  in  £  und  rj  dargestellt  wird. 

Eine  Curve  auf  der  Fläche  von  der  ersten  Ordnung  hängt  nur 
von  zwei  Constanten  ab  und  wird  durch  zwei  Punkte  auf  eine  einzige 
Weise  bestimmt.  Von  derselben  Anzahl  von  Constanten  hängt  die 
Gleichung  (7)  ab;  die  bezügliche  Ebene,  welche  durch  ihren  Durch- 
schnitt mit  der  gegebenen  Fläche  die  fragliche  Curve  bestimmt,  geht 
(was  unmittelbar  daraus  folgt,    dass  ihre  Gleichung  nur  zwei  lineare 

Constanten  r  und  p  hat)  durch  einen  von  diesen  Constanten  unab- 
hängigen festen  Punkt. 

Eine  Curve   auf  der  Fläche  von  der  zweiten  und  überhaupt  von 

der  wten  Ordnung  ist  bezüglich   durch  fünf  und   —  V"  2       beliebig  auf 

der  Fläche  angenommene  Punkte  auf  lineare  Weise  bestimmt;  durch 
ebenso  viele  Punkte  ist  es  auch  die  Kegelfläche  vierter  und  überhaupt 
2nUir  Ordnung,  welche  die  gegebene  Fläche  in  der  fraglichen  Curve 
schneidet. 

6.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  lasseu  sich  dadurch  noch 
vereinfachen,  dass  man  die  Axe  OZ  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
legt;  dann  verschwinden  die  Constanten  b  und  c,  und  je  nachdem  als- 
dann a  einen  endlichen  Werth  behält  oder  ebenfalls  verschwindet,  ist 
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die  Fläche  ein  Hyperboloid  oder  geht  in  ein  ParaboloTd  über.  Im 
ersten  Falle  können  wir  a  gleich  Eins  setzen.  Dies  giebt  für  die 
Gleichung  der  Flache: 

(8)  *(*  +  d)  +  pxy  =  0. 

Die  Axen  0  Y  und  0  X  sind  irgend  zwei  Linien  der  zwiefachen  Erzeu- 
gung der  Fläche;  ihr  Durchschnitt  0  ist  der  Scheitel  des  in  die 
dritte  Axe  OZ  fallenden  Durchmessers  des  Hyperboloids,  und  (—  d) 
ist  die  Länge  desselben.  Es  gehen  hier  die  Gleichungen  (2)  in  die 
folgenden  über: 

(2a)  S--d-*-,    ,--*•£, 

indem  man  zugleich  der  Kürze  wegen  —  =  d  setzt,  und  die  Gleichung 

der  Ebene  der  durch  (4)  dargestellten  Curven  ist: 

(7  a)  Cz  +  d{Ay  +  Bx  +  C)  =  0. 

Alle  durch  diese  Gleichung  bei  willkürlicher  Annahme  von*  A}  B}  C 
dargestellten  Ebenen  gehen  durch  den  festen  Punkt 

0  «=  —  d}    j/«0,     x  =  0; 

also  durch  den  turnten  Scheitel  S  des  durch  0  gehenden  Durchmessers 
der  Fläche.  Durch  denselben  festen  Punkt  gehen  also  auch  alle  bei 
beliebiger  Constantenannahme  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellten 
Curven.  Um  demnach  eine  solche  Curve  zu  construiren,  welche  durch 
zwei  gegebene  Punkte  auf  der  Fläche  geht,  braucht  man  bloss  eine 
Ebene  durch  diese  beiden  Punkte  und  zugleich  durch  den  festen  Punkt 
zu  legen;  diese  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  zu  construirenden 
Curve. 

7.  So  wie  man  zwei  beliebige  auf  dem  Hyperboloid  liegende  und 
in  irgend  einem  Punkte  desselben  sich  schneidende  gerade  Linien  als 
Coordinatenaxen  OX  und  OY  annehmen  kann  und  dann  der  feste 
Punkt  sogleich  sich  ergiebt,  so  lässt  sich  auch  umgekehrt  dieser  letztere 
von  vornherein  beliebig  annehmen  und  es  lassen  sich  danach  die 
Coordinatenaxen  bestimmen.  So  gelangen  wir  zunächst  zu  folgendem 
Resultate : 

Alle  Sätze  Über  gerade  Linien  in  der  Ebene  übertragen  sich  auf 
ebene  Curven,  die  auf  einem  Hyperboloid  liegen  und  die  alle  durch  einen 
auf  demselben  beliebig  angenommenen  festen  Punkt  gehen. 

Sobald  Curven  auf  der  Fläche  von  der  zweiten  und  von  höheren 
Ordnungen  nach  der  fünften  Nummer  geometrisch  bestimmt  worden  sind, 
lassen  sich  auch  auf  diese  Curven  die  analogen  Beziehungen  der  durch 
dieselben  Gleichungsformen  in  der  Ebene  dargestellten  Curven   über- 
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tragen.  Es  bestehen  z.  6.  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon 
gleichzeitig;  sammt  ihrer  ganzen  Erweiterung  (vgl.  die  vorhergehende 
Abhandlung:  „Note  sur  le  theoreme  de  Pascal").*)  Ich  beschranke 
mich  hier  auf  die  Aussage  der  Sätze  selbst. 

Wenn  man  in  und  um  eine  Curve  auf  einer  Fläche  von  der  zweiten 
Ordnung  auf  eben  dieser  Fläche  ein  Sechseck  beschreibt,  dessen  Seiten 
ebene  Curven  sind,  die  durch  irgend  einen  festen  Punkt  der  Fläche  gehen, 
so  liegen  einmal  die  drei  Durchschnittspunkte  der  drei  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  des  eingeschriebenen  Sechsecks  mit  dem  festen  Punkte  in 
derselben  Ebene  und  andrerseits  schneiden  sich  diejenigen  drei  ebenen 
Curven,  welche  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Winkelpunkte  des  um- 
schriebenen SecJisecks  mit  dem  festen  Punkte  verbinden,  ausser  in  diesem 
Punkte  noch  in  einem  zweiten  Punkte  der  Fläche. 

Den  ersten  der  beiden  Sätze  können  wir  auch  hier  aus  dem  allgemei- 
neren Satze  über  Curven  auf  der  Fläche  von  der  dritten  Ordnung,  die 
alle  in  demselben  neunten  Punkte  sich  schneiden,  wenn  sie  durch  acht 
gegebene  Punkte  gehen,  ableiten.  So  wie  in  der  Ebene,  wenn  fünf 
Punkte  eines  Kegelschnittes  gegeben  sind,  der  Pascal 'sehe  Satz  zur 
Construction  jedes  sechsten  Punktes  desselben  dienen  kann,  und  dieser 
Satz  hiernach  sogar  auch  als  Definition  der  Kegelschnitte  sich  hin- 
stellen lässt,  so  können  wir  auch  den  entsprechenden  Satz  als  Defini- 
tion der  Curven  auf  der  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung  zu  Grunde 
legen  und,  statt  von  der  Betrachtungsweise  der  fünften  Nummer  aus- 
zugehen, hiernach  diese  Curven  construiren. 

8.  Wenn  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  lässt  sich 
die   allgemeine  Gleichung  derselben  in  folgender  Weise  schreiben: 

(9)  xy  +  dz  =  0, 

und    man    erhält    alsdann    für    die   Gleichung    derjenigen   Ebene,  in 
welcher  die  Curve  auf  der  Fläche 

Arj  +  BZ  +  C^O 
liegt,  folgende: 

(7b)  Ay  +  Bx  +  C=0. 

Alle  Schnittebenen  also,  in  welchen  Curven  auf  der  Fläche  von 
der  ersten  Ordnung  liegen,  sind  den  Durchmessern  der  Fläche  parallel; 
was  mit  der  sechsten  Nummer  übereinstimmt. 

9.  Es  ist  überhaupt  klar,  dass  alle  Resultate,  zu  denen  wir  nach 
den  vorstehenden  Andeutungen  gelangen,  sobald  sie  sich  nicht  auf  die 
Natur   der   Fläche   als   einer  geradlinigen   beziehen,   für   alle   Flächen 

*)  [Vgl.  S.  413  dieser  Ausgabe.] 
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zweiter  Ordnung  unmittelbar  Geltung  behalten.  Es  kommt  dies  darauf 
hinaus,  die  beiden  geraden  Linien  OXund  OFin  der  Berührungsebene  der 
Flache  durch  zwei  imaginäre  gerade  Linien  zu  ersetzen,  das  heisst,  in 

den  Gleichungen  (8)  und  (9)  x  und  y  bezüglich  mit  (x  +  ccyY—  1) 

und  (x  —  ayY —  1    zu  vertauschen.  *) 

10.  Den  einfachsten  geometrischen  Gesichtspunkt  für  die  Ent- 
wicklungen der  früheren  Nummern  gewinnen  wir  auf  folgende  Weise. 
Wenn  wir  gerade  Linien,  die  in  irgend  einer  gegebenen  Ebene  liegen, 
auf  eine  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  projiciren  und  hierbei  zum 
Mittelpunkte  der  Protection  irgend  einen  festen  Punkt  der  Fläche 
selbst  nehmen,  so  sind  die  Projectionen  der  geraden  Linien  ebene 
Curven,  welche  durch  den  festen  Punkt  gehen.  Nehmen  wir  überdies 
für  die  Ebene  der  geraden  Linien  die  Tangentialebene  der  Fläche  in 
demjenigen  Punkte  an,  in  welchem  dieselbe  zum  zweiten  Male  von 
dem  durch  den  festen  Punkt  gehenden  Durchmesser  geschnitten  wird, 
ferner  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  in  welchen  die  Fläche  von 
der  Berührungsebene  geschnitten  wird,  zu  Coordinatenaxen  OX  und 
OY,  so  stellt,  was  unmittelbar  aus  dem  Schlussresultate  der  vierten 
Nummer  folgt,  dieselbe  Gleichung 

Ay  +  Bx+C  =  0 

in  der  Tangentialebene  XOT  eine  gerade  Linie  und  auf  der  Fläche 
(es  ist  hier  überflüssig  in  der  Bezeichnung  x  und  y  mit  j;  und  r\  zu 
vertauschen)  eine  ebene  Curve  dar:  von  beiden  ist  die  eine  die  Projec- 
tion  der  andern.  Denselben  Ooordinatenwerthen  entsprechen  also  zwei 
Punkte,  von  welchen  einer  die  Projection  des  andern  ist.  Derselben 
Gleichung  beliebigen  Grades  zwischen  x  und  y  entsprechen  Curven, 
von  denen  eine  ebenfalls  die  Projection  der  andern  ist.  Nennen  wir 
die  fragliche  Art  von  Projection,  indem  wir  die  Benennung  von  der 
Kugel  auf  beliebige  Flächen  zweiter  Ordnung  (hier  zunächst  auf  das 
einschalige  Hyperboloid)  übertragen,  stereographische  Projection,  so  ge- 
langen wir  zu  folgendem  Satze: 

Eine  beliebige  Curve  auf  einer  Fläche  jnoeüer  Ordnung  und  ihre 

*)  Durch  die  Andeutungen  des  Textes  werden  analytische  Entwicklungen 
hervorgerufen,  die  zu  verfolgen  uns  hier  zu  weit  führen  würde.  Die  Lage  eines 
Punktes  lässt  sich  auch  durch  die  Vermittlung  imaginärer  Coordinatenaxen  be- 
stimmen. Wir  könnten  uns  hierbei  der  gewöhnlichen  Verwandlungsformen  be- 
dienen, die  den  Uebergang  von  einem  Coordinatensysteme  zu  einem  andern  geben. 
Durch  eine  Gleichung  zwischen  imaginären  Coordinaten  kann  eine  reelle  Curve 
dargestellt  werden;  eine  Ellipse  zum  Beispiel,  indem  man  ihre  imaginären  Asymptoten 
zu  Coordinatenaxen  nimmt. 
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stereographische  Prqjedion  werden  beide  durch  eine  und  dieselbe  Gleichung 
dargestellt,  wenn  man  diejenigen  beiden  geraden  Linien,  in  welchen  die 
Fläche  von  der  Tangentialebene ,  auf  welche  wir  piqjicireny  geschnitten 
wird,  in  beiden  Fällen  m  Coordinatenaxen  nimmt 

11.  Es  seien  OX  und  OY  die  beiden  Coordinatenaxen  in  der 
Tangentialebene  XOY  (Fig.  66),  so  sind 

Xssss£  =  OP    und     y  =  ri°=OQ 

einerseits  die  Goordinaten  eines  Punktes  M  auf  der  Flache  und  andrer- 
seits seiner  stenographischen 
Projection  N.  Wenn  der  letzt- 
genannte Punkt  N  irgend  eine 
Curve  beschreibt,  deren  Glei- 
chung 
(10)        <p(y,x)  =  Q 

ist,  so  stellt  nach  dem  Vor- 
stehenden dieselbe  Gleichung 
die  stereographische  Projec- 
tion  dieser  Curve  auf  der 
Fläche  dar,  die  wir,  wenn  die 
Fläche  eine  geradlinige  ist, 
nach  der  ersten  Nummer  un- 
mittelbar construiren  können. 
Für  die  projicirende  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  S  der  Punkt 

(z  =  —  tf,  y  =  0,  x  =  0)  ist,  erhalten  wir   unmittelbar  nachstehende 

Gleichung: 

<")  »(.-¥riTj)-»< 

welche  sich,  wenn  man  z  verschwinden  lässt,   auf  die  Gleichung  (10) 
reducirt. 

Denselben  Punkt  M  auf  der  Fläche  kann  man  aber  nach  der 
dritten  Nummer  auch  dadurch  bestimmen,  dass  man  durch  die  gerade 
Linie  PQ  in  derselben  Berührungsebene  XOY  eine  zweite  Berührungs- 
ebene PQM  an  die  Fläche  legt  und  auf  dieser  den  Berührungspunkt 
nimmt.  Wenn  der  so  bestimmte  Punkt  M  wie  oben  auf  der  Fläche 
eine  Curve  beschreibt,  so  umhüllt  die  gerade  Linie  PQ  in  der  Ebene 
XOY  eine  Curve.     Bestimmen  wir  die  Linie  PQ  durch  ihre  Coordi- 

naten  -7  und     -,  das  heisst  durch  die  mit  entgegengesetztem  Zeichen 


Fig.  66. 


W 


W 


genommenen  reciproken  Werthe  derjenigen  beiden  Segmente,  die  von 
ihr  auf  den  beiden  Coordinatenaxen  0  X  und  0  Y  abgeschnitten  wer- 
den, so  dass  also 
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J_ 1_        u^ 1_ 

w  ^        OP'     ~w=        OQ 

ist,  und  nehmen  wir  ferner,  wie  früher,  x,  y  und  z  für   die  Coordi- 

natenwerthe  des  entsprechenden  Punktet  auf  der  Fläche  an,  so  geben 

die  Gleichungen  (2)  der  sechsten  Nummer: 

t         1    y  ,      u         l    x 

—  =  —  -2-     und     —  =       — . 

w  d     Z  W  0     z 

Die  in  der  Tangentialebene  von  der  Linie  PQ  umhüllte  Curve  lässt 
sich  durch  die  Gleichung  zwischen  —  und  —  : 

d2)  *(-;->  i)=o 

darstellen;  durch  dieselbe  Gleichung  also  auch  die  entsprechende  Curve 
auf  der  Fläche.  Der  Grad  der  letzten  Gleichung  bestimmt  die  Classe 
der  Curve  in  der  Tangentialebene;  wir  können  sagen,  die  Curve  auf 
der  Fläche  sei  von  eben  dieser  Classe.    Hiernach  heisst  eine  Curve  auf 

der  Flache  von  der  nton  Ordnung  und  m*6*  Classe,  wenn  ihre  Gleichung 

t  u 

(10)  in  x  und  y  vom  n*60  und  ihre  Gleichung  in    -  und  --  vom  m*** 

Grade  ist 

Wenn  man  in  die  letzte  Gleichung  für  —  und  —  ihre  Werthe  in 

°  w  w 

ac,  y  und  z  setzt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Curve  auf  der 
Pläche  folgende  Gleichung: 

w  ♦(i:-i-*.)-o. 

welche  eine  Kegelfläche  darstellt,  deren  Mittelpunkt  in  den  Beruh- 
irungspunkt  0  fällt  und  deren  Ordnung  dieselbe  ist  wie  die  Classe  der 
Curve  auf  der  Fläche. 

Wenn  eine  beliebige  algebraische  Curve  auf  der  Fläche  gegeben 
ist,  so  bestimmt  die  Ordnung  der  stereographisch  projicirenden  Kegel- 
fläche (deren  Mittelpunkt  S  ist)  die  Ordnung  der  Curve;  und  die  Ord- 
nung der  durch  dieselbe  gelegten  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  der 
Berührungspunkt  0  ist,  bestimmt  die  Classe  der  Curve.  Die  Ordnung 
einer  Curve  auf  der  Fläche  ist  die  Ordnung  ihrer  stereographischen 
Projection;  die  Classe  derselben  ist  die  Classe  der  ebenen  Curve,  in 
welcher  diejenige  Abwicklungsfläche,  welche  die  gegebene  Fläche  in 
der  fraglichen  Curve  berührt,  die  Berührungsebene  in  0,  auf  welche 
stereographisch  projicirt  wird,  schneidet.  Die  Definition  von  Ordnung 
und  Classe  der  Curven  auf  der  gegebenen  Fläche  hängt  hiernach  von 
der  Annahme  der  Coordinatenaxen  OX  und  OF  ab;  Ordnung  und 
Classe  vertauschen  sich  gegenseitig,  wenn  man  die  Punkte   0  und  S 
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mit  einander  vertauscht  und  also  S  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
nimmt. 

12.  Wenn  die  Classe  der  Curve  auf  der  Fläche  die  erste  ist,  so 
gehen  alle  geraden  Linien  PQ  durch  denselben  Punkt  in  der  Ebene 
XOY,  und  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (13)  dargestellte  Kegel- 
fläche reducirt  sich  alsdann  auf  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Ebene:  auf  die  Polarebene  des  eben  bezeichneten  Punktes.  Die  Curve 
auf  der  Fläche  ist  irgend  eine  ebene  Curve,  die  durch  den  Punkt 
0  geht. 

Wenn  die  Kegelfläche  (13)  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  schneidet 
sie  die  gegebene  Fläche  in  einer  Curve  zweiter  Ctosse,  und  die  dieser 
entsprechende  Abwicklungsfläche  schneidet  die  Tangentialebene  in  dem 
Punkte  0  (dem  Mittelpunkte  jener  Kegelfläche  (13)),  in  einem  Kegel- 
schnitte. Im  Allgemeinen  ist  die  Curve  zweiter  Classe  auf  der  Flache 
nicht  zugleich  auch  von  der  zweiten  Ordnung,  sondern  im  Allgemeinen 
von  der  vierten  Ordnung.  Die  durch  dieselbe  gehende  projicirende 
Kegelfläche  mit  dem  Mittelpunkte  in  S  ist  also  im  Allgemeinen  eben- 
falls nicht  von  der  zweiten  Ordnung;  sie  ist  es  nur  in  dem  besonde- 
ren Falle,  wenn  die  Curve  auf  der  Fläche  eine  ebene  Curve  ist.  Eine 
solche  Curve  ist  also  im  Allgemeinen  gleichzeitig  von  der  zweiten 
Ordnung  und  von  der  zweiten  Classe;  und  umgekehrt,  jetfe  Curve  zweiter 
Ordnung  und  Classe  ist  eine  ebene  Curve. 

Die  stereographische  Projection  einer  ebenen  Curve  auf  der  Flache 
ist  ein  erster  Kegelschnitt  (10).  Die  dieser  Curve  entsprechende  Ab- 
wicklungsfläche ist  eine  die  gegebene  Fläche  in  der  ebenen  Curve  be- 
rührende Kegelfläche  zweiter  Ordnung  und  schneidet  die  Tangential- 
ebene in  0  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  (13).  Nehmen  wir 
hiernach  für  die  Gleichung  jenes  ersten  Kegelschnitts  statt  der  (10) 

folgende : 

Ay2  +  Bxy  +  Cx*  +  Dy  +  Ex  +  F  =  0, 

so  muss,  wemi  man  y  und  x  bezüglich  mit  f )  und  ( —  j  ver- 
tauscht, auch  die  resultirende  Gleichung  (13),  damit  sie  den  zweiten 
Kegelschnitt  darstelle,  vom  zweiten  Grade  in  —  und  —  bleiben.    Dies 

erfordert  aber,  dass  die  Coefficienten  A  und  C  in  der  vorstehenden 
Gleichung  verschwinden;  weshalb  denn  der  erste  Kegelschnitt  durch 
folgende  Gleichung  in  Punktcoordinaten: 

(14)  Bxy  +  Dy  +  Ex  +  F  —  0, 

und  der  zweite  Kegelschnitt  durch  folgende  Gleichung  in  Linien- 
coordiuaten: 
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^16)  Bto*  —  Dtw  —  Euw  +  Ftu  =  0 

dargestellt  wird. 

Eine  ebene  Cnrve  auf  der  Fläche  hängt,  wenn  diese  gegeben  ist, 
aar  noch  von  drei  Constanten  ab;  von  denselben  Constanten  wie  die- 
jenige Ebene,  in  welcher  sie  liegt.  Darum  hängen  ebenfalls  auch  die 
Kegelschnitte  (14)  und  (15),  durch  deren  Vermittelung  wir  ebenfalls 
die  ebene  Curve  bestimmen  können,  nur  von  drei  linearen  Constanten 
ab.  Alle  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellten  Kegelschnitte  haben, 
was  ihre  Gleichung  unmittelbar  zeigt,  Asymptoten,  die  den  beiden 
Coordinatenaxen  parallel  sind;  sie  sind  mit  andern  Worten  ähnliche 
and  ähnlich  liegende  Kegelschnitte. 

Die  stereographischen  Frqjectionen  der  ebenen  Curven  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zweiter  Ordnung  sind  untereinander  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Kegelschnitte,  deren  Asymptoten  denjenigen  beiden  geraden  Linien 
parallel  sind,  in  welchen  die  gegebene  Fläche  von  der  sie  berührenden 
Bildebene  geschnitten  wird. 

Die  Gleichung  (15)  wird  befriedigt,  wenn  einerseits  w  und  t  und 
andrerseits  w  und  u  gleichzeitig  verschwinden;  das  heisst,  es  wird  der 
bezügliche  Kegelschnitt  von  den  beiden  Coordinatenaxen  OX  und  OY 
berührt.  Erwägen  wir  hier,  dass  alle  Kegel  zweiter  Ordnung,  die 
einer  gegebenen  Fläche  dieser  Ordnung  umschrieben  sind,  diese  Fläche 
in  einer  ebenen  Curve  berühren,  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

AUe  einer  gegebenen  Fläclie  zweiter  Ordnung  umschriebenen  Kegel- 
flächen schneiden  irgend  eine  gegebene  feste  Tangentialebene  derselben  in 
solchen  Curven  zweiter  Classe,  welche  sämmtlich  diejenigen  beiden  geraden 
Linien,  in  welchen  die  Fläche  von  ihrer  Tangentialebene  geschnitten  wird, 
berühren. 

13.  Wenn  die  gegebene  Fläche  nicht  durch  die  Bewegung  einer 
geraden  Linie  beschrieben  werden  kann,  so  sind  die  stereographischen 
Projectionen  der  auf  ihr  liegenden  ebenen  Curven  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Ellipsen,  deren  Axen  den  Axen  derjenigen  Ellipsen,  in  wel- 
chen die  Flache  von  den  der  Bildebene  parallelen  Ebenen  geschnitten 
wird,  parallel  sind.  Ein  specieller  Fall  verdient  hier  eine  besondere 
Aufmerksamkeit;  derjenige  nämlich,  wo  einer  der  beiden  Kreispunkte 
der  Fläche  Mittelpunkt  der  Projection  S  und  also  der  andere  der- 
jenige Punkt  0  ist,  in  welchem  die  Fläche  von  der  Bildebene  berührt 
wird.  Dann  sind  alle  stereographischen  Projectionen  Kreise,  von 
denen  man  sagen  kann,  dass  sie  unendlich  viele  Asymptoten  haben, 
deren  jedes  Paar  durch  die  Doppelgleichung 

y±xY~—l~Of 
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die  keine  bestimmte  (imaginäre)  Richtung  mehr  angiebt,  dargestellt 
wird. ')  Ferner  sind  alsdann  die  Durchschnittscnryen  der  umschriebenen 
Kegelflächen  mit  der  Bildebene  solche  Kegelschnitte,  die  den  Kreis- 
punkt 0  zu  einem  ihrer  beiden  Brennpunkte  haben,  die,  wie  bekannt, 
dadurch  bestimmt  werden,  dass  in  ihnen  unendlich  viele  (imaginäre) 
Tangenten  sich  schneiden.*) 

Die  stereographischen  Projectionen  aller  ebenen  Curven  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zweiter  Ordnung  sind  Kreise,  wenn  ein  Kreispunkt  dieser 
Fläche  zum  ProjectionsmütelpunJct  genommen  wird. 

In  dem  Falle  der  Kugel  ist  jeder  Punkt  derselben  ein  Kreispunkt; 
und  somit  gelangen  wir  zu  demjenigen  Satze,  welcher  dem  Ptolemäi- 
schen  Projectionsyerfahren  zu  Grunde  liegt. 

Alle  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  umschriebenen  Kegel- 
flächen  werden  von  der  Tangentialebene  in  einem  Kreispunkte  derselben 
in  solchen  Curven  zweiter  Classe  geschnitten,  deren  einer  Brennpunkt  mit 
diesem  Kreispunkte  zusammenfallt 

Auf  die  Kugel  übergehend,  können  wir  jede  beliebige  Tangential- 
ebene zur  schneidenden  Ebene  nehmen.  Dann  giebt  der  Satz  den 
von  Quetelet  zuerst  mitgetheilten  Satz,  dass,  wenn  man  einem  Rota- 
tionskegel zwei  Kugeln  einschreibt,  die  gleichzeitig  eine  gegebene 
Ebene  berühren,  die  beiden  Berührungspunkte  zugleich  die  Brennpunkte 
des  durch  diese  Ebene  bestimmten  Kegelschnitts  sind.2) 

14.  Die  allgemeine  Gleichung  (11)  der  projicirenden  Kegelfläche 
verwandelt  sich  in  dem  fraglichen  Falle,  dass  die  Curve  auf  der  Fläche 
eine  ebene  Curve  ist  und  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellt  wird,  in 
folgende: 

*)  Ich  habe  dies  zuerst  im  zweiten  Bande  meiner  „Analytisch-geometrischen 
Entwicklungen"   (S.  64)  gezeigt   und  daran  die  Definition  der  Brennpunkte   ge- 
knüpft.   Dann  habe  ich  ferner  nachgewiesen,  dass  es  auch   für  Curven  höherer 
Ordnung   entsprechende   Punkte   giebt,  und    diese   Punkte    allgemein   bestimmt 
(„Ueber  solche  Punkte,  die  bei  Curven  einer  höheren  Ordnung  als  der  zweiten 
den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte  entsprechen".  [Vgl.  S.  290  dieser  Ausgabe.]) 
Auch  im  Räume  finden  analoge  Beziehungen  statt.    Bei  Flächen  zweiter  Ordnung 
vertreten  die  drei  Focalcurven  (die  FocalellipBe ,  die  Focalhyperbel  und  die  ima- 
ginäre Focalcurve)    das  System    der  beiden  reellen  und  das  System  der  beiden 
imaginären  Brennpunkte  der  Kegelschnitte.    Ich  habe  gezeigt  („System  der  Geo- 
metrie des  Raumes"  S.  333)  dass  die  unendlich  vielen  imaginären  Ebenen,  welche 
durch  eine  beliebige  Tangente  einer  Focalcurve  gehen   (so  wie  zwei  imaginäre 
gerade  Linien  in  einem  reellen  Punkte  sich  schneiden  können,  so   können  sieb 
auch  zwei  imaginäre  Ebenen  in  einer  geraden  Linie  schneiden),  sämmtlich  Tan- 
gentialebenen der  Fläche  sind. 
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und  die  allgemeine  Gleichung  der  durch  dieselbe  Curve  gehenden 
Kegelfläche  (15)  wird 

(17)  Fxy  -  Edxz  —  Bdyz  +  Bd*z*  —  0. 

Um  die  Ebene,  in  welcher  die  Curve  auf  der  Fläche  liegt,  zu  be- 
stimmen/ braucht  man  nur  eine  dieser  beiden  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  gegebenen  Fläche  selbst,  nämlich  mit 

(8)  z(z  +  d)  +  iLxy=0 

zusammenzustellen.  Eliminirt  man  demnach  xy  zwischen  den  beiden 
letzten  der  vorstehenden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  den 
alsdann  hervortretenden  gemeinschaftlichen  Factor  z  vernachlässigt  und 
berücksichtigt,  dass  \l  d  =  d  ist,  folgende  Gleichung 

(18)  (F  -  Bdö)z  +  d(Dy  +  Ex  +  F)  =  0 

m 

für  die  zu  bestimmende  Ebene.  Diese  Ebene  schneidet  die  Bildebene 
in  der  geraden  Linie,  deren  Gleichung 

(19)  Dy  +  Ex  +  JF  =  0 

ist.  — 

Der  Mittelpunkt  der  umschriebenen  Kegelfläche,  welche  die  ge- 
gebene Fläche  in  der  fraglichen  ebenen  Curve  berührt,  ist  der  Pol 
der  Ebene  (18)  in  Beziehung  auf  die  Fläche  (8).  Für  die  Coordinaten 
dieses  Pols,  die  wir  durch  zwei  Accente  unterscheiden  wollen,  ergiebt 
sich  in  bekannter  Weise: 

s"+d  =  Bd¥-^Bid,     y"=-E  F+Bdö'     X"=-D  F+Bdd' 

Projicirt  man  den  so  bestimmten  Punkt  und  nennt  die  Coordinaten 
seiner  Protection  y°  und  x°,  so  verhält  sich  offenbar 

z"+  d:y":  x"=  Bd  :  —  E  :  -  D  =  d:y°:x°, 
so  dass 

(20)  y°  =  -  J     und     x°  =  -  J-  ist. 

15.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Beziehung  der  geraden  Linie  (19) 
und  des  Punktes  (20)  zu  jedem  der  beiden  Kegelschnitte  (14)  und 
(15)  nachzuweisen.  Der  erste  dieser  beiden  Kegelschnitte  schneidet 
(was  die  Form  seiner  Gleichung  zeigt)  die  beiden  Coordinatenaxen 
OX  und  OY  in  denjenigen  beiden  Punkten,  durch  welche  auch  äie 
Linie  (19)  geht.  (Für  geradlinige  Flächen  ergiebt  sich  dies  auch  aus 
unmittelbarer  Anschauung,  indem  in  diesen  beiden  Punkten  die  zu 
projicirende  Curve  die  Bildebene  schneidet.)  Diese  gerade  Linie  ist 
demnach  die  gemeinschaftliche  Chorde  des  Systems  der  beiden  durch 
den  Punkt  0  gehenden  (reellen  oder  imaginären)  geraden  Linien,  in 
welchen   die   Fläche    von    der   Bildebene    geschnitten    wird,  und    der 
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stenographisch  auf  diese  Ebene  projicirten  Curve  (14).  Eine  solche 
Chorde  ist,  wie  bekannt,  der  Polare  des  Punktes  0  in  Beziehung  anf 
dieselbe  Curve  parallel,  liegt  aber  diesem  Punkte  doppelt  so  nah;  sie 
kann  demnach  auch  für  den  Fall,  dass  die  Projectionen  Ellipsen  sind, 
construirt  werden.  Wenn  insbesondere  die  Ebene  der  Curve  auf  der 
Fläche  in  eine  Tangentialebene  dieser  letzteren,  die  Curve  selbst  also 
in  ein  System  von  zwei  reellen  geraden  Linien  oder  in  einen  Punkt 
(ein  System  von  zwei  imaginären  geraden  Linien)  übergeht,  so  begeg- 
nen wir  dem  Satze,  dass  die  stereographische  Protection  irgend  eines 
Punktes  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  der  Berührungs- 
punkt in  der  Bildebene,  von  der  Tangentialebene  in  jenem  Punkte  und 
insbesondere  von  ihrer  Durchschnittslinie  mit  der  Bildebene  gleich  weit 
abstehen.  Wenn  die  stereographischen  Projectionen  Kreise  sind,  so 
ergeben  sich  mancherlei  particuläre  Beziehungen. 

Die  directe  Discussion  der  Gleichung  (15)  lehrt,  dass  dieselbe 
gerade  Linie  (19)  diejenigen  beiden  Punkte  verbindet,  in  welchen  der 
bezügliche  Kegelschnitt  die  beiden  Ooordinatenaxen  berührt.  Diese 
immer  reelle  gerade  Linie,  in  welcher  die  Bildebene  von  der  Ebene 
der  Curve  auf  der  Fläche  geschnitten  wird,  ist  die  Polare  des  Punktes 
0  in  Beziehung  auf  den  fraglichen  Kegelschnitt  (15).  Sie  ist  ins- 
besondere die  zum  Brennpunkte  0  gehörige  Directrix  dieses  Kegel- 
schnitts, wenn  die  Fläche  von  der  Bildebene  in  einem  Kreispunkte 
berührt  wird,  oder  insbesondere  eine  Kugel  ist. 

16.  Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  stereographisch  pro- 
jicirten Kegelschnittes  (14)  sind 

E  ,  B 

y=-B   und  x — *' 

Aus  der  Uebereinstimmung  dieser  Werthe  mit  den  Coordinatenwerthen 
(20)  folgt,  dass  dieser  Mittelpunkt  die  Projection  des  Mittelpunkts 
derjenigen  Kegelfläche  ist,  welche  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  der  ihr  aufgeschriebenen  Curve  berührt.  Wenn  ich  nicht  irre,  hat 
Herr  Chasles  diesen  Satz  bereits  in  Liouville's  Journal  gegeben.*) 
Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  durch  die  Gleichung  (15) 
in  Liniencoordinaten  dargestellten  Curve  zweiter  Classe  sind,  wie  bekannt, 

rE  \  B 

und  E  B 

y—-B'       X=~B' 

sind  die  Coordinatenwerthe  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  beiden 
den  beiden  Coordinatenaxen  parallelen  Tangenten  des  fraglichen  Kegel- 

•)  [Vgl.  Band  7,  S.  272.] 
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Schnitts  (15)  sich  schneiden.  Dieser  Durchschnittspunkt  fällt  also  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Curve  (14)  und  mit  der  Projection  des  Mittel- 
punktes der  umschriebenen  Kegelfläche  zusammen.  Wenn  die  Bild- 
ebene die  gegebene  Fläche  in  einem  Kreispunkte  berührt,  oder  wenn 
letztere  insbesondere  eine  Kugel  ist,  so  ist  der  fragliche  Punkt  der 
zweite  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  (15). 

17.  Wenn  man  die  zuletzt  gewonnenen  Resultate  zusammenfasse 
so  ergiebt  sich  nachstehender  Satz: 

Wenn  man  auf  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  ebene  Curven 
und  um  dieselben  die  entsprechenden  Kegelflächen  beschreibt  und  dann 
femer  eine  beliebige  Tangentialebene  als  Bildebene  der  stereographischen 
Projection  nimmt,  so  schneiden  die  Ebenen  der  aufgeschriebenen  Curven 
diese  Bädebene  in  geraden  Linien,  welche  einerseits  die  gemeinschaftlichen 
Chorden  des  Systems  der  beiden  (reellen  oder  imaginären)  DurcJischnitts- 
Unien  der  Fläche  mit  der  Bildebene  und  der  stereographiscli  projicirten 
Curven,  andrerseits  die  Polaren  des  Berührungspunktes  in  der  Bildebene 
in  Besiehung  auf  die  Durchschnittscurven  dieser  Ebene  mit  den  umschrie- 
benen Kegelflächen  sind.  Es  sind  ferner  die  Prqjectionen  der  Mittelpunkte 
der  umschriebenen  KegelfläcJien  einerseits  auch  die  Mittelpunkte  der  stereo- 
graphisch  projicirten  Curven,  und  andrerseits  diejenigen  Punkte ,  in  wel- 
chen sswei  Tangenten  der  Durchschnittscurven,  welche  den  durch  den  Be- 
rüftrungspunkt  in  der  Bildebene  gehenden  Tangenten  parallel  sind,  sich 
schneiden. 

Wenn  die  stereographischen  Projectionen  insbesondere  Kreise  sind, 
so  sind  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  zugleich  auch  die  zweiten  Brenn- 
punkte derjenigen  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Bildebene  von  den  ent- 
sprechenden umschriebenen  Kegelflächen  geschnitten  wird,  und  sie  lassen 
sich,  wie  im  allgemeinen  Falle,  als  die  Prqjectionen  der  Mittelpunkte 
dieser  Kegelflächen  construiren.  In  derselben  Voraussetzung  schneiden  die 
Ebenen  der  aufgeschriebenen  Curven  die  Bildebene  in  geraden  Linien, 
welche  einerseits  die  gemeinschaftlichen  Chorden  des  Berührungspunktes  in 
der  Bildebene  und  der  Projectionskreise ,  andrerseits  die  Directricen  der 
fraglichen  Durchschnittscurven  sind,  welche  dem  in  diesen  Berührungspunkt 
feilenden  Brennpunkte  zugehören. 

Hier  ist  nicht  der  Ort,  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen.*) 

*)  Nor  eine  einzelne  Andeutung  füge  ich  in  dieser  Note  noch  hinzu. 

Je  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  in  einer  ebenen  Curve  sich  schneiden, 
schneiden  sich  ausserdem  noch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Es  ist  dieses  der 
Fall  der  beiden  Kegelflächen  (16)  und  (17).  Die  zweiten  ebenen  Durchschnitts  - 
curven  jeder  dieser  beiden  Kegelflachen  und  der  gegebenen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung reduciren  sich  auf  zwei  Paare  (reeller  oder  imaginärer)  gerader  Linien,  die 
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18.  Die  einfache  lineare  Coordinatenbestimmung,  die  ich  in  den 
ersten  Nummern  der  gegenwärtigen  Abhandlung  gegeben  habe,  begründet 
eine  analytische  Geometrie  für  geometrische  Oerter,  die,  statt  in  einer 
Ebene  zu  liegen,  einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  auf- 
geschrieben sind.  Eine  Menge  von  analytisch -geometrischen  Fragen 
treten  uns  hier  von  selbst  entgegen;  ich  bin  aber  in  keine  derselben 
eingegangen.    Andrerseits  entsprechen  jedem  neuen  Coordinatensysteme 


in  denjenigen  beiden  parallelen  Ebenen  liegen ,  welche  die  Fläche  in  den  beiden 
Punkten  0  und  S  berühren.  Wenn  endlich  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  der- 
selben ebenen  Curve  sich  schneiden,  so  gehen  diejenigen  drei  Ebenen,  welche  die 
übrigen  ebenen  Durchschnittscurven  je  zweier  der  drei  Flachen  enthalten,  durch 
dieselbe  gerade  Linie,  oder  sind  insbesondere  parallel.  Die  Durchschnittscam 
der  beiden  Kegelflächen  liegt  also  in  einer  Ebene,  die  den  Tangentialebenen  in 
0  und  S  parallel  ist.  Um  diese  Ebene  analytisch  zu  bestimmen,  wollen  wir- die 
Gleichungen  der  beiden  Kegelflächen  folgendergestalt  schreiben: 

(16)  Bd*xy  +  Ddy(z  +  d)  +  Edx(z  +  d)  +  F(z  +  d)*  —  0, 

(17)  Fxy  —  BByz  —  E6xz  +  B8*z*  =  0, 

und  dann,  nachdem  wir  die  erste  mit  F%  die  zweite  mit  Bd*  multiplicirt  haben, 
von  einander  abziehen.  Der  resultirenden  Gleichung  lässt  sich  alsdann  folgende 
Form  geben: 

{(F  —  Bdö)z  +  d(Dy  +  Ex+  F))  {F  +  Bdö)z  +  Fd\  =0, 

und  sie  lässt  sich  in  die  folgenden  beiden  Gleichungen  auflösen: 

(18)  (F  —  Bdd)z  +  d(Dy  +  Ex  +  F)  =  0    und    (F+  Bd6)e  +  Fd  ~  0. 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  die  Ebenen  der  Durchschnittscurven  der  beiden 
Kegelflächen  (16)  und  (17)  dar.  Die  durch  die  zweite  Gleichung  dargestellte 
Ebene  ist  der  Bildebene  parallel  und  giebt  für  ihren  Abstand  von  dieser: 


z  \d  ^    Ff 


Jede  solche  der  Bildebene  parallele  Ebene  schneidet  die  gegebene  Fläche  zweiter  ~ 
Ordnung  und  die  beiden  Kegelflächen  (16)  und  (17)  in  ähnlichen  und  ähnlich  lie-  - 
genden  Kegelschnitten,  und  wenn  insbesondere  die  beiden  Punkte  O  und  S  dia-  — 
metral  gegenüberliegende  Kreispunkte  der  gegebenen  Fläche  sind,  in  Kreisen.  Es  je 
ist  hieraus  ersichtlich,  dass,  wenn  man  jede  ebene  Curve  auf  dieser  Fläche  durch  m 
eine  zweier  solcher  Kegelflächen,  deren  Mittelpunkte  die  beiden  Scheitel  O  und  M 
8  desselben  Durchmessers  sind,  auf  die  andre  derselben  projicirt,  alle  Projectionen  -c: 
unter  sich  und  mit  den  stereographischen  Projectionen  der  aufgeschriebenen  m. 
Curven  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  sind.  Wenn  die  neuen  Pro-  — - 
jectionen   in  einer  und  derselben  Ebene  liegen  sollen,  so  muss  der  Werth  des  e 

Quotienten         unverändert  bleiben  und  also,  nach  der  14.  Nummer,  auch  i,"  den-  — 

selben  Werth  behalten.     Die  aufgeschriebenen  Curven  sind    alsdann    diejenigen,«- 
in  welchen  die  gegebene  Fläche  von  solchen  umschriebenen  Kegelflächen  berührt^" 
wird,    deren  Mittelpunkte   sämmtlich    in    einer   der  Bildebene   parallelen  Ebenes» 
liegen.     Die  Ebenen  der  aufgeschriebenen  Curven  gehen  also  sämmtlich  durch«^ 
einen  und  denselben  Punkt  des  durch  0  und  S  gehenden  Durchmessers  der  Flache.  — 
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neue  Uebertragungsprincipien.  Denn  diese  sind  in  der  allgemeinsten 
Begriffsbestimmung  nichts  anderes  als  unmittelbare  gegenseitige  Bestim- 
mung der  geometrischen  Deutungen  einer  und  derselben  analytischen  Ent- 
wicklung in  verschiedenen  Coordinatenbestimmungen.  Im  vorliegenden 
Falle  sind  wir  unerwartet  und  ungesucht  zu  der  allgemeinsten  Auf- 
fassung der  stereographischen  Projection  und  dabei  zu  einigen  neuen 
Resultaten  gelangt,  welche  auch  für  nicht  geradlinige  Flächen  ihre  volle 
Geltung  behalten.  Ich  schliesse  bei  dieser  Gelegenheit  mit  einer  all- 
gemeinen Bemerkung,  für  welche  sich  Beispiele  in  dem  Vorstehenden 
finden  und  die  wir  gelegentlich  weiter  durch  Beispiele  unterstützen 
werden:  dass  nämlich,  wenn  man  von  der  Betrachtung  der  geradlinigen 
Flachen  zweiter  Ordnung  ausgeht,  manche  Sätze  sich  unmittelbar 
ergeben,  die  versteckt  bleiben,  wenn  man  zunächst  nur  Ellipsoide  als 
Repräsentanten  der  Flächen  dieser  Ordnung  vor  Augen  hat. 


Plttckor,  Werke.  I.  28 


30. 

Ueber  eine  neue  mechanische  Erzeugung  der  Fliehen  zweiter 

Ordnung  und  Classe. 

(Crelle's  Journal,  Band  34,  S.  357—359.  1847.) 

1.  Neben  die  bekannte  Monge'sche  Erzeugung  eines  einschaligen 
Hyperboloids  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie,  die  in  allen 
ihren  Lagen  drei  gegebene  gerade  Linien  schneidet,  habe  ich  in  meinem 
Systeme  der  Geometrie  des  Baumes  folgende  zweite  gleich  einfache 
Erzeugung  der  Fläche  gestellt.*) 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Linien  und  ein  Funkt,  durch 
welchen  nach  allen  Richtungen  gerade  Linien  gehenf  gegeben  sind,  so 
können  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  in  irgend  eine  andre  gegen- 
seitige Lage  gebracht  werden,  ohne  dass  auf  ihnen  die  Punkte,  in  welchen 
sie  von  den  übrigen  geraden  Linien  geschnitten  werden,  eine  andre  Lage 
annähmen;  alsdann  verwandelt  sich,  wenn  die  beiden  gegebenen  geraden 
Linien  nicht  mehr  in  derselben  Ebene  liegen,  diese  Ebene  im  Allgemeinen 
in  ein  einschaliges  Hyperboloid,  und  jene  beiden  geraden  Linien  gehören  der 
einen,  die  übrigen  der  andern  Erzeugung  dieser  Fläche  an. 

Die  Erzeugung  der  Fläche  lässt  sich  auch  leicht  auf  mechani- 
schem Wege  zur  Anschauung  bringen.  Man  nehme  zu  diesem  Ende 
zwei  dünne  Stäbe  AZ  und  A' Z'  (Fig.  67),  befestige  in  möglichst 
vielen  beliebigen  Punkten  L,  M,  N,  0,  P,  Q  . .  .  des  ersten  Stabes  die 
Fäden  LL',  MM',  NN',  00',  PP',  QQ',...  und  führe  dieselben  durch 
Durchbohrungen  des  zweiten  Stabes,  welche  in  den  Punkten  M',  N', 
0',  P',  Q',  .  .  so  angebracht  sind,  dass  alle  Fäden,  wenn  sie  durch 
Gewichte  gespannt  werden,    in   demselben  Punkte  &   sich   schneiden. 

*)  Vergl.  den  fünften  Paragraphen  der  Discussion  der  Flachen  zweiter  Ord- 
nung und  Classe.     Discussion  der  Gleichungsform 

tu  =  flVW 

in  der  zwiefachen  Coordinatenbestimmung.     S.  99  - 134. 
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endert  man  alsdann  die  Lage  des  zweiten  Stabes  gegen  den  ersten 
irch  beliebige  Verschiebung  und  Drehung  desselben  im  Räume,  so 
ilden  die  Fäden  nach  der  Lagenänderung  im  Allgemeinen  ein  ein- 
maliges Hyperboloid.  Die  beiden  Stäbe  vertreten  zwei  Linien  von 
;r  einen  Erzeugung,  die  Fäden  die  Linien  von  der  andern,  und  jede 
srade  Linie,  welche  drei  Fäden  schneidet,  schneidet  alle  und  ist  eine 


—  z 


Fig.  67. 

»ue  Linie  von  der  ersten  Erzeugung.  Jeder  neuen  Lagenänderung 
itspricht  ein  neues  Hyperboloid,  welches  auch  in  ein  Paraboloid  über- 
ihen  kann.  Bleiben  die  beiden  Stäbe  (Fig.  67  und  68)  nach  der 
igenänderung  in  derselben  Ebene,  so  umhüllen  die  Fäden  im  All- 
»meinen  einen  Kegelschnitt, 
>r  überdies  von  den  beiden 
üben  berührt  wird.  Man 
um  auch  umgekehrt  von 
nem  gegebenen  Hyperbo- 
lde  ausgehend,  irgend  zwei 
inien  von  der  einen  Erzeu- 
ing  für  die  beiden  Stäbe 
id  die  Linien  von  der  an- 
$rn  Erzeugung  für  die  Fäden 
dunen.  Durch  continuirliche 
jwegung  des  einen  Stabes  gegen  den  andern  gestaltet  sich  das  gege- 
bne Hyperboloid  continuirlich  in  andre  Hyperboloide  um,  die  zuletzt, 
enn  die  beiden  Stäbe  in  dieselbe  Ebene  gelangen,  in  einen  Kegel- 
hnitt  übergehen  und  die,  wenn  insbesondere  zwei  sich  entsprechende 
unkte  N  und  N'  der  beiden  Stäbe  in  einen  Punkt  zusammenfallen, 
das  System  dieses  und  eines  zweiten  Punktes  &  ausarten. 
2.   Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete   einschalige  Hyperboloid 

28* 
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stellt  sich  als  Fläche  zweiter  Classe  dar  und  kann  daher  auch  in  einen 
Kegelschnitt  und  in  ein  System  von  zwei  Punkten  ausarten.  Die  be- 
sprochene Erzeugung  ist  aber  nicht  mehr  auf  Kegelflächen  anwendbar. 
Neben  dieser  Erzeugung  mtiss  das  Princip  der  Beciprocitat  eine  zweite 
liefern,  bei  welcher  das  einschalige  Hyperboloid  als  Fläche  zweiter 
Ordnung  sich  darstellt,  und  kann  daher  auch  in  eine  Kegelfläche  und 
ein  System  von  zwei  Ebenen  ausarten.  Diese  zweite  Erzeugung  ver- 
liert ihre  Anwendbarkeit  bei  Kegelschnitten.  Während  die  geraden 
Linien,  welche  das  Hyperboloid  bilden,  in  dem  Vorstehenden  durch 
zwei  Pupkte,  die  sie  verbinden,  bestimmt  werden,  stellen  sie  sich  in 
dem  Nachstehenden  als  die  Durchschnittslinien  zweier  Ebenen  dar. 

Wenn  zwei  gerade  Linien  A  und  A'  gegeben  sind,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  C  gehen,  so  lassen  sich  durch  diese  beiden  geraden 
Linien  unendlich  viele  Systeme  zweier  Ebenen  legen,  deren  Durchschnitts- 
linie F  in  eine  durch  den  Punkt  C  gehende  gegebene  Ebene  B  fallt,  und 
auch  selbst  durch  C  geht  Bringt  man  die  beiden  Linien  A  und  A!  in 
irgend  eine  andre  gegenseitige  Lage,  während  die  durch  jede  derselben 
gehenden  und  mit  ihr  als  fest  verbunden  betrachteten  Ebenen  sich  gleich- 
zeitig mit  fortbewegen,  so  verwandelt  sich  der  geometrische  Ort  für  die 
Linie  F,  der  ursprünglich  die  Ebene  B  war,  in  eine  geradlinige  Fläche 
von  der  zweiten  Ordnung.  Wahrend  die  Linie  F  in  ihren  verschiedenen 
Lagen  der  einen  Erzeugung  angehört,  gehören  die  Linien  A  und  A'  in 
ihrer  neuen  Lage  der  andern  Erzeugung  an. 

3.  Die  Monge'sche  Erzeugung  der  Fläche  verdoppelt  sich  nicht 
durch  das  Princip  der  Reciprocität.  Dieses  Princip  führt  nur  auf  die 
ursprüngliche  Construction  wieder  zurück;  denn  es  ist  in  geometrischer 
Beziehung  offenbar  gleichbedeutend,  eine  gerade  Linie  den  Bedingungen 
zu  unterwerfen,  dass  sie  einmal  jede  von  drei  gegebenen  geraden 
Linien  schneidet,  das  andere  mal  mit  jeder  von  drei  gegebenen 
geraden  Linien  in  derselben  Ebene  liegt.  Indem  wir  hiernach  das 
nach  Monge  erzeugte  einschalige  Hyperboloid  in  gleicher  Art  als 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  Fläche  zweiter  Classe  betrachten  müssen, 
erkennen  wir  von  vornherein  als  nothwendige  Folge,  dass  die  fragliche 
Erzeugung  sich  weder  auf  Kegelflächen ,  noch  auf  Kegelschnitte  über- 
tragen lassen  könne. 


31. 

Bemerkung  zu  der  Abhandlung:   „Die  analytische  Geometrie  der 

Cnrven  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung". 

(Crelle's  Journal,  Band  34,  S.  360—376.  1847.) 

1.  In  dem  vorhergehenden  kurzen  Aufsatze   über  eine   neue  Er- 
zeugung der  geradlinigen  Flächen  zweiter  „Ordnung  und  Classe"  habe 
ich  hervorgehoben,  wie  eine  Ebene ,   die  man  sich  aus  geraden  Linien 
bestehend  vorstellt,   in  ein  einschaliges  Hyperboloid  sich  umgestalten, 
so  wie  umgekehrt,  ein  gegebenes  Hyperboloid  in  eine  Ebene  sich  aus- 
breiten  lasse.     Man    kann    dabei   eine   gerade  Linie  jeder  der  beiden 
Erzeugungen  des  Hyperboloids  als  fest  betrachten,  und  wenn  man  die- 
selben zu  Coordinatenaxen  nimmt,  alle  analytischen  Entwicklungen  der 
in  der  Ueberschrift  angeführten  Abhandlung  unmittelbar  von  den  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Classe  auf  Curven  derselben  Ordnung  und  Classe 
übertragen.     Es    lassen    sich    also    auch    die    Beziehungen    der   stereo- 
graphischen  Protection  von  dem  Baume  auf  die  Ebene  übertragm.    Bei 
diesen  Uebertragungen  treten  uns  Fragen  entgegen,  deren  Erörterung 
in  mehrseitiger  Beziehung  ein  besonderes  Interesse  darzubieten  scheint. 

2.  Es  seien  (Fig.  69)  OX  und  0'  X'  zwei  Linien  der  einen  und 
OY  und  PP'  zwei  Linien  der  zweiten  Erzeugung  eines  gegebenen 
einschaligen  Hyperboloids.  Diese  vier  Linien  bilden  ein  dieser  Fläche 
aufgeschriebenes  Viereck.  Man  kann  alsdann,  indem  man  die  beiden 
Linien  0  X  und  0  Y,  und  auf  der  ersteren  auch  P,  B,  S, .  .  .  als  fest 
betrachtet,  die  Linie  O'X',  auf  welcher  die  Punkte  P' ,  B',  S'} .  .  .  . 
wiverrückt  bleiben,  beliebig  um  den  auf  OY  liegenden*Punkt  0'  so 
lange  sich  drehen  lassen,  bis  sie  mit  OX  in  eine  und  dieselbe  Ebene 
brückt.  Indem  wir  alsdann  die  Punkte  P',  B'7  S',  . . .  in  ihren  neuen 
Xagen  durch  p,  r,  s, .  . .  bezeichnen,  sind  die  Linien  PP',  BB',  SS', . .  ., 
welche  früher  das  Hyperboloid  bildeten,  in  den  neuen  Lagen  Pp,  Br, 
*Ss, . . .  mit  den  beiden  Linien  OX  und  OY  in  dieselbe  Ebene  gerückt,  in 
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welcher  sie  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  der  auch  von  den  beiden 
eben  genannten  Linien  berührt  wird.  Der  geometrische  Ort  ftr  die- 
jenigen geraden  Linien,  welche 
früher  die  Fläche  bildeten,  ist 
nun  die  Ebene  des  umhüllten 
Kegelschnitts,  oder  vielmehr  der- 
jenige Theil  dieser  Ebene,  wel- 
cher ausserhalb  des  Kegelschnitts 
liegt.  Man  kann  hierbei,  um  der 
Anschauung  zu  Hülfe  zu  kommen, 
ein  einschaliges  Hyperboloid  nach 
der  Richtung  der  imaginären  Axe 
so  zusammengedrückt  sich  vor- 
stellen, dass  es  in  den  Haupt- 
schnitt fallt,  wo  dann  die  Gurve 
in  demselben  von  allen  Erzeu- 
genden des  früheren  Hyperboloids  berührt  wird. 

3.  In  Nr.  1  der  in  der  Ueberschriffc  genannten  Abhandlung  haben 
wir  die  beiden  geraden  Linien  OX  und  OY  zu  Coordinatenaxen  ge- 
nommen und  durch  die  auf  denselben  angenommenen  Segmente 

l  =  OP    und     rj^OQ 

die  Lage  eines  Punktes  auf  der  Fläche  in  linearer  Weise  bestimmt 
Es  schneiden  sich  nämlich  die  beiden  durch  die  Punkte  P  und  Q 
gehenden  zweiten  Erzeugenden  PM  und  QM  in  dem  zu  bestimmenden 
Punkte  M.  Nach  der  Umgestaltung  der  Fläche  sind  die  beiden  Axen 
OX  und  OY  zwei  Tangenten  des  umhüllten  Kegelschnitts.  Auf  diesen 
beiden  Tangenten  bestimmen  die  Werthe  der  beiden  Coordinaten  | 
und  rj  zwei  Punkte  P  und  Q,  durch  welche  sich  noch  zwei  Tangenten 
an  den  umhüllten  Kegelschnitt,  der  an  die  Stelle  der  gegebenen 
Fläche  getreten  ist,  legen  lassen.  Durch  den  Durchschnitt  dieser 
beiden  letzten  Tangenten  ist  der  Punkt  My  wie  früher,  auf  lineare 
Weise  bestimmt. 

Wir  wollen  in  dem  allgemeinen  Falle  einer  gegebenen  Fläche, 
welche  wir  in  der  früheren  Abhandlung  discutirten,  £  und  17  die  steno- 
graphischen Coordinaten  des  Punktes  M  nennen  und  auch  diese  Benen- 
nung von  dem  Räume  auf  die  Ebene  übertragen. 

4.  Wenn  andrerseits  der  Punkt  M  gegeben  ist,  so  bleibt  die  Be- 
stimmung seiner  stereographischen  Coordinaten,  die,  wenn  er  einem 
einschaligen  Hyperboloide  angehört,  linear  ist,  nicht  mehr  linear,  nach* 
dem  die  Fläche  sich  in  eine  Curve,  oder  in  anderer  Beziehung^  in ,&!$.. 
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Fig.  70. 


Ebene  umgestaltet  hat.  Um  nämlich  die  Coordinaten  des  gegebenen 
Punktes  M  zu  construiren,  lege  man  (Fig.  70)  von  demselben  aus  zwei 
Tangenten  MP'  und  MQ'  an  die  Curve.  Diese  Tangenten  schneiden 
die  beiden  Coordinaten- 
axen  nicht  bloss  in  den 
beiden  Punkten  P  und 
Q,  sondern  ausserdem 
auch  noch  in  den  bei- 
den Punkten  P'  und  Q'. 
Es  lasst  sich  demnach 
der  Punkt  M  in  gleicher 
Weise  sowohl  durch 
die  Segmente  OP  und 
OQf  die  wir  g  und  r\ 
nannten,  als  auch  durch 
die  Segmente  OP'  und 
OQ'7  die  wir  g'  und  t\  nennen  wollen,  bestimmen.  So  wie  g  und  17, 
so  sind  also  auch  £'  und  17'  stereographische  Coordinaten  des  gegebe- 
nen Punktes  M.  Diese  zwiefache  Coordinatenbestimmung  ist  dadurch 
bedingt,  dass  zwar  der  doppelten  Erzeugung  der  Fläche  auch  eine 
doppelte  Umhüllung  der  Curve  durch  eine  sich  bewegende  gerade  Linie 
entspricht  (die  umhüllende  gerade  Linie  kann  sich  nämlich  nach  zwie- 
facher Richtung  drehen);  dass  sich  aber  nun  nicht  mehr  von  vorn- 
herein unterscheiden  lasst,  welcher  der  beiden  Umhüllungen  eine 
gegebene  Tangente  der  umhüllten  Curve  angehört.  Eine  andere  Be- 
stimmung der  stereographischen  Coordinatenwerthe  eines  Punktes  be- 
stand nach  Nr.  3  der  citirten  Abhandlung  darin,  dass  wir  in  diesem 
Punkte  die  Tangentialebene  construirten,  welche  alsdann  von  den  beiden 
Coordinatenaxen  OX  und  OY  die  Segmente  £  und  rj  abschnitt.  Die 
Tangentialebenen  aller  Punkte  der  zu  einer  Ebene  abgeplatteten  Fläche 
fallen  mit  dieser  Ebene  zusammen,  und  folglich  müssen  die  Ausdrücke 
für  %  und  rj  unter  unbestimmter  Form  sich  darstellen  und  ihre  wahren 
Werthe  zwiefach  sein.*) 

Man  erhält  also  durch  Vermittelung  zweier  Coordinatenaxen  und 
eines  gegebenen,  dieselben  berührenden  Kegelschnitts,  ein  neues  Coor- 
dinatensystem  von  solcJier  BescJiaff'enheit,  dass  in  demselben  die  Bestim- 
mung eines  Punktes    durch    seine   Coordinaten    linear,    umgekehrt   aber 


*)  Es  ist  dies  dem  ganz  analog,  wie  man  zwei  Tangenten  in  einem  Doppel- 
punkte erhalt,  nachdem  die  im  Allgemeinen  lineare  Tangentenbestimmung  ihren 
Dienst  versagt  hat. 
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die  Bestimmung  der  Coordinaten  eines  gegebenen  Punktes  vom  aweiten 
Grade  ist. 

5.  Da  ein  gegebener  Punkt  M,  welcher  früher  der  Flache  an- 
gehörte, nun  sowohl  g  und  rj,  als  auch  £'  und  r\  zu  stereographischen 
Coordinaten  hat,  so  entsprechen  jetzt  diesem  Punkte  auch  zwei  Punkte 
R  und  R',   die  auf  gewöhnliche  Weise  durch  die  Parallelcoordinaten- 

werthe 

x  =  6,     y  =  n    und    x  =  £',    y  =  ri' 

bestimmt  sind,  als  stereographische  Prqjectionen,  indem  auch  die  Bedeu- 
tung dieses  Wortes  von  dem  Räume  auf  die  Ebene  übertragen  wird. 

Der  Mittelpunkt  der  stereographischen  Prqjection  ist  in  den  früheren 
Betrachtungen  der  zweite  Scheitel  desjenigen  Durchmessers  des  ge- 
gebenen Hyperboloids,  dessen  erster  Scheitel  in  den  Durchschnitt  der 
beiden  Coordinatenaxen  fällt,  oder  wenn  wir  ihn  analytisch  bestimmen, 
derjenige  Punkt  der  Fläche,  dessen  stereographische  Coordinaten  un- 
endlich gross  sind.  Diese  zwiefache  Auffassungsweise  zeigt,  dass  wenn 
das  Hyperboloid  durch  einen  Kegelschnitt  ersetzt  wird,  der  Projections- 
mittelpunkt  der  zweite  Endpunkt  S  des  Durchmessers  OS,  oder,  was 
hiermit  übereinstimmt,  der  Durchschnittspunkt  derjenigen  beiden  Tan- 
genten des  gegebenen  Kegelschnittes  ist,  die  den  beiden  Coordinaten- 
axen parallel  sind. 

Bewiesen  ist  also  durch  Uebertragung  der  Constructionen  im 
Räume  auf  Constructionen  in  der  Ebene,  dass  der  gegebene  Punkt  M 
und  seine  beiden  stereographischen  Projectionen  R  und  R'}  nebst  dem 
Projectionsmittelpunkt  S9  alle  vier  auf  derselben  geraden  Linie  liegen. 

6.  Eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  stereographischen  Coor- 
dinaten |  und  rj,  nämlich 

stellt  eine  Curve  dar,  deren  Punkte  sich  in  bekannter  Weise  unmittel- 
bar construiren  lassen,  wenn  man  etwa  für  |  Werthe  beliebig  annimmt, 
die  entsprechenden  Werthe  von  rj  berechnet,  und  dann  die  zu  diesen 
Coordinatenwerthen  gehörenden  Punkte  bestimmt. 

Neben  diese  erste  Curve  stellt  sich  eine  ztveite,  deren  Gleichung 
ganz  dieselbe  ist,  nämlich 

&(y,  x)  =  0; 

nur  dass  £  und  17  als  gewöhnliche  Parallelcoordinaten  construirt  und 
demnach  durch  x  und  y  ersetzt  werden.  Diese  zweite  Curve  nennen 
wir  der  Consequenz  gemäss  die  stereographische  Projection  der  ersten. 
Wir  haben  endlich  noch  eine  dritte  Curve  früher  betrachtet»  sitt- 
lich  diejenige,   in    welcher   die   dem   gegebenen  Hyperboloid^ /OL 
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ersten  Curve  umschriebene  Abwicklungsfläche  die  Coordinatenebene 
schneidet.     Diese  Curve   wurde   in  Liniencoordinaten,   indem   wir   die 

Segmente  OP  und  OQ  durch  (  —  WA  und  i  —  — )  bezeichneten,  näm- 
lich durch  die  Gleichung 

•(-S'-t)-° 

dargestellt.  Die  dritte  Curve  hat  hier,  wo  an  die  Stelle  des  Hyper- 
boloids ein  Kegelschnitt  getreten  ist,  unverändert  ihre  Beziehung  zur 
stereographischen  Projection  der  ersten  Curve  behalten. 

7.  Es  ist  nach  den  Anschauungsarten  in  Nr.  2  klar,  dass  ebene 
Curven  auf  dem  gegebenen  euischaligen  Hyperboloid,  nachdem  sich 
dasselbe  in  einen  Kegelschnitt  umgestaltet  hat,  Curven  entsprechen, 
die  diesen  Kegelschnitt  zweimal,  in  reellen  oder  imaginären  Punkten, 
berühren  und  von  der  zweiten  Ordnung  geblieben  sind.  Der  vorletzte 
Satz  von  Nr.  10  der  in  der  Ueberschrift  citirten  Abhandlung  geht 
hier  also  in  den  folgenden  über: 

Die  stereographischen  Projectionen  aller  Kegelschnitte,  welche  den 
gegebenen  Kegelschnitt  zweimal  berühren,  sind  solche,  deren  Asymptoten 
den  beiden  gegebenen  Tangenten  parallel  sind,  und  arten  insbesondere, 
xcenn  die  erstgenannten  Kegelschnitte  durch  den  Mittelpunkt  der  Projection 
gehen,  in  gerade  Linien  aus. 

Ich  habe  die  vorstehenden  geometrischen  Beziehungen  nur  vor- 
läufig aus  der  Uebertragung  geometrischer  Anschauungen  vom  Räume 
auf  die  Ebene  abgeleitet,  um  für  die  folgenden  analytischen  Entwick- 
lungen, die  durch  die  Einmischung  fremder  Factoren  verwickelter 
werden,  als  es  auf  den  ersten  Blick  scheinen  mochte,  Anhaltspunkte 
zu  gewinnen,  und  um  sich  orientiren  und  die  Rechnungen  controliren 
zu  können.  Durch  diese  analytischen  Entwicklungen  wird  die  frag- 
liche Uebertragung,  die  vielleicht  noch  nicht  ganz  gerechtfertigt  schei- 
nen möchte,  ihre  Begründung  finden. 

8.  Wir  wollen  die  gegebene,  die  beiden  Coordinatenaxen  OY 
und  OX  berührende  Curve  zweiter  Classe  durch  folgende  Gleichung 
in  Liniencoordinaten  darstellen: 

(1)  Aw*  -f  2Buw  +  2Dtw  +  2Etu  —  0, 

indem  wir  diejenigen  beiden  Segmente,  welche  eine  beliebige  Tangente 
der  gegebenen  Curve  von  den  Coordinatenaxen  0  Y  und  0  X  abschneidet, 

durch  ( )  und  ( --)  bezeichnen.*)    Dieselbe  Curve  wird  alsdann, 

*)  Eine  Curve  zweiter  Classe  ist  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  die 
auch  durch  ein  System  von  zwei  Punkten  vertreten  werden  kann,  während  eine 
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wenn  man  dieselben  Axen  beibehält;  durch  nachstehende  Gleichung  in 
gewöhnlichen  Parallelcoordinaten  dargestellt: 

(2)  D*y*  +  2(A E  —  BD)*y  +  B*x*  —  2DEy  -  2BEx  +  E*  —  OS) 

Es  seien  demnach  r\  und  |  die  stereographischen  Coordinaten 
irgend  eines  gegebenen  Punktes  (t/,  x).  Diesen  Punkt  können  wir 
dann  als  den  Durchschnitt  derjenigen  beiden  Tangenten  construiren, 
welche  von  den  beiden  Axen  OY  und  OX  die  beiden  Segmente  17  und  $ 
abschneiden.  Dieselben  beiden  Tangenten  schneiden  die  beiden  Axen 
zum  zweiten  male;  wir  nennen  die  entsprechenden  Segmente  r(  und  £'. 
Dann  sind  nach  dem  Vorstehenden  rj'  und  £'  ebenfalls  stereographische 
Coordinaten  desselben  Punktes. 

Die  Gleichungen  der  beiden  fraglichen,  in  dem  gegebenen  Punkt 
sich  schneidenden  Tangenten  sind  hiernach  die  folgenden: 

(3)  f  +  f  =  1    ^    f  +  f-1' 

und  für  den  Durchschnitt  derselben  findet  sich 

J_ i_  _L  _  _L 

(4)  *~j~r±  und  '"Jinir 

v't'      vi  vi'      vi 

Um  diese   Coordinatenwerthe  zu  entwickeln,   gehen  wir  zu  der  Glei- 
chung (1)  zurück  und  erhalten  aus  derselben,  indem  wir  nach  einande 


---fl     und     -y  =  g 


setzen : 


£g  -  E 


(5)        _.7-_g'_2^2L=j|    UI1d    -^-,'-2^      on 

Dieselbe  Gleichung  (1)  giebt  unmittelbar,  wenn  man  nach  einander  u 
und  t  verschwinden  lässt,  für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
der  beiden  den  Coordinatenaxen  parallelen  Tangenten,  das  heisst  für 
den  Mittelpunkt  der  stereographischen  Projection: 

(6>  ~  T  -  a  =  A    und    -  «  -  4  =  x? 

welches  Coordinatenwerthe  sind,  die  sich  auch  aus  (5)  unmittelbar' 
ergeben,   wenn    man  tj   und    §   unendlich    gross   annimmt.     Die  Coor- 

Curve  zweiter  Ordnung  ebenfalls  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  die  i 
ein  System  von  zwei  geraden  Linien  ausarten  kann. 

*)  Vergl.  Analytisch -geometrische  Entwicklungen,  Bd.  II,  S.  120.     Eine  all 
gemeinere  Auffassung  des  Gegenstandes  zunächst  für  3  Dimensionen  findet  m 
in  meinem  „System  der  Geometrie  des  Raumes14.  [S.  318  ff.] 
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dinaten  des  Mittelpunktes  der  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  sind 
demnach: 

D  S 

(7)  x  =  \k  =  -j     und     y  =  ±x  =  -j . 

Lasst  man  endlich  noch  in  den  Ausdrücken  (5)  r\  und  g  verschwinden, 
so  findet  sich  für  die  Abstände  der  Berührungspunkte  auf  den  beiden 
Axen  OY  und  OX  vom  Anfangspunkte,  bezüglich 

E         ,    E 

-^r     Und     -=r  • 

B  B 

Setzt  man  die  Werthe  (5)  fQr  £'   und  rj'  in   die  Ausdrücke  (4) 
für  x  und  y}  reducirt  und  lasst  den  gemeinschaftlichen  Factor 

Aifr  —  2Drj  -2BI  +  2E 

in  den  Nennern  und  Zählern  weg,  so  erhält  man  folgende  einfache 
Ausdrücke : 

(8)  xs=s2äw^~*e  und  y^2  ^1-2-E' 

für  die  gewöhnlichen  Coordinaten  des  gegebenen  Punktes  durch  seine  stereo- 
graphischen Coordinaten. 

Ebenso  erhält  man,  um  x  und  y  durch  £'  und  tj'  auszudrücken: 

(9)  x  =  2  ^Jyzrß  und    y  =  2  ^-,— Ji  .*) 

9.    Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9)   ergiebt  sich   mit  Berück- 
sichtigung von  (6): 

*  _  i    _  *m-t) %E(i'-i) 

x        A=        Arj£_2E~        An'l'-ZE7 

(10) 


_  2E(n-  x)  _  _  a  jfa'-  x) 

l*        X  jiijj  — 2JS  —         Ari'k'—2E9 

und  hieraus 

Wenn  man  die  Werthe  von  tj  und  5,  ??'  und  5'  als  Parallelcoordinaten 
construirt,  so  erhält  die  letzte  Doppelgleichung  die  Bestätigung  des 
Schlußssatzes  von  Nr.  6:  dass  nämlich  jeder  gegebene  Punkt  mit  seinen 
Toeiden  stereographischen  Projectionen  und  dem  Projectionsmittelpunkte 
in  gerader  Linie  liegt. 

*)  "Es  ergeben  sich  diese  Ausdrücke  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  der  vor- 
stehenden Entwicklungen.  Zur  Bestätigung  kann  man  aber  auch  aus  den  Glei- 
chungen (5)  die  folgenden  ableiten: 

Dn'-B  Bf-E 

und  dann  diese  Werthe  von  J  und  ij  in  die  Ausdrücke  (8)  setzen. 
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10.  Wir  haben  jetzt  noch  die  stereographischen  Coordinaten  rj  und 
g  des  gegebenen  Punktes  durch  seine  gewöhnlichen  Coordinaten  y  und  x 
ausBudrüdcen.     Zu  diesem  Ende  nehme  man  aus  (11)  den  Werth 

w-j£i  «-*)  +  - 

von  17,   um   ihn  in   die  erste  der  Gleichungen  (10)  zu  setzen.     Dies 
giebt  nach  einfachen  ßeductionen: 

(12)  (Ay  —  2B)$2  -  2{Dy  -  Bx  -  E)l  -  2Ex  =  0, 

und  wenn  man  diese  in  Beziehung  auf  £  quadratische  Gleichung  auf- 
löst und  der  Kürze  wegen 

D2y2  +  2(AE  —  DB)xy  +  B*x*  -  2DEy  —  2BEx  +  E*  =  ß 

setzt,  worauf 

&  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  ist,  findet  sich: 

t13)  *~ -Äy-2B    ~     ' 

und  man  kann  neben  diesen  Ausdruck  unmittelbar  folgenden  schreiben: 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  Werthen  von  g  und  17, 
unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (6): 

4ßD-  A(Dy  +  Bx  +  E)  ±  A  V& 


(15) 


S        A  ~  A*(y  -  x) 


)  4BD 


—  ^i  {Dy  +  Bx  +  E)±A  ]/ß 


Aus  der  Doppelgleichung  (11)  zeigt  sich,  dass  in  den  letzten  beiden 
Gleichungen,  und  folglich  auch  in  den  beiden  vorhergehenden,  die 
obern  und  die  untern  Vorzeichen  zusammen  genonynen  werden  müssen; 
wenn  also  den  oberen  Zeichen  rj  und  g  entsprechen,  so  sind  die  unte- 
ren auf  17'  und  £'  zu  beziehen. 

11.  Vermittelst  der  in  Nr.  8  und  10  entwickelten  Ausdrücke  lässt 
sich  einerseits  jede  Curve,  deren  Gleichung  in  gewöhnlichen  Coordi- 
naten gegeben  ist,  unmittelbar  durch  eine  Gleichung  in  den  neuen 
stereographischen  Coordinaten  ausdrücken ;  andrerseits  jeder  geome- 
trische Ort  bestimmen,  der  durch  eine  Gleichung  in  den  letztgenannten 
Coordinaten  gegeben  ist.  Zu  diesen  letzten  Bestimmungsarten  wollen 
wir  zunächst  übergehen  und  vor  Allem  die  Frage  stellen,  welcher 
geometrische  Ort  durch  die  allgemeine  Gleichung  ersten  Grades  in 
stereographischen  Coordinaten  gegeben  sei.     Es  sei  diese  Gleichung: 


Bemerkung  zur  analytischen  Geometrie  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung.     445 

(16)  Fn  +  Gt  +  H=0. 
Wir  wollen  der  Kürze  wegen 

±BD  —  A{Dy  +  Bz  +  E)  =  -  A  (D(y  -  *)  +  B(x-  X)  +  E)  =  S 

und 

2(252)  —  AE)  =  i 
setzen.     Dann  ist 

(17)  S2  -  A*£l  =  A*t(y  -  *)(x  -  A); 

also  kann  man  die  Gleichungen  (15)  auf  folgende  Weise  schreiben: 
/iq\  fc        1        B±AVsi         A  S±AVä 

Führt  man  die  vorstehenden  Werthe  von  |  —  Jl  und  rj  —  x  in  die 
Gleichung  (16)  ein,  nachdem  man  dieselbe  (indem  der  Kürze  wegen 

FX  +  Gl  +  H  —  H' 

gesetzt  wird)  zuvor  auf  die  Form 

F(n  -  *)  +  ö(|  -  A)  +  H'  =  0 
gebracht  hat,  so  erhält  man 

G£t  +  y-&;)&±  AV*)  +  **-  o 

fttr  die  Gleichung  des  durch  die  Gleichung  (16)  dargestellten  Orts,  in 
gewöhnlichen  Paraüelcoordinaten.  Um  diese  Gleichung  zu  entwickele 
sondere  man  zunächst  das  irrationale  Glied 

A'H'b  -  »)(*  -  X)    ^zTAWn 
*  +  F(y  -  x)  +  G(x  -  1)         +  ArSl 

ab.  Wenn  man  hierauf  quadrirt  und  die  identische  Gleichung  (17) 
berücksichtigt,  so  wird 

A\y-x){x  —  X) 

zum  gemeinschaftlichen  Factor  und  nach  Hinweglassung  desselben  er- 
giebt  sich 

(m  l5^ ~x)  +  G(X~  A))*  +  WS(F(j  -x)  +  0(*  -  i)) 

M  +it«Ä'»(sf-«)(*-l)-0, 

also 

j(n»-«)+ö(^-^)+fÄ>=(f)>8-^(y-X)(a:-A)) 

letzteres  wieder  in  Folge  der  identischen  Gleichung  (17).  Setzt  man 
endlich  noch 


I  [£>(F(y-x)  +  G(z-i))+s\-e, 
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so  lässt  sich  der  letzten  Gleichung  folgende  Form  geben: 

(21)  a  —  ®2  =  o. 

Hieraus  ist  zu  sehen,  dass  derjenige  geometrische  Ort,  welcher 
durch  die  Gleichung  (16)  dargestellt  wird,  oder  (was  nach  Nr.  6  das- 
selbe ist)  welcher  die  durch  die  Gleichung  ersten  Grades  in  Parallel- 
coordinaten 

(22)  Fy  +  Gx  +  H=  0 

dargestellte   gerade  Linie    zur   stereographischen  Projection  hat,  eine 

Curve  zweiter  Ordnung  ist,  welche  die  gegebene  Curve  auf  der  geraden 

Linie 

®  =  0 

zweimal  berührt  und  die  überdies  (was  aus  der  Gleichungsform  (19)  in 
die  Augen  springt)   durch  den  Prqjectionsmittelpunkt  geht 

Es  stimmt  dieses  mit  dem  Resultat  in  Nr.  7  überein.  Um  die 
gerade  Linie  0  zu  finden ,  brauchen  wir  nur  diejenigen  beiden  Tan- 
genten der  gegebenen  Curve  zweiter  Classe  zu  bestimmen,  die  von  den 
Coordinatenaxen  Segmente  abschneiden,  welche  die  Gleichung 

(16)  Fri  +  Glz  +  H=0 

befriedigen,  und  dann  die  Berührungspunkte  auf  diesen  Tangenten  durch 
eine  gerade  Linie  zu  verbinden. 

Wenn  man  aus  der  Gleichung  (19)  nur  diejenigen  Glieder  nimmt, 
die  y —  x  und  x  —  k  in  der  ersten  Potenz  enthalten,  und  sie  gleich 
Null  setzt,  so  stellt  die  daraus  hervorgehende  Gleichung 

F(y  -  x)  +  G(x  -  k)  -  0 

nach  bekannter  Entwicklungsart  die  Tangente  der  bezüglichen  Curve 
in  dem  Projectionsmittelpunkte  dar,  dessen  Coordinaten  x  und  k  sind 
Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  ersehen,  dass  diese  Tangente  der  gerade* 
Linie  (22),  dass  heisst  der  geradlinigen  Projection  der  Curve  (21)  parallel  ist 

12.  Man  kann  auch,  von  der  Gleichung  (21)  ausgehend,  zu  der 
Gleichung  (16)  zurückkehren.  Aber  so  wie  jeder  Punkt  zwei  stereo- 
graphische Projectionen  hat  (5),  so  hat  auch  die  Curve  (21)  neben  der 
geraden  Linie  (16)  noch  einen  zweiten  geometrischen  Ort  zu  ihrer 
stereographischen  Projection.  Um  denselben  zu  finden,  bieten  sich 
unmittelbar  die  Gleichungen  (8)  dar.  Einfacher  aber  kann  man  sich 
der  Gleichungen  (5)  bedienen,  und  gelangt  dann  noch  leichter  zum 
Ziele,  wenn  man  in  die  Gleichung  (16)  für  r\  und  £  ihre  Werthe  in 
t\    und  §'  setzt.     Aus  der  Note  zu  Nr.  8  ergiebt  sich: 

(23)  %  -  k  =  2T(-'— )  >     V  —  *  =  Ä*ß'=k) ' 
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vonach  die  Gleichung  (16),  wenn  man  sie  zuvor  wieder  auf  die  Forin 

F(rj  -  x)  +  G(l  -  A)  +  H'=  0 
Hingt,  sogleich  in  nachstehende  sich  verwandelt: 

24)  A*R\n'-  x)  (§'-  A)  +  Ft(v  —  *)  +  »US'—  A)  =  0. 

)iese  Gleichung,  in  welcher  auch  die  Accente  weggelassen  werden 
tonnen,  weil  17'  und  £'  veränderliche  Grössen  sind,  die  sich  gerade  so 
sonstruiren  lassen  wie  r\  und  £,  ist  eine  zweite  Gleichung  zwischen  den- 
selben Coordinaten,  welche  dieselbe  Curve  darstellt,  die  durch  die  Gleichung 
16)  dargestellt  wird.  Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung  r\  und  £' 
ils  Parallelcoordinaten  construiren  und  demnach  durch  y  und  x  ersetzen, 
10  erhalten  wir 

25)  tfH'iy  -  x)(x  -  A)  +  Fg (y  -  x)  +  Gt(x  -  A)  =  0 

ör  die  Gleichung  der  zweiten  Projedion  der  Curve  (21),  deren  erste 
'rojeetion  die  gerade  Linie  (22)  ist.  Diese  zweite  Protection  hängt, 
rie  die  erste,  nur  von  zwei  Constanten  ah;  sie  ist  eine  Hyperbel, 
leren  Asymptoten  den  Coordinatenazen  parallel  sind,  und  die  überdies 
urch  den  Projectionsmittelpunkt  geht.  Die  Tangente  dieser  Hyperbel 
a  dem  Prqjectionsmittelpunkte  ist,  wie  aus  der  vorstehenden  Gleichung 
nmittelbar  hervorgeht,  der  geraden  Linie  (22)  parallel.  In  Gemäss- 
eit  der  Schlussbemerkung  in  Nr.  11  wird  demnach  die  projicirte  Curve 
21)  von  ihrer  zweiten  Projection  im  Projectionsmittelpunkte  berührt. 
13.  Im  Allgemeinen  werden  die  beiden  stereographischen  Pro- 
Lotionen  einer  gegebenen  Curve 

V(y,  x)  =  0 

ur  eine  einzige  Curve  bilden.  Sollen  die  beiden  Projectionen  als 
esonderte  Curven  sich  darstellen,  so  ist  es  nöthig,  dass  die  Ausdrücke 
15)  in  Folge  der  vorstehenden  Gleichung  der  gegebenen  Curve  rational 
rerden.  Dies  geschieht  namentlich  auch  dann,  wenn  an  die  Stelle  der 
rleichung  (21)  folgende  tritt: 

*6)  Sl  -  <s*Z%  =  0, 

relche  irgend  einen  beliebigen  Kegelschnitt  darstellt,  der  die  gegebene 
itirve  zweiter  Classe  in  ihren  beiden  Durchschnitten  mit  einer  ge- 
ebenen geraden  Linie 

Z=0 

erührt,  und  der,  weil  der  constante  Coefficient  er*  positiv  ist,  ganz 
usserhalb  derselben  liegt.  Je  nachdem  die  gegebene  gerade  Linie  die 
egebene  Curve  schneidet  oder  nicht  schneidet,  oder  berührt,  hat  der 
ragliche    Kegelschnitt    mit    dieser    Curve    einen    reellen    oder    einen 
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imaginären  doppelten  Contact,  oder  eine  vierpunktige  Osculation.  Wenn 
Z  insbesondere  auf  eine  blosse  Constante  sich  reducirt,  sind  beide  Cur- 
ven  concentrisch  und  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  In  Folge  der  Glei- 
chung (26)  lösen  die  beiden  Gleichungen  (18)  sich  in  folgende  beide 
Paare  rationaler  Gleichungen  auf: 


(27) 


6        *  —  A\y-x)'     *        A  =  A»(y-x), 

_  S+  ÄcZ         ,  3  —  AcZ 

[V        Xtss"Ä*(x  —  l)9     '        XaA\x-l)f 


In  diesen  vier  Ausdrücken   sind  die  Zähler  lineare  Functionen  von 
und  y. 

14.    Um   die  gegenwärtigen    Bemerkungen  nicht  zu  weit   auszu — r 

dehnen,  berühre  ich  nur  noch  einige  der  interessanteren  Fragen  mi#~^t 
wenigen  Worten. 

Unerörtert  ist   in  dem  Vorstehenden   noch   die  Frage   gebliel 
welches  die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  in  den  neuen 
graphischen   Coordinaten  sei     Es   seien   die   Coordinaten   der   gerades:  asn 

Linie  (  - j  und  (— j;  ihre  Gleichung  in  Parallelcoordinaten  ist  dann:     .= 

(28)  uy  +  t'x-\-w'=Q} 

und  geht  nach  den  Verwandlungsformeln  (8)  unmittelbar  in  die  f«     *>1- 
gende  über: 

w\Anl  -  2E)  +  2u'ij(JB|  —  E)  +  2t't(D<q  —  E)  =  0; 

und  dieselbe  Gleichung  erhalten  wir  auch  nach  den  Verwandlung^^Bß- 
formeln  (9)  zwischen  r{  und  £'.  Es  lässt  sich  diese  Gleichung  auc^^^h 
in  folgender  Weise  schreiben: 

(29)  A(u'x  +  t'k  +  w)ri\  —  2E(u'ri  +  %'\  +  w)  =  0. 

Wenn  man   i\  und  £  mit  y  und  x  vertauscht,  so  stellt  die  rescz — & 
tirende  Gleichung 

(30)  A(n'x  +  t'k  +  w)xy  +  2E(uy  +  t'x  +  w')  =  0 

die  stereographische  Projection  der  geraden  Linie  (28)  dar;  und  zw^^*1 

liegen  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  auf  der  durch  die  letz "^ 

Gleichung  dargestellten  Curve  die  beiden  Projectionen  jedes  Punkt^^^8 
der  geraden  Linie.  Diese  Curve  ist  eine  Hyperbel,  deren  Asymptot^^^n 
den  beiden  Coordinatenaxen  parallel  sind,  und  welche  diese  Ax^^^n 
in  denselben  beiden  Punkten  schneidet,  wie  die  gerade  Linie  selb^^^ 
Da  die   Gleichung  (30),  eben   wie   die   Gleichung   der  geraden  Lin^^e» 

nur    zwei   lineare    Constanten    y-\   und    (    ,)    enthält,    so   gehen   a^^e 
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solche  Hyperbeln,  die  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  zugleich  auch 
noch  (wir  abstrahiren  hier  von  den  beiden  unendlich  weit  entfernten 
Durchachnittspunkten)  durch  einen  zweiten  festen  Punkt,  und  diese 
beiden  festen  Punkte  liegen,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  wenn  man  zwei 
Gleichungen  von  der  Form  (30)  von  einander  abzieht,  auf  einer  durch 
den  Anfangspunkt  gehenden  geraden  Linie.*) 

Wenn  die  gerade  Linie  (28)  unendlich  weit  rückt  und  also  t'  und 
u    verschwindet,  so  ergiebt  sich  aus  (30): 

Axy  —  2J£  =  0. 

Ihre  stereographische  Protection  ist  also  eine   vollkommen   bestimmte 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen. 
Wenn  insbesondere 

u'x  +  t'  k  +  w'=  0 

ist,  so  geht  die  gerade  Linie  (28)  durch  den  Projectionsmittelpunkt. 
Dann  reducirt  sich  die  Gleichung  (30)  auf: 

u'y  -f-  t ' x  +  iv'=  0, 

das  heisst  eine  solche  gerade  Linie  ist  ihre  eigene  stereographische  Pro- 
tection. 

15.  Jedem  reellen  Werthepaare  i?£  entspricht  ein  Punkt,  der 
ausserhalb  der  gegebenen  Curve  Sl  liegt;  und  umgekehrt,  jedem  ausser- 
halb liegenden  Punkte  entsprechen  reelle  Coordinatenwerthe.  Liegt 
aber  ein  Punkt  innerhalb  der  Curve  ß,  so  sind  seine  zwiefachen  Coor- 
dinatenwerthe imaginär,  und  mit  diesen  die  beiden  stereographischen 
Projectionen  des  Punktes.  Liegt  er  auf  dem  Umfange  der  Curve,  so 
fallen  seine  beiden  Projectionen  zusammen.  Wenn  folglich  ein  gege- 
bener geometrischer  Ort  die  gegebene  Curve  Sl  schneidet,  so  erhält 
man  für  die  innerhalb  dieser  Curve  liegenden  (reellen)  Punkte  imaginäre 
Coordinatenwerthe,  welche  die  Gleichung  des  Orts  befriedigen.  Insofern 
man  also,  wie  bei  gewöhnlichen  Parallelcoordinaten,  nur  reelle  Werthe 
der  beiden  Veränderlichen  berücksichtigt,  werden  die  innerhalb  der 
gegebenen  Curve  Ä  liegenden  T heile  des  gegebenen  Orts  nicht  mehr  durch 
die  Gleichung  desselben  dargestellt.  Nimmt  man  zum  Beispiel  die  zuletzt 
betrachtete  Gleichung 

(29)  A(u'x  +  t'k  +  w)ri%  —  2E(u'n  +  t'%  +  w')  =  0, 


*)  Und  zwar  nach  dem  von  mir  zuerst  aufgestellten  allgemeinen  Satze,  dass 
alle  Curven  ntor  Ordnung,  welche  durch  Gleichungen  dargestellt  werden,  in  denen 
m  lineare  Constanten  vorkommen  (wir  nehmen  m  gleich  oder  kleiner  als  £n(w-f-3) 
an),  wenn  sie  durch  dieselben  m  —  1  Punkte  gehen,  ausserdem  noch  in  denselben 
»f  —  (m  —  1)  Punkten  sich  schneiden.     Theorie  der  algebraischen  Curven.  S.  9. 

PlQckor,   Werke.    I.  29 
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so  stellt  dieselbe  die  gerade  Linie  (28)  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nur 
dann  vor,  wenn  diese  gerade  Linie  die  gegebene  Curve  ß  nicht  schneidet 
Wenn  sie  hingegen  dieselbe  schneidet,  so  stellt  die  vorstehende  Glei- 
chung die  innerhalb  der  Curve  &  liegenden  Punkte  nicht  mehr  dar, 
sondern  eine  nach  beiden  Erstreckungen  hin  unbegrenzte,  aber  in  der 
Mitte  unterbrochene  gerade  Linie.  Den  Punkten  des  fehlenden  in  den 
Durchschnittspunkten  mit  der  gegebenen  Curve  &  begrenzten  Segmente 
entsprechen  die  imaginären  Coordinatenwerthe,  welche  die  vorstehende 
Gleichung  befriedigen. 

Da  die  beiden  Projectionen  eines  gegebenen  Punktes  immer  auf 
derjenigen  geraden  Linie  liegen,  welche  diesen  Punkt  mit  dem  Pro- 
jectionsmittelpunkte  verbindet,  und  auf  dieser  geraden  Linie,  bevor  si^ 
imaginär  werden,  zusammenfallen,  so  ist  klar,  dass  überhaupt  diejenige!»— 

geraden  Linien,  welche  durch  den  Projectionsmittelpunkt  und  die  Durch 

schnittspunkte  eines  gegebenen  Orts  mit  der  gegebenen  Curve  Sl  gehen    —, 
die  stereographische  Protection  des  Orts  in  den  (einzigen)  Projectionea^n 

der  Durchschnittspunkte  berühren  müssen.     (Wenn  demnach  der  Or rt 

von  der  «ten  Ordnung  ist,  so  ist  die  Projection  desselben  von  der  2ii!t  — ■*■ 
Classe.)  Je  nachdem  insbesondere  eine  gegebene  gerade  Linie,  deracr^D 
Projection  die  durch  die  Gleichung 

(30)         A(u'tc  +  t'k  +  w)xy  —  2  E(uy  +  t' x  +  w')  =  0 

dargestellte  Hyperbel  ist,  die  Curve  &  schneidet  oder  nicht,  liegt  teszzmw 
Projectionsmittelpunkt  ausserhalb  oder  innerhalb  dieser  Hyperbel  -s^sl- 
Wenn  die  gerade  Linie  die  Curve  berührt,  so  geht  die  Hyberbel  ir 
ein  System  von  zwei  geraden  Linien  über. 

16.  Insbesondere  können  wir  auch  als  Curve  ß  eine  Ryperbe* 
und  als  Coordinatenaxen  die  beiden  Aspniptoten  derselben  annehmen:^  n- 
Dann  fällt  (indem  wir  in  der  Gleichung  (1)  B  und  D  verschwinden  "^n 
lassen)  der  Projectionsmittelpunkt  S  mit  dem  Punkte  0,  den  wir  zui 
Anfangspunkt  genommen  haben,  zusammen. 

17.  Insbesondere  lässt  sich  auch  die  gegebene  Curve  zweiter  Class 
Sl  durch   ein  System   von   zwei  Punkten  ersetzen,   und  es  lassen  sief^*1 
durch  diese  beiden  Punkte  die  beiden  Coordinatenaxen  legen.    (Es  u 
alsdann  2  BD  =  AE.) 

18.  Es  bleiben  noch    die  Uebertragungsprincipien    zu 
die    sich  an   die   neue    allgemeine   Coordinatenbestimmung   anknüpfe] 
Die  Uebertragung  kann   stattfinden:   erstens  von    einer  Projection  ai 
die  projicirten  Oerter;   zweitens   von  einer  Projection  auf  die  andei 
und  drittens  von  dem  projicirten  Orte  auf  seine  Projection. 

Einer  beliebigen  geraden  Linie   als  Projection  entspricht  als  pn —  o- 


Bemerkung  zur  analytischen  Geometrie  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung.     451 

cirter  Ort  ein  Kegelschnitt,  der  die  gegebene  Curve  zweiter  Classe  ß 
wiefach  berührt  und  überdies  durch  den  Projectionsmittelpunkt  geht. 
>em  Durchschnitt  zweier  gegebenen  geraden  Linien  entspricht  ein 
inziger  Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Kegelschnitte;  und 
ieser  ist  unter  den  vier  Durchschnitten  derselben  dadurch  bestimmt, 
ass  er  mit  dem  Projectionsmittelpunkte  und  demjenigen  Punkte,  in 
reichem  die  beiden  Berührungschorden  der  Kegelschnitte  und  der  Curve 
!  sich  schneiden,  in  gerader  Linie  liegt.  Der  Winkel,  welclien  zwei 
trade  Linien  bilden,  ist  (nach  der  Bemerkung  am  Ende  von  Nr.  11) 
emjenigen  Winkel  gleich,  unter  welchem  die  entsprechenden  Kegelschnitte 
n  Projectionsmittelpunkte  sicJi  schneiden.  Parallelen  geraden  Linien  ent- 
prechen  also  Kegelschnitte,  die  sich  im  Projectionsmittelpunkte  berühren. 

19.  Einer  gegebenen  geraden  Linie  als  erster  Projection  entspricht 
k  zweite  Projection  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Coordinaten- 
xen  parallel  sind,  und  die  durch  den  Projectionsmittelpunkt  geht. 
)em  Durchschnitte  zweier  gegebenen  geraden  Linien  der  ersten  Pro- 
setion  entspricht  in  der  zweiten  Projection  der  zweite  Durchschnitt 
ler  beiden  entsprechenden  Hyperbeln.  Es  schneiden  sich  jene  beiden 
geraden  Linien  unter  denselben  Winkeln,  wie  die  beiden  Hyperbeln  im 
^ojectionsmittelpunkte.  Wenn  insbesondere  jene  parallel  sind,  be- 
ühren  sich  diese  in  dem  letztgenannten  Punkte. 

20.  Wenn  man  gegebene  gerade  Linien  stereographisch  projicirt, 
o  entspricht  ihnen  als  vollständige  Projection  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  den  Coordinatenaxen  parallel  sind.  Dem  einzigen  Durch- 
chnitte  zweier  gegebenen  geraden  Linien  entsprechen  zwei  solche 
)urchschnitte  der  beiden  Hyperbebi,  die  mit  dem  Projectionsmittel- 
»unkte  in  gerader  Linie  liegen.  Den  Winkelpunkten  eines  Dreiecks 
ntsprechen  die  Winkelpunkte  eines  Sechsecks,  dessen  Diagonalen  in 
lern  Projectionsmittelpunkte  sich  schneiden.  Nur  den  Punkten  auf 
lern  Umfange  der  Curve  Sl  entsprechen  einzige  (zusammenfallende) 
\inkte. 

21.  Ich  gebe  hier  keine  Beispiele  der  Uebertragung.  Nur  die 
etzte  Bemerkung  möge  gestattet  sein,  dass  sich  den  beiden  reellen 
Tangenten  der  gegebenen  Curve  Sl,  die  wir  zu  Coordinatenaxen  ge- 
Lommen  haben,  auch  imaginäre  substituiren  lassen.  Dann  liegen  die 
»eiden  Punkte  0  und  S  innerhalb  dieser  Curve.  Ganz  interessante 
lesultate  ergeben  sich  hier  insbesondere  dann,  wenn  man  den  Punkt 
)  in  einem  der  beiden  Brennpunkte  der  Curve  Sl  annimmt:  dann  fallt 
ler  Projectionsmittelpunkt  in  den  andern  Brennpunkt.  Es  lässt  sich 
lies  unmittelbar  mit  den  entsprechenden  Erörterungen  der  in  der 
Jeberschrift  citirten  Abhandlung  in  Verbindung  bringen,   wenn  man 

29* 
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erwägt,  dass  bei  der  Umgestaltung  einer  Fläche  zweiter  Ciasse  in  eine 
Curve  dieser  Classe  die  Kreispttnkle  der  erstem  zu  Brennpunkten  der 
letztern  werden.*) 

22.  Es  scheint  angemessen,  zum  bessern  Verständnisse  des  Vor- 
stehenden schliesslich  noch  einige  Anschauungen  hinzuzufügen. 

In  Figur  71  ist  als  Curve  ii  ein  Ereis  angenommen,  der  die 
beiden  (rechtwinkligen)  Axen  OY  und  OX  berührt  Demnach  ist  S 
der  Projectionsmittelpuukt. 


Die  gerade  Linie  AB  ist  die  stereographische  Projection  einer  Hjt-  -J" 
perbel,  welche  den  Kreis  it  in  den  beiden  Punkten  D  und  E  berühr  *~^**> 
welche  durch  die  beiden  Punkte  F  und  L,  in  denen  die  Axen  io:  ^~-:}n 
der  geraden  Linie  AB  geschnitten  werden,  und  durch  den  Projection^  -*3' 
mittelpunkt  S  geht,  und  welche  in  dem  letztgenannten  Punkte  einrf1^*6 
gerade  Linie  ST,  die  mit  AB  parallel  ist,  zur  Tangente  hat. 

Neben  der  geraden  Linie  AB  hat  die  soeben  bestimmte  Hyperbe^^ 
zu  ihrer  Projection  auch  noch   eine  Hyperbel.     Diese   zweite  Hyperbe^^*  e' 
geht   ebenfalls    durch   deu    Projectionsmittelpunkt    S   und    berührt   l^*"1 
diesem  Punkte  die  Linie  ST,  uud   folglich   auch   die  projicirte  (erste^^*' 
Hyperbel.     Ihre  Asymptoten   sind   den   beiden  Axen   parallel,   und  sü*""  "ie 

*)  Vergl.  „System,  der  Geometrie  des  Raumes.  S.  266." 
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schneidet  diese  Axen  in  den  beiden  Punkten  J  und  N,  durch  welche 
auch  die  projicirte  Hyperbel  geht. 

Wenn  man  durch  den  Projectionsmittelpunkt  S  irgend  eine  gerade 
Linie  zieht,  welche  die  projicirte  Hyperbel,  die  gerade  Linie  AB  und 
die  zweite  Hyperbel  bezüglich  in  den  Punkten  M,  m  und  m'  schneidet, 
so  sind  m  und  m'  die  beiden  stereographischen  Projectionen  des 
Punktes  üf. 

Wenn  wir  den  Radius  des  Kreises  Sl  gleich  10  setzen,  so  dass 

DA  =  BA  —  10     und     4  —  100 

A  A  A 

ist,  so  ist  die  Gleichung  der  geraden  Linie  AB: 

(31)  y  =  2x  +  15. 

Man  kann  also  die  projicirte  (erste)  Hyperbel  durch  die  lineare  Gleichung: 

(32)  rj  =  21  +  15 

in  stereographischen  Coordinaten  darstellen.  Dieselbe  Hvperbel  können 
wir  aber  auch  nach  Nr.  12*)  durch  die  zweite  Gleichung 

(33)  In*  -  180?  -  GOg  +  2000  —  0 

in  denselben  stereographischen  Coordinaten  darstellen,  und 

(34)  Ixy  —  180j/  —  60z  +  2000  =  0 

ist  die  Gleichung  der  zweiten  Projection  dieser  Curve,  nämlich  der 
zweiten  Hyperbel. 

Nimmt  man  statt  der  Gleichung  (31)  folgende  an: 

y  +  x  =  20, 

so  ist  die  durch  dieselbe  dargestellte  gerade  Linie  C  W  eine  der  beiden 
stereographischen  Projectionen  des  durch  den  Projectionsmittelpunkt 
S  gehenden  concentrischen  Kreises,  welcher  demnach  durch  die  lineare 
Gleichung  in  stereographischen  Coordinaten 

n  +  £  -  20 

und  daneben  noch  durch  eine  zweite  Gleichung  von  der  Form  der 
Gleichung  (33)  dargestellt  wird.  Dieser  Kreis  ist  als  ein  Kegelschnitt 
zu  betrachten,  welcher  den  gegebenen  Kreis  doppelt  berührt;  nur  ist 
die  Berührungschorde  unendlich  weit  vorgerückt. 

Der  Durchschnitt  U  der  beiden  geraden  Linien  AB  und  C  W  ent- 
spricht dem  Durchschnitte  G   der  beiden  projicirten    Curven.     Dieser 

*)  Man  braucht  nur  in  die  Gleichung  (32)  für  £  und  r\  bezüglich 

2  -_J — — -  =  20  -  — — -     und  2     -r*      Ä_  =  20  -£ - 

Ai\  —  2B  ri  —  20  A£  —  22)  £  —  20 

asn  setzen. 
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Durchschnitt  G  ist  unter  den  letzten  drei  der  Vier  Durchschnittspunkte 
S  (der  Projectionsmittelpunkt)  G}  H  und  K  derjenige,  welcher  auf 
einer  durch  S  gehenden  geraden  Linie  liegt,  die  der  Berührungschorde 
DE  parallel  ist  (das  heisst,  die  durch  den  Durchschnittspunkt  von 
DE  mit  der  unendlich  weit  liegenden  Berührungschorde  der  beiden 
Kreise  geht).  Es  liegen  die  Punktepaare  G  und  U9  H  und  F,  K  und 
W  mit  dem  Punkte  S  in  gerader  Linie.  U  einerseits  und  V  und  W 
andrerseits  sind  diejenigen  beiden  Punkte,  in  welchen  die  erste  Pro- 
jection  C  W  des  concentrischen  Kreises  bezüglich  die  eine  und  die 
andere  Projection  der  ersten  Hyperbel  schneidet.  Die  zweite  Projec- 
tion  des  eben  genannten  Kreises  ist  eine  (nicht  gezeichnete)  dritte 
Hyperbel,  welche  die  zweite  in  S  berührt  und  auf  den  Linien  SV  und 
SW  die  gerade  Linie  AB  schneidet. 

23.  In  Fig.  72  ist  die  stereographische  Projection  der  geraden 
Linie  PQ  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  beiden  Coordinaten- 
axen  OX  und  OY  parallel  sind,  die  durch  die  beiden  Durchschnitte 

Y 


D  und  E  der  geraden  Linie  PQ  mit  diesen  beiden  Axen  geht,  und 
die  von  denjenigen  beiden  geraden  Linien,  welche  den  Projections- 
mittelpunkt S  mit  den  beiden  Durchschnitten  der  geraden  Linie  PQ 


i 
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und  des  Kreises  Sl  verbinden,  berührt  wird.  Jede  durch  den  Projec- 
tionsmittelpunkt  S  gehende  gerade  Linie  schneidet  die  Hyperbel  in 
zwei  Punkten,  welche  die  beiden  stereographischen  Projectionen  des- 
jenigen Punktes  sind,  in  welchem  sie  die  gerade  Linie  PQ  schneidet. 
Auf  den  beiden  geraden  Linien  SA  und  SB  fallen  die  beiden  Pro- 
jectionen bezüglich  in  aa    und  bb'  zusammen. 

Wenn  man  die  beiden  Segmente  OD  und  OE  bezüglich  gleich 
15  und  18  annimmt,  so  geht  die  Gleichung  (30),  indem  man 

-i  —  k'     -  £  —  ia'     f  =  100  und  x=  A  =  20 

w  18  w  lo         A 

setzt,  in  die  folgende  über 

15ij£  —  120*7  —  100|  +  1800  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  die  nach  beiden  Erstreckungen  hin  unbegrenzte 
gerade  Linie  PQ  mit  Ausnahme  desjenigen  Segments  dar,  welches 
innerhalb  des  Kreises  &  liegt. 


32. 

Sur  la  riflexion  de  la  lumi&re,  dans  le  cas  des  surfaces  da 
second   degrä,   analogue    ä   celle   qui    aux   foyers   des   sectioni 

coniques  a  donnä  le  nom. 

(Crelle's  Journal,  Band  86,  S.  100—105.  1847.) 

1.  Oii  sait  que,  pour  l'ellipsoide  et  les  deux  hyperboloides,  i 
existe  trois  coniques:  une  ellipse,  une  hyperbole  et  une  courbe  im 
ginaire,  situees  dans  les  trois  plans  principaux,  qui,  par  rapport  ä  ce»  *^8 
surfaces,  jouissent  de  proprietes  analogues  ä  Celles  des  deux  systfemes^s3 
de  foyers,  reelles  et  imaginaires,  d'une  courbe  du  meme  degre.  M.  Chas 
les  a  donne  le  nom  tres  propre  de  focales  ä  ces  courbes.  Pour 
deux  paraboloides,  ces  trois  courbes  se  trouvent  remplacees  par  deiud 
paraboles,  et  enfin  pour  les  cones  et  les  cylindres,  par  deux  ligne; 
droites. 

Parmi  les  proprietes  nouvelles  de  ces  courbes  remarquables  de^»  1*~ 
rnontrees  par  moi  dans  un  ouvrage  qui  a  paru  dans  les  premiers  jour.- *:  re 
d'Aoüt  dernier,  la  suivante  me  parait  plus  particulierement  dign»  M^fie 
d'attetinon,  savoir: 

Taus  les  rayons  qui,  en  partant  de  points  de  Vune  des  deux  ft 
reelles  d'une  surface  quelconque  du  second  degre,  vont  couper  cette  surft 
sont  re'fle'chis  par  eile  de  maniere  qu'ils  se  reunissent  de  nouveau  sur 
meme  focdle,  ou  bien  qu'ils  se  propagent,   cotnme  emanes  directemeni 
cette  courbe. 

J'ai  tire  ce  theoreme,  comme  corollaire,  du  th£oreme  suivant  qu#» 
j'ai  demontre  analytiqueinent  de  la  maniere  la  plus  simple: 

Les  trois  axes  d'un  cöne  quelconque  circonscrit  ä  une  surface  dt^^u 
second  degre,  cöincident  avec  les  troix  axes  de  chaeun  des  trois  cones  qu&*  ^ 
avec  le  cöne  circonscrit,  ont  un  centre  commun,  et  qui  en  outre  passen 
par  les  trios  focales.  En  construisant  les  trois  surfaces  confocales  (Trf/tj 
söide,  l'hyperbolöide  ä   une  nappe  et  V  Hyperboloide  ä  deux  nappes) 


rfe 
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oassent  par  le  centre  commun,  les  trois  axes  en  questioti  sont  les  normales 
le  ces  trois  surfates  confocales*)' 

Dans  le  present  Memoire,  je  vais  donner  des  demonstrations  nou- 
relles  du  premier  theoreme,  demonstrations  qui  auront  l'avantage  d'en 
faciliter  la  discussion  et  de  le  lier  ä  d'autres  theoreines  connus. 

2.  Menons  par  un  point  donne  de  la  surface  proposee  du  second 
legre  un  plan  normal  quelconque.  Un  rayon  lumineux,  situe  dans  ce 
plan  et  rencontrant  la  surface  dans  le  point  donne,  ne  sortira  pas  du 
plan  apres  avoir  ete  reflechi  par  la  surface.  Si  donc  ce  rayon  est 
parti  d'un  point  quelconque  d'une  focale,  il  sera  reflechi,  suivant  notre 
Jieoreme,  vers  un  autre  point  de  la  meme  courbe,  en  faisant  des 
mgles  egaux  avec  la  normale.  II  suit  de  la  que  les  deux  rayons,  in- 
rident  et  reflechi,  constituent  avec  la  normale  et  la  tangente  de  la 
surface  comprises  dans  le  meme  plan,  ce  qu'on  a  nomme  un  faisceau 
harmonique.  Comme  un  tel  faisceau,  en  rencontrant  un  plan  quel- 
conque, et  en  particulier  le  plan  principal,  contenant  la  focale,  le  coupe 
en  quatre  points  harmoniques,  il  suit  que  la  tangente  et  la  normale 
ront  couper  le  plan  principal  en  question  en  deux  points  tels  que 
chacun  d'eux  soit  situe  sur  la  polaire  de  l'autre.  Reciproquement,  si 
cette  derniere  relation  a  lieu,  ce  qu'on  prouvera  plus  loin  avec  facilite, 
notre  theoreme  en  decoule  immediatement. 

3.  Pour  fixer  les  idees,  prenons  un  ellipsoide  et  son  ellipse  focale, 
situee  dans  le  plan  du  plus  grand  et  du  moyen  axe  de  la  surface. 
Les  rayons  emanes  d'un  point  lumineux,  place  dans  un  point  quel- 
conque de  la  focale,  se  reunissent  de  nouveau,  pour  former,  apres  une 
premiere  reflexion,  une  ligne  lumineuse  coincidante  avec  la  focale. 
Chaque  reflexion  nouvelle  ramenera  ce  rayon  de  nouveau  vers  la  meme 
focale.  L'apparition  sera  (g£neralement  parlant)  la  meme,  mais  plus 
intense  si,  au  lieu  d'un  seul  de  ses  points,  la  focale  entiere  devient 
lumineuse.  II  s'agit  maintenant  de  savoir  de  quelle  maniere  la  lumiere 
se  distribue  sur  la  focale,  et  en  particulier,  quels  sont  les  differents 
points  de  la  surface  qui  renvoient  la  lumiere  emanee  d'un  point  donne 
ie  la  focale  vers  un  autre  point  donne  de  la  meme  courbe.  La  der- 
niere question  revient,  suivant  notre  theoreme,  ä  mener  par  les  deux 
points  donnes  que  nous  designerons  par  M  et  M\  une  ligne  droite,  et 
par  cette  ligne  droite  un  plan,  qu'on  fait  tourner  autour  d'elle,  et  de 
chercher  tous  les  points  de  la  surface  oü  les  normales  coincident  avec 
le  plan  tournant,  dans  l'une  quelconque  de  ses  positions.    Pour  resoudre 

*)  System  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes,    p.  334. 
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cette  question  nous  nous  serviront  des  proc^des  ordinaires  de  la  geo- 
metrie  analytique. 

4.  Soit 

(1)  5  +  ^  +  p-1 

l'equation  de  la  surface;  sa  focale  situee  dans  le  plan  xy  y  sera  repre- 
sentee  par  l'equation 

V2)  «*  —  y*  +    ß*  —  y»  =   1" 

Prenons    pour   equations    de    la   normale,   dans   un   point   quelconqu^B 
(x'}  y'}  z)  de  la  surface,  les  suivantes: 

(3)  x  =  kz  -f"  x)     V  =  l*  +  *y 

en  posant,  pour  abreger 

Jr  =  y*    *'     7  —  y*     y 

,       j    ,       a*  —  y*     ,       ,  ,       7   /       Ä*  —  y1     / 

x  =  x  —  Jfc*  —  — -/-  s ,    X  =  y  —  lz  =  --jr1-  V  • 

Les  coordonnees  du  point  oü  la  normale  (3)  rencontre  le  plan  x}  y  soc^^rt 

x  =  x,     y  =  A; 

donc  nous  obtenons  pour  sa  polaire,  prise  par  rapport  ä  la  focaL^Ele 

l'equation 

%x       .        Xy      - 

a*  —  y*  +  0*  -  y*  —  *' 

ou  bien,  en  substituant,  celle-ci: 

xx  ,  y>_  -, 

Cela  est  evidemment  l'equation  de  la  trace,  sur  le  plan  x,  yf  d^&»u 
plan  tangent  ä  la  surface  au  point  (xf,  y'}  z').  D  suit  de  la  d'abor^^™ 
le  theorfeme  connu  que,  si  par  un  point  donne  de  la  surface  on  men— ^T]e 
le  plan  tangent  et  la  normale  qui  coupent  un  plan  principal  que.^^^*" 
conque  dans  une  droite  et  un  point  N,  ce  point  sera  le  pole  de  1Ä^  ** 
droite,  par  rapport  ä  la  focale  comprise  dans  le  meme  plan.  De  L^-  " 
resulte  que  ce  point  N  est  situe  sur  la  polaire  d'un  point  quelconqu^^^-*16 
de  la  droite  en  question,  c'est-ä-dire  du  point  d'intersection  d'une 
gente  quelconque,  passant  par  le  point  (x'f  y'}  z')y  avec  le  plan 
cipal.  C'est  ce  qu'il  fallait  prouver  pour  Computer  la  demonstratio^  DD 
du  numero  (2). 

5.  «Tai  donne  le  theoreme  que  je  viens  de  demontrer  dans  7~  *e 
numero  precedent,  page  332  de  mon  Systeme  de  g^ometrie  analytiqu^*6 
ä  trois  dimensions.     En  parcourant  le  Journal   de  M.  Liouville,     — U6 
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;rouve  qu'il  appartient  ä  M.  Chasles  qui  l'a  transcrit  de  son  Aper$u 
listorique  p.  384  et  qui  en  a  tire  le  theorfeme  suivant: 

„Si  par  les  differents  points  d'une  section  plane  quelconque  d'une 
rarface  du  second  degre,  on  mene  les  normales  ä  la  surface,  leurs 
pieds  sur  chacun  des  plans  principaux  de  la  surface  seront  situes  dans 
ine  section  conique.  Le  cöne  circonscrit  ä  la  surface  suivant  la  section 
plane  rencontrera  le  plan  principal  suivant  une  autre  conique;  et  si 
i'on  confoit  la  focale  de  la  surface  comprise  dans  ce  plan,  la  premiere 
jonique,  lieu  des  pieds  des  normales,  sera  la  polaire  de  cette  seconde 
sonique  par  rapport  ä  la  focale."*) 

Le  th^or&me  peut  £tre  g&ieralise  de  deux  manieres.  D'abord  on 
yoit  qu'une  courbe  quelconque  tracee  sur  la  surface  peut  etre  substi- 
buee  ä  la  section  plane.  Puis,  il  est  evident  que  les  developpements 
analytiques  du  numero  precedent  subsistent  egalement  si,  au  lieu  de 
supposer  le  point  (x'}  y\  z)  sur  la  surface  meme,  on  le  prend  arbi- 
brairement  dans  Tespace.  C'est  seulement  Interpretation  geometrique 
qui  est  changee,  en  se  generalisant.  Le  plan  tangent  est  remplace 
par  le  plan  polaire  du  point  donne,  pris  par  rapport  ä  la  surface,  et 
la  normale  par  la  perpendiculaire,  abaissee  du  meme  point  sur  ce  plan 
polaire. 

Si  Von  circonscrit  ä  une  surface  du  second  degre  un  cöne  quelconque, 
le  plan  mene  par  la  courbe  de  contact,  et  la  perpendiculaire  abaissee  du 
centre  du  cöne  sur  ce  plan,  vont  rencontrer  un  plan  principal  de  la  sur- 
face  dans  une  ligne  droite  et  un  point;  ce  point  sera  le  pole  de  la  ligne 
droite,  par  rapport  ä  la  focale  situee  dans  le  meme  plan  principal. 

On  pourrait  tirer  de  ce  theorfeme  le  theorfeme  plus  general  du 
numero  (1)  de  maniere  comme  nous  avons  tire  de  celui  notre  theorfeme 
Bur  la  reflexion.  Au  meme  theoreme  se  joignent  une  foule  de  theo- 
remes,  soit  nouveaux,  soit  d&jä  enonces  par  d'autres  ou  par  moi. 

6.  Revenons  sur  nos  considerations  analytiques,  et  soit,  en  de- 
signant  par  (i  un  coefficient  constant  quelconque, 

[4)  (jlz  +  Ax  +  By  +  C  —  0 

l'equation  d'un  plan,  tournant  autour  d'une  ligne  fixe,   situee  dans  le 
plan  x,  y  et  representee  par  les  equations 

(5)  *  =  0,     Ax+  By  +  (7=0. 

Soit  cette   ligne  fixe   celle  qui  passe  par  les   deux  points,  pris   arbi- 
trairement  sur  la  focale  et  designes   plus   haut  par  M  et  M\     Pour 


*)    The*oremes  sur  les  surfaces  du  second  degre".    Par  M.  Chasles,   Liou- 
ville,  Journ.  VIII,  p.  216. 
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la  condition  que  la  normale  (3)  soit  comprise  toute  entiere  dans  ce 
plan,  nous  obtenons  les  deux  equations 

Ah  +  Bl  +  (A  =  0,     Ax  +  Bk  +  C  —  0. 

La  derniere  de  ces  deux  equations  est  independante  de  fi,  et  par  con- 
sequent  de  la  position  particuliere  du  plan  tournant.  En  y  mettant 
pour  x  et  X  leurs  valeurs,  nous  aurons 

(6)  A  a~/  x'+B  ?—-*-  y'+  C  -  0. 

Si  donc  on  prend  x    et  y    pour  variables,  cette  equation  repr&ente 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  principal  et  qui  coupe  la  surface  sui — 
vant  une  courbe,  qui  est  le  lieu  geometrique  des  points  qui  r£fl£chi 
sent  les  rayons  lumineux,  emanes   de   Tun  des  deux  points  M  et  M' 
vers  l'autre  de  ces  points.     U  resulte  sur  le  champ  de  ce  que  nouf 
venons  de  prouver  que,  suivant  la  courbe  d'intersection   dans  ce  pl 


iL 


i 


la  surface  donnee  est  touchee  par  une  surface  de  revolution  ayant  JLz=^tf 
et  M'  pour  foyers. 

Etant  partis  du  premier  theoreme  du  numero  (1)  nous  soinme  ^ss 
donc  parvenus  au  theoreme  suivant: 

Deux  points,  pris  arbitrairement  sur  une  focale  tfune  surface  dw»^iu 
second  degre,  sont  les  deux  foyers  cfune  surface  de  revolution,  circonscrit^  ~~te 
ä  la  surface  proposee. 

Reciproquement,  pour  parvenir  ä  notre  theoreme  de  reflexion  focaW  -Be, 
il  suffit  de  demontrer  directement  ce  dernier  theoreme.  C'est  ce  qiÄi-«e 
j'ai  fait  de  la  maniere  la  plus  simple.  *) 

7.  Pour  construire  l'equation  (6),  nous  observons  d'abord  que  lcz^  es 
coordonnees  du  pole  de  la  ligne  droite  (5)  (qui  passe  par  les  deu-^^— ux 
points  M  et  M'7  situes  sur  la  focale)  sont  par  rapport  a  la  focale    2~  ^S): 

x  =  —  c  (a*  ~~  y*)'     y  =  ~~  C  (F  ~  '*)' 

et  de  lä   on   obtient  l'equation  (6)   ä  construire,  pour  le  plan  polair^Ä^  re 
du  point  ainsi  determine,  pris  par  rapport  ä  la  surface  proposee. 

Supposons  toujours  que  la  surface  soit  un  ellipsoide,  dont  rellips^^*e 
exterieure  de  la  figure  est  une  section  principale  et  l'ellipse  interiew — ^^ 
l'ellipse  focale.  Sur  cette  derniere  courbe  nous  prendrons  arbitraii 
ment  deux  points  M  et  M'  (Fig.  73);  il  s'agit  de  determiner  les  poini 
de  la  surface  qui  reflechissent  les  rayons,  emanes  de  M7  vers  M 
Pour  cela  construisons  par  rapport  ä  la  focale  le  pole  P  de  la  lij 
droite  MM',  et  en  suite,  par  rapport  a  la  section  principale,  la  polaii 

*)  System  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,    p.  259. 
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Fig.  73. 


SS'  du  point  P;  enfin  menons  par  SS'  le  plan  perpendiculaire  au 
plau  principal.  Tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sur- 
face  et  de  ce  plan  reflechiront  les  rayons  lumineux,  emanes  de  My 
vers  M'. 

Si  le  point  M'  decrit  la  focale  de  maniere  que  MM'  tourne  autour 
du  point  M,  le  point  P  parcourra  la  tangente  de  la  focale  en  M}  et 
en  meme  temps  le  plan  cou- 
pant  tournera  autour  d'une 
ligne  droite  fixe,  perpendicu- 
laire au  plan  principal  et  cou- 
pant  ce  plan  dans  le  point  Q, 
pole  de  la  tangente  en  M 
par  rapport  ä  la  section  prin- 
cipale.  Pour  qu'il  y  ait  effec- 
tivement  reflexion,  il  faut  que 
le  plan  de  la  section  perpen- 
diculaire coupe  la  surface  dans 
une  courbe  reelle,  il  faut  donc 
que  le  point  P  soit  exterieur 
ä  la  section  principale.  Si  le  point  P  coincide  successiveinent  avec 
les  deux  points  L  et  K  oü  la  tangente  en  M  coupe  la  surface  prin- 
cipale, les  courbes  reflechissantes  correspondantes  se  reduiront  a  ces 
points  memes  et  renverront  le  rayon  incident  respectivement  vers  les 
deux  points  N  et  B.  Ces  deux  points  s'obtiennent  facilement,  parce 
qu'ils  sont  les  points  de  contact  sur  les  deux  tangentes  nouvelles  LN 
et  KR  qu'on  peut  mener  a  la  focale  par  les  deux  points  L  et  K. 

Les  points  N  et  R  sont  les  deux  points  Limites  de  la  partie  dclairee 
NM' R  de  la  focale  par  les  rayons  emanes  du  point  M. 

8.  Si  au  lieu  de  Tellipse  focale  on  suppose  Thyperbole  focale 
per^ant  l'ellipsoi'de  dans  ses  ombilics,  il  faut  distinguer  les  deux  cas 
oü  les  rayons  frappent  soit  la  partie  concave,  soit  la  partie  convexe 
de  la  surface.  Ici  se  presente  comme  cas  particulier  celui  ou  les 
rayons  emanent  d'un  ombilic  et  celui  oü  les  rayons  incidents  sont 
paralleles  ä  une  des  deux  asymptotes  de  la  focale,  en  formant  un 
cylindre  droit  ä  base  circulaire. 

Je  n'entrerai  pas  dans  ce  detail  et  je  ne  discuterai  pas  non  plus 
le  cas  des  autres  surfaces  du  second  degre;  cette  discussion  ne  pre- 
sente aucune  difficulte. 


33. 

On  a  New  Geometry  of  Space. 

(Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London,  Band  14,  S.  63—68.  1866.) 

Infinite  space  may  be  considered  either  as  consisting  of  points 
transversed  by  planes.     The  points,  in  the  first  conception,  are 
mined   by   their   coordinates,    by  x,  y,  z   for   instance,   taken   in 
ordinary    signification ;    the    planes,    in    the    second   conception,    a~ 
determined  in  an  analogous  way  by  their  coordinates,  introduced  L    -*>y 
myself  into  analytical  geometry,  by  t,  u,  v  for  instance.    The  equatid=on 

tx  -f-  uy  -f"  *>*  =  1 

represents,  in  regarding  x}  y,  z  as  variable,  t,  w,  v  as  constant,  a  pla  ne 
by  means  of  its  points.  The  three  constants  t,  uy  v  are  the  cocz=3r- 
dinates  of  this  plane.  The  same  eqnation,  in  regarding  /,  uf  v 
variable,  x,  y,  z  as  constant,  represents  a  point  by  means  of  plai 
passing  through  it.  The  three  constants  x}  y}  z  are  the  coordinai 
of  this  point. 

The  geometrical  Constitution  of  space,  referred  hitherto  either         to 

points  or  to  planes,  may  as  well  be  referred  to  right  lines.    Accordi ^g 

to   the  double  definition  of  such  lines,  there    occurs  to   us  a  doufc^e 
construction  of  space.     In  the  first  construction  we   imagine   infin~  Jk 
space   to   be   traversed    by  lines,   themselves  consisting  of  points;        ^ 
infinite  number  of  such  lines  in  all  directions  pass  through  any  gn^  en 
point;  the  point  may  describe  each  of  the  lines.    This  Constitution       °f 
space  is  admitted  when,  in  optics,  we  regard  luminous  points  sendi  Ä# 
out  in    all  directions  rays  of  light,  or,  in  mechanics,  forces  acting     ^n 
points  in  any  direction.     In  the  second  construction,  infinite  space      M 
regarded    likewise    as    traversed    by    right    lines,   but  these    lines  £*-re 
termined  by  planes  passing  through   them.     Every   plane  contains     &ü 
infinite  number  of  lines  having  within  it  every  position  and  directio°; 
round  each  of  which   the  plane   may  turn.     We  refer  to  this  secavd 
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Instruction,  when,  in  optics,  we  regard,  instead  of  rays,  the  corre- 
sponding  fronts  of  waves  and  their  consecutive  intersections,  or  when, 
in  mechanics,  according  to  Poinsot's  ingenious  philosophical  views 
we  introduce  into  its  fundamental  principles  „couples",  as  well  entitled 
ko  occupy  their  place  as  ordinary  forces.  The  instantaneous  axes 
rf  rotation  are  right  lines  of  the  second  description. 

The  position  of  a  right  line  depends  upon  four  constants,  which 
may  be  determined  in  a  diflferent  way.  I  adopted  for  this  purpose  the 
jrdinary  System  of  three  axes  of  coordinates.  A  line  of  the  first 
lescription  which  wjhe  shall  distinguish  by  the  name  of  ray,  may  be 
letermined  by  means  of  two  projections,  for  instance  by  those  within 
XZ  and  YZ,  represented  by 

X  =  TZ  +  Q, 

y  =  sz  +6, 
>r  by 

tx  +  vxz  =  1  , 

uy  +  vyz  =  1 . 

[n  admitting  the  first  System  of  equations,  a  ray  is  determined  in  a 
inear  way  by  means  of  the  four  constants  r,  s,  q,  6,  which  may  be 
ialled  its  four  coordinates,  two  of  them,  r  and  s,  indicating  its  direction, 
;he  remaining  two,  after  its  direction  being  determined,  its  position 
n  space.  In  adopting  the  second  pair  of  equations,  t,  u,  vx,  vv  will 
)e  the  coordinates  of  the  ray. 

A  right  line  of  the  second  description,  which  we  shall  distinguish 
>y  the  name  of  axis,  is  determined  by  any  two  of  its  points.  It  is 
he  common  intersection  of  all  planes  passing  through  both  points. 
Ne  may  select  the  intersection  of  the  axis  with  the  two  planes  XZ 
tnd   YZy  as  two  such  points,  and  represent  them  by 

xt  +  ztv  =  1, 

yu  +  zuv=  1, 
>r  by 

t  =  pv  +  it 

u  =  qv  -{-  x. 

n  making  use  of  the  first  pair  of  equations,  the  four  constants  x,  y, 
t,  guy  indicating  the  position  of  the  two  points  within  XZ  and  YZ} 
,re  the  coordinates  of  the  axis.  In  adopting  the  second  pair,  the  four 
oordinates  of  the  axis  are  p,  q,  tc,  x. 

A  complex  of  rays  or  axes  is  represented  by  means  of  a  single 
quation  between  their  four  coordinates;  a  congruency,  containing  all 
ongruent  lines  of  two   complexes,  by  means  of  two  such  equations; 
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a  configuration,  containing  the  rigfat  lines  common  to  three  complexes, 
by  three  equations.  In  a  complex  every  point  is  the  Vertex  of  a 
cone,  every  plane  contains  au  enveloped  curve.  In  a  congruency  there 
is  a  certain  number  of  right  lines  passing  as  well  through  a  given 
point  as  confined  within  a  given  plane.  A  configuration  is  generated 
by  a  moving  right  line. 

In  a  linear  complex  the  right  lines  passing  through  a  give/l  point 
constitute  a  plane;  all  right  lines   within  a  given  plane  pass  througb- 
a   fixed  point.     Two  linear  complexes   intersect  each   other   along    » 
linear  congruency.     In  such  a  linear  congruency  there  is  a  single  rigtiA 
line  passing  as  well  through  a  given  point  as  confined  within  a  give*mi 
plane.     Three  linear  complexes  meet  along  a  linear  configuration. 

Instances  of  linear   complexes    are  obtained   by   means  of  line^a-r 
equations  between  the  four  coordinates  of  any  one  of  the  four  System- ». 
A   linear    configuration  of  rays  represented    by  three  such  equation» 
between   r,  s,  q,  6  is  a   paraboloid,   immediately   obtained;    betwe^^n 
t}  n,  vx,  vy  a  hyperboloid.    A  linear  configuration  of  axes  representa^Bid 
by  three  linear  equations  between  p,  q,  n,  x  is  a  hyperboloid,  iinn^^  e- 
diately  obtained;  between  x,  y,  zt}  zu  a  paraboloid.    Instances  of  line»  sur 
congruencies  are  exhibited  by  means  of  two  linear  equations,   as  w^hsII 
between  t,  u,  vx,  vy  as  between  x,  y,  ztJ  zu,  and  their  right  lines  eas^Sy 
construeted. 

The  general  linear  equation,  however,    between  any  four  coor-^Ji- 

nates    does    not   represent  a  linear  complex   of  the  most  general  c ie- 

scription.  Besides,  there  is  a  want  of  synimetry,  the  four  coordina- ^es 
depending  upon  the  choiee  of  both  planes,  XZ  and  YZ.  This  dou^Bble 
inconvenience ,  if  not  eliminated,  would  render  it  impossible  to  ad«=:^pt 
in  a  proper  way  analysis  to  the  new  geometrical  coneeption  of  spa^t-ce. 
But  it  may  be  eliminated  iu  the  most  satisfactory  way. 

For  that  purpose  I  introduced  (in  confining  myself  to  the  c-^^se 
of  the  coordinates  r,  s,  p,  o)  a  fifth  coordinate  (sq  —  r<j),  which  i  -=s  a 
funetion  of  the  four  primitive  ones.  Then  the  linear  equation  betw^^en 
the  five  coordinates 

Ar  +  Bs  +  C  +  1)6  -f  Eq  +  F(sq  —  rö)  =  0 

is  the  most  general  of  a  linear  complex.  After  having  been  render^""6^ 
homogeneous  by  a  sixth  variable  introduced,  it  becomes  of  a  compl*^^ 
symmetry  with  regard  to  the  three  axes  OX,  0T7  OZ.  The  int  ^°' 
duetion  of  the  fifth  coordinate  (sq  —  ro)  is  the  real  basis  of  the  a  ^w 
analytical  geometry,  the  exploration  of  which  is  indicated  in  the  of^* 
nary  way. 
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In   the   paper   presented,   a   complete    analytical   discussion  of  a 

inear  complex  is  given.     We  may  for  any  point  of  space  construct 

he  corresponding  plane  containing  all  traversing  rays,  and  vice  versa. 

light  lines  of  space  associate  themselves  into   conples  of  conjugated 

Ines;   to   each   line   a   conjugated   one   corresponds.     Any   nght  line 

ntersecting  any  two  conjugated,  is  a  ray  of  the  complex.     Each  ray 

>f  it  is  to  be  regarded  as  two  coincident  conjugated  lines.    It  is  easily 

ihown  that  each  linear  complex  may  be  represented  by  means  of  any 

me  of  the  following  three  equations;  in  which  k  indicates  the  same 

tonst  an  t: 

sq  —  ra  =  h,     6  =  kr}    q  =  ks. 

Lccordingly  a  linear  complex  depends  upon  the  position  of  a  fixed 
ine  (depending  itself  upon  four  constants)  and  the  constant  k.  Hence 
t  likewise  follows  that  such  a  complex  of  rays  may,  without  being 
thanged,  as  well  turn  round  that  fixed  line,  the  axis  of  the  complex, 
ls  move  along  it;  parallel  to  itself.  The  same  results  may  be  con- 
irmed  by  means  of  the  transformation  of  ray-coordinates,  and  thus 
vnalytically  determined  by  the  primitive  constants  A,  B,  Cf  D,  E,  F, 
he  position  of  the  axis  of  the  complex  and  its  constant  k.  In  a 
>eculiar  case,  where  k  becomes  zero,  all  rays  of  the  complex  meet  its  axis. 

A  linear  congruency  of  rays,  along  which  an  infinite  number  of 
inear  complexes  meet,  is  represented  by  the  equations  of  any  two  of 
ihese  complexes.  Through  a  given  point  of  space  passes  only  one 
ray,  corresponding  to  it,  as  there  is  only  one  corresponding  ray  con- 
ined  within  a  given  plane.  There  is,  with  regard  to  each  complex 
mssing  through  the  congruency  one  right  line  conjugated  to  a  given 
me.  All  these  conjugated  lines  constitute  one  generation  of  a  hyper- 
>oloid,  while  the  right  lines  of  its  other  generation  are  rays  of  the 
congruency,  which  therefore  may  be  generated  by  a  variable  hyper- 
wloid  turning  round  one  of  its  right  lines. 

The  axes  of  all  complexes  intersecting  each  other  along  a  linear 
congruency  meet  at  right  angles  a  fixed  line,  which  is  the  axis  of  the 
congruency.  Among  the  complexes  there  are  especially  two,  the  axes 
>f  which  are  met  by  their  rays.  These  axes,  meeting  themselves  the 
uris  of  the  congruency,  are  its  directrices.  A  linear  congruency, 
lepending  upon  eight  constants,  is  fully  determined  by  means  of  its 
mo  directrices.  Each  right  line  intersecting  both  directrices  is  one  of 
ts  rays.  The  plane  parallel  to  both  directrices,  and  at  equal  distance 
Tom  them,  is  the  central  plane  of  the  congruency;  the  point  where  it 
neets,  under  right  angles,  the  axis  of  the  congruency,  its  centre.  The 
;wo  lines  bisecting  within  the  central  plane  the  projections  of  the  two 
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directrices,  are  its   secondary  axes.     The  directrices   may  be  as   welL 
both  real  as  both  imagwary.     In  peculiar  cases   the   two  directrices 
are  congruent,  or  one  of  them  is  at  au  infinite  distance.    Each  of  the^ 
complexes  being  given  by  means  of  its  axis  and   its  constant  k,  botli__ 
directrices  of  the  congruency  along  which  they  intersect  one  anothei — 


j 


are  analytically  determined.  A  congruency  being  given  by  means  o 
its  directrices,  the  constants  and  axes  of  all  complexes  passing  throug 
it  are  determined. 

A  linear  configuration  of  rays  is  the  common  intersection  of  an 
three  linear  complexes,  and  represented  by  their  equations,  Ä  =  0 
&l'=  0,  £l"=0.  Each  complex  represented  by  an  equation  of  th^^^e 
form  Sl  -f-  u£l'-{-  t>&"=  0,  equally  passes  through  the  same  configu-  ^mt- 
ration.  So  does  any  congruency  along  which  two  such  complexes 
meet.  A  linear  configuration  is  a  hyperboloid;  its  rays  consitute  on 
of  its  generations,  while  the  directrices  of  all  traversing  congruencic^gjcs 
constitute  the  other.  The  central  planes  of  all  these  congruenci 
meet  in  the  same  point  —  the  centre  of  the  hyperboloid.  Its  dia 
meet  both  directrices  of  the  different  congruencies.  The  directricer~^  -es 
are  either  real  or  imaginary;  accordingly  the  diameters  meet  tli  Whe 
hyperboloid,  or  meet  it  not  If  the  two  directrices  are  congruent,  th~W  he 
diameters  become  asymptotes.  The  hyperboloid  passes  into  a  parab» 
loid  if  there  is  one  directrix  infinetely  distant. 

A  linear  configuration  is  determined  by  means  of  three  congruer: 
cies  as  it  is  by  means  of  three  complexes.  That  ray  of  it  whi 
meets  one  directrix  of  each  congruency  is  parallel  to  the  other. 
drawing  two  planes  through  the  two  directrices  of  each  of  the  thr» 
congruencies  parallel  to  its  central  plane,  we  get  a  rhomboid  circui*_-Äni- 
scribed  about  the  hyperboloid,  the  points  of  contact,  within  the  jjä— *»  81X 
planes,  being  the  points  where  the  six  directrices  are  intersected  W  by 
the  rays.  A  hyberboloid  being  given,  we  may  revert  to  the  congrueÄ^^ en" 
cies  and  complexes  constituting  it.  Finally  the  equation  of  the  hyp^  *Der- 
boloid  in  ordinary  coordinates  x,  y,  z  is  derived. 

If  we  proceed  to  complexes  of  the  second  degree,  the  field  of  ■:        m' 
quiry  is  immensely  increased.     Here  any  given  point  of  infinite  spa^  »-me 
is  the  vertex  of  a  cone  of  the  second  order,  and  likewise  within  a    ^nny 
given  plane  there  is  a  curve  of  the  second  class  enveloped  by  rays        —  of 
the  complex.     The  whole  of  the  infinite  number  of  cones,  as  well  *s 

of  the  infinite  number  of  enveloped  conics,  is  represented  by  an  equatL^^0^ 
of  the  second  order  between  the  five  ray- coordinates  r,  s,  p,  0  and  (sq — r    '    a)- 
The  general  analytical  theory   of  contact  may  immediately  be  appl^^^/ 
to  complexes  of  the  second  order,  touched  by  linear  complexes  etc. 
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In  order  to  elucidate  the  geometrical  conceptions  explained,  I 
thought  it  proper  to  present,  in  Section  II,  an  application  to  optics, 
leading  to  a  complex,  of  a  simple  description.  Rays  of  light,  consti- 
tuting  in  air  a  complex  will  likewise  do  so  after  being  submitted  to 
any  reflexions  or  refractions  whatever.  Let  us,  for  instance,  suppose 
that  the  complex  in  air  is  of  the  first  order  and  its  constant  equal 
to  zero;  i.  e.  that  its  rays  start  in  every  direction  from  all  points  of 
a  luminous  right  line.  Let  these  rays  enter  a  biaxal  crystal  by  any 
plane  surface.  Let  the  luminous  line  and  this  surface  be  perpendicu- 
lar  to  each  other.  Then,  within  the  crystal ,  the  double-refracted 
rays  constitnte  a  new  complex,  w£ch  is  represented,  like  the  primitive 
one,  and  independently  of  it,  by  means  of  an  equation  between  ray- 
coordinates. 

For  this  purpose  I  return  to  a  paper  of  mine  of  the  year  1838, 
concerning  double  refraction,  at  the  end  of  which,  after  having  men- 
tioned  the  application  of  Huyghen's  principle  to  FresneTs  wave- 
surface  and  the  construction  of  Sir  William  Hamilton,  I  proposed 
a  new  construction  of  the  double-refracted  rays  in  the  most  general 
case.  Here  I  first  made  use  of  an  auxiliary  ellipsoid,  with  regard  to 
which  the  polar  plane  of  every  point  of  the  wave-surface  is  one  of 
its  tangent  planes,  and  reciprocally  the  pole  of  every  plane  touching 
the  surface  one  of  its  points.  In  representing  FresneTs  ellipsoid  by 
the  equation 

the  new  auxiliary  ellipsoid  may  be  represented  by 

*!  +  l!  +  z-  _  1 

bc    '    ac    '    ab  ' 

or 

aar  +  by*  +  c&  =  (l^c 

and  replaced,  for  most  purposes,  by  the  similar  oue 

az2  +  by*  +  cz*=  1. 

The  construction,  as  far  as  we  are  concerned  here,  may  be  expressed 
thus:  —  Construct  at  the  moment  when  FresneTs  wave-surface 
is  formed  the  polar  line  of  the  trace  along  which  the  surface  of  the 
crystal  is  intersected  by  the  elementary  wave.  The  two  refracted  rays 
meet  the  wave-surface  in  the  two  points  where  it  is  intersected 
by  the  polar  line  constructed. x)  In  the  paper  of  1838  I  promised  a 
(hscussion  of  the  construction  given,  but  neglected  it  tili  the  present  time. 
This  discussion  immediately  leads  us  to  represent  the  complex 
of  double-refracted  rays  by  an  equation,  and  at  the  same  time  we  meet 
with  several  theorems  worthy  of  notice. 

30* 
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If  there  is  any  incident  ray,  the  plane  of  refraction,  containing 
both  double  -  refracted  rays,  is  congrueut  with  the  diametral  plane  of 
the  auxiliary  ellipsoid,   the    conjugated  diameter  of  which  is  perpen— 
dicular  to  the  plane  of  incidence.     All  rays  incident  within  the  sam^ 
plane  are,  after  double  refraction,  confined  again  within  the  same  plane  - 
While    the   plane  of  incidence    turns   round  the  vertical,    the    corre — 


sponding  plane   of  refraction  turns  round   that  diameter  of  the  auxi 
liary  ellipsoid,  the  conjugated  diametral  plane  of  which  is  the  surfac 
of  the   crystal.     Whatever   may    be  the   plane  or  curved  surface  b 
which  a  crystal  is  bounded  in  a  given  point;  all  corresponding 
of  refraction  pass  through  a  fixed  right  line. 

A  complex  of  rays  starting  in  air  in  all  directions  from   ever^ 
point  of  a  luminous   right  line,  perpendicular  to  the   surface  of  ti 
crystal,  is  represented  by  the  equation 

rö  =  sq, 

the  luminous  right  line  being  the  axis  OZ,  while  the  two  remainhxrraig 

axes,  OX  and  0  Y,  are  witfein  the  surface  of  the  crystal  any  two  rigK~-ht 

lines  perpendicular  to  eaA  <$ther.     This  complex  is    transformed  l^FHby 

double   refraction   into    another,   the   equation  of  which  assumes  ti    «^he 

most  simple  form, 

ra  =  Jcsq, 

in  especially  admitting  that  the  two  axes,  OX  and  0  Y,  are  congrue^^nt 
with  the  axes  of  the  ellipse  along  which  the  auxiliary  ellipsoid  is  czzzxut 
by  the  surface  of  the  crystal,  and  that  the  third  axis,  OZ,  is,  witl  'rfun 
the    crystal,    the   diameter  of  the   auxiliary    ellipsoid;   the  conjuga1^K"ted 

diametral  plane  is  that   surface.     k  is  a  constant  indicating  the  ra äÜo 

of  the  Squares  of  the  two  axes  of  the  ellipse. 

The  complex  of  double  -  refracted  rays  is  of  the  second  order,  its 

equation  may    be   easily    submitted  to   analytical   discussion.     All  its 

rays  passing  through  any  given  point  constitute  a  cone*of  the  secc=^a>nd 
order.  This  cone  remains  the  same  if  the  point  describes  a  ri^^^ht 
line,  passing  through  the  origin.  Likewise  there  is  in  any  given  pl^^^ane 
a  hyperbola,  enveloped  by   rays   of  the   complex.     Peculiar  cases  are 

easily   determined.      The   complex    of    double  -  refracted   rays    may  k 

described  in  three  different  ways  by  a  variable  linear  congruency.  ^° 

the  peculiar    case  in   which  the  surface  of  the  crystal  is  a  prindC— />*! 
section,  OZ  becomes  perpendicular  to  it;  if  it  is  one  of  the  cirec^^" 
sections  of  the  auxiliary   ellipsoid,    the  constant  k   becomes  equaL      to 
unity,  i.  e.  all    double  -  refracted   rays  meet  the  axis   OZ.     From     4be 
general  case  the  case  of  uniaxal  crystals  is   immediately  derived. 
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On  a  New  Geometry  of  Space. 

(Philosophical  Transaktione  of  the  Royal  Society  of  London,  Bd.  165,  S.  725—791.  1865.) 

L    On  Linear  Complexes  of  Bight  Lines. 

1.  Infinite  space  may  be  considered  either  as  consisting  of  points 
or  transversed  by  planes.  The  points,  in  the  first  conception,  are 
determined  by  their  coordinates,  by  x,  y,  z  for  instance,  taken  in  the 
ordinary  signification;  the  planes,  in  the  second  conception,  are  deter- 
mined in  an  analogous  way  by  their  coordinates,  introduced  by  myself 
into  analytical  geometry,  by  t,  u,  v  for  instance. 

The  equation 

tx  +  uy  -f-  vz  -f-  1  =  0 

represents,  in  regarding  x7  y,  z  as  variable  and  t,  u,  v  as  constant,  a 
plane  by  means  of  its  points.  The  three  constants  t,  u,  v  are  the 
coordinates  of  this  plane.  The  same  equation,  in  regarding  t,  t/,  v  as 
variable,  x,  yy  z  as  constant,  represents  a  point  by  means  of  planes 
passing  throngh  it.  The  three  constants  are  the  coordinates  of  the 
point 

A  point  given  by  its  coordinates  and  a  point  determined  by  its 
equation,  or  geometrically  speaking  by  an  infinite  number  of  planes 
intersecting  each  other  in  that  point,  are  quite  different  ideas,  not  to 
be  confounded  with  one  another.  That  is  the  case  also  with  regard 
to  a  plane  given  by  its  coordinates  and  a  plane  represented  by  its 
equation,  or  considered  as  containing  an  infinite  number  of  points. 
Hence  is  derived  a  double  signification  of  a  right  line.  It  may  be 
considered  as  the  geometrical  locus  of  points,  or  described  by  a  point 
moving  along  it,  and  accordingly  represented  by  two  equations  in  .r,  y}  z, 
each  representing  a  plane  containing  that  line.  But  it  may  likewise 
be  considered  as  the  intersection  of  an  infinite  number  of  planes,  or 
as  enveloped  by   one  of  these  planes,  turning   round    it  like  an  axis 
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accordingly  it  is  represented  by  two  equations  t9  w,  v,  each  represea- 
ting  an  arbitrary  point  of  the  line.    The  passage  from  one  of  the  two 
conceptions  to  the  other  is  a  discontinuous  one.*) 

2.    The  geometrical  Constitution  of  space,  hitherto  referred  eith^^ 
to  points  or  to  planes,  may  as  well  be  referred  to  right  lines.     A< 


cording  to  the  double  definition  of  such  lines,  there  occurs  to  us         a 
double  construction  of  space. 

In  the  first  construction  we  imagine  infinite  space  to  be  tmnn  .3. 
versed  by  lines  themselves  consisting  of  points.  An  infinite  numb^^^er 
of  such  lines  pass  in  all  directions  through  any  given  point;  each  •»*  of 
these  lines  may  be  regarded   as  described  by  a  moving  point.     Th  -^nis 

Constitution  of  space  is  admitted  when,  in  optics,  we  consider  lnm wj. 

nous   points  as  sending   out  in  all  directions   luminous   rays,   or,  jn 

mechanics,  forces  acting  on  points  in  every  direction. 

In  the  second  construction  infinite  space  is  likewise  regarded  as 

trans versed  by  right  lines,  but  these  lines  are  determined  by  me^Muos 
of  planes   passing   through   them.     Every  plane  contains   an   infin____Jte 
nuniber  of  right  lines  having  within  it  every  position  and  directiwm, 
around  each  of  which  the  plane  may  turn.     We  refer  to  this  sec<BM»nd 
conception  when,  in  optics,  we  regard,  instead  of  rays,  the  corresp^MDn- 
ding  fronts  of  waves  and  their  consecutive  intersections,  or  when,         in 
mechanics,  according  to  Poinsot's  ingenious   philosophical  views,         we 
introduce  into  its  fundamental  principles  „couples",  as  well  entitled__      to 
occupy  their  place  as  ordinary  forces.  The  instantaneous  axes  of  rotate—  ion 
are  right  lines  of  the  second  description. 

3.    In  order  to  constitute  a  new  geometry  of  space,  we  may        fix 
the  position   of  a   right  line,   depending  upon   four  constants, 
diflerent  way.     We  might  do  it  be  means  of  four  given  right 
by  determining,  for  instance,   the   shortest  distance  of  any   new 
from   each  of  the  four  given  ones.     But   all   such   conceptions 
rejected,  and  the  ordinary  System  of  axes  adopted  in  order  to  fix 
position  in  space  of  a  right  line.     Thus  the  new  researches,  indi< 
by   the  foregoing  remarks,  are    intimately   connected  with  the  m 
methods  of  analytical  geometry.    The  two  fragments  presented  on  -^fchi* 
occasion  are  only  calculated  to  give  an  exact  idea  of  the  new  waj^**~  °f 
proceeding,  and  to  show  its  importance,  greater  perhaps  than  it  app^^*18 
at  first  sight. 

*)  According  to   this  discontinuity,  a  plane  curve   represented  by  ordi  ^*ar)' 
coordinates  may  have  a  conjugate  which  disappears  if  the  same  curve  be  r&J>r,i' 
sented  by  means  of  line  -  coordinates.     See  „Sytem  der  analytischen  Geomet^V 
n.  330. 
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4.  A  right  line  of  the  first  description,  which  we  shall  distinguish 
by  the  name  of  ray,  may  be  determined  by  means  of  two  of  its  pro- 
jections. We  may  select  the  projections  within  the  planes  XZ  and 
YZ,  in  order  to  get,  without  generalizing,  the  greatest  symmetry  ob- 
tainable,  and  give  to  their  equations  either  the  form 

x  =  rz  -f-  q, 

[y  =  s*  +  6, 


(i) 

or 
(2) 


tx  +  vx$=  1, 

■ 

uy  +  vyz  =  1. 

In  adopting  the  first  System  of  equations,  the  four  constants 
r,  sf  q,  a  are  the  coordinates  of  the  ray :  two  of  them,  r,  s,  indicating 
its  direction,  the  remaining  two,  q,  a,  after  its  direction  is  determined, 
giving  its  position  in  space.    The  ray  meets  the  plane  X  Y  in  the  point 

In  adopting  the  second  system  of  equations,  we  get,  in  order  to 
determine  the   same  ray,  the  four  new  constants   t}  u,  vXf  vy}  which 

likewise  may  be  regarded  as  its  coordinates;  t  and  u  (equal  to  —  and     ) 

indicating  the  reciprocal  values  of  the  intercepts  cut  off  on  OX  and 

OF  by  the  two  projections  of  the  ray;  vx  and  vy  (equal  to   f —  — ) 

and  ( ))  the  reciprocal  values  of  the  two  intercepts  cut  off  both 

on  OZ. 

5.  A  right  line  of  the  second  description,  which  we  shall  distinguish 
by  the  name  of  axis,  is  determined  by  any  two  of  its  points.  We 
may  select  the  intersection  of  the  axis  with  the  planes  XZ  and  YZ 
as  two  such  points,  and  represent  them  by  the  System  of  equations 

{*«+*—!, 
[yu  +  0hv=  1, 

or  by  the  following  equally  symmetrical, 

t  *=*  pv  -\-  tt, 
u  =  qv  -f-  x. 

In  making  use  of  the  first  two  equations,  the  four  constants 
x,  y9  fy,  zu  are  the  coordinafcs  of  the  axis,  indicating  the  position  of 
the  two  points  within  the  planes  XZ,  YZ. 

In  making  use  of  the  second  system  of  equations,  p,  g,  V5,  x  are 
the  four  coordinates  of  the  axis,  this  axis  being  fixed  by  the  inter- 


(4) 


472  On  a  New  Geometry  of  Space. 

sections  of  two  planes,  one  of  which  is  the  plane  projecting  it  on  XY, 
and  determined  by  two  of  the  four  coordinates, 

x  y 

while  the  other  plane  determined  by  the  two  remaining  ones, 

t=pV  =  —  -±v}    u  =  qv  =  —jv, 
and  represented  by  the  equation 

p*  +  qy  +  *  =  o, 

passes  through  the  axis  and  the  origin. 

6.  If  we  consider  the  four  coordinates  of  a  ray  as  variable 
tities,  we  may  in  attribnting  to  them  any  given  values  successiveC  ^^sty 
obtain  any  ray  whatever  transversing  space.  Bat  in  admitting  the  ^tmj 
an  equation  takes  place  between  the  four  coordinates,  rays  are  er:^sx- 
cluded:  we  say  (hat  the  remaining  rays  constitute  a  complex  representm*^ded 
by  tlie  equation. 

In  admitting  two  such  equations  ezisting  simultaneously,  those  raj^.— *y« 
the  coordinates  of  which  satisfy  both  equations  constitute  a  congruenm    *ty 
represented  by  the  System  of  equations.    A  „congruency"  contains  all  cor: 
gruent  rays  of  two  complexes,  it  may  be  regarded  as   their  muku 
intersection.     If  we   admit   that   three   equations   are   simultaneousZ 
verified  by  the  four  coordinates,  the  corresponding  rays  constitute 
configuration  (Strahlengebilde,  surface  reglee)  represented  by  the  sysU 
of  three  equations.     A  configuration  may   be   regarded  as  the   mutu. 
intersection  of  three  complexes,   i.  e.  as  the  geometrical  locus  of  cor 
gruent  rays  belonging  to  all  three  complexes.    Four  complexes  or 
congruencies   intersect  each   other  in  a  limited  number  of  rays.    TK  The 
number  of  rays  constituting  a  configuration,  a  congruency,  a  comples^  Jex, 
and  space,  are  infinities  of  first,  second,  third,  and  fourth  order. 

7.  If  rays  are  replaced  by  axes,  complexes,  congruencies,  and  co^i^on- 
figurations  of  rays  are  replaced  by  complexes,  congruencies,  and  ccc^«w- 
figurations  of  axes. 

8.  A  configuration  of  rays  or  axes,  represented  by  three  line^^  e&r 
equations,  is,  aecording   to  the  choiee  of  coordinates,  either  a  hyp»-^«^er- 
boloid  or   a   paraboloid.     Let  the   three  equations  of  a  configurati^Ebrbz? 
of  rays  be 

Ar    +  Bs    +  C  +  Da  +Eq   =  0, 

(6)  \A'r  +  B's  +  C"  +  1)6  +  E'q  =  0, 

A"r  +  B"s  +  C"+  D"<s  +  E"q  =  0. 
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From  these  equations  we  derive  by  elimination  six  new  ones, 
sh  containing  two  only  of  the  four  variables.     Let  them  be 

i  ar  +  bs    =  1, 

i  cq   +  da  =  1, 

I  ar  +  c'q  =  1, 

l  b's+d'6  =  l, 

))  a"r  +  d"*=l, 

L)  6"«  +  c"e— 1. 

In  order  to  represent  the  configuration,  the  three  primitive  equa- 
ns  (5)  may  be  replaced  by  any  three  of  the  six  new  ones. 
The  equation  (7)  may  be  written  thus, 

*)  cx  +  dy  =  l, 

and  y  replacing   q  and  ff.     1t  represents  a  right  line  within  X\Y, 
ersected  by  the  rays  of  the  configuration. 

The  equations  (8)  and  (9)  represent  within  XZ,  YZ  two  points 
reloped  by  the  projections  of  the  rays  of  the  configuration;  con- 
juently  the  rays  themselves  meet  two  right  lines  passing  through 
3se  points,  and  being  parallel  to  0Y7  OX.  From  the  equations  (8) 
d  (9)  if  written  thus, 


i  immediately  derive 


l 

* 
c 

a 
c 

r  +  Q, 

1 
7 

b' 

~  d' 

•S  +  ff, 

1 

c 

x  -- 

=  1, 

c'z  =  fl', 

d 

1 

=  1, 

d'e  =  6', 

presenting  the  two  right  lines. 

Thus  by  selecting  in  order  to  represent  the  configuration  the  three 
uations  (7),  (8),  (9),  and  interpreting  them  geometrically,  we  have 
oved  that  all  its  rays  intersect  three  fixed  right  lines,  one  of  which 
Js  within  X  F,  while  the  two  remaining  ones  are  parallel  to  0  Y 
d  OX.  Hence  these  rays,  meeting  three  right  lines  parallel  to  the 
me  plane,  constitute  a  hyberbolic  paraboloid. 

In  determroing  the  paraboloid,  we  may  replace  any  one  of  three 
uations  we  made  use  of  by  the  equation  (6),  which  indicates  that 
[  rays  are  parallel  to  a  given  plane.  This  plane,  if  drawn  through 
e  origin,  is  represented  by  the  equation 

ax  +  by  =  jer, 
itained  from  (6)   by  writing       >   —  iustead  of  r,  $. 
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It  may  be  sufficient  here  to  state  that  a  configuration  of  rays,  if 
represented  by  three  linear  equations,  in  which  the  coordinates  r,  s,  p,  6 
are  replaced  by  t,  u,  vx,  vy,  becomes  a  hyperboloid. 

9.  A  configuration  of  axes  represented  by  three  linear  equations 
would  be  a  paraboloid  if  the  coordinates  x,  y,  zt9  z*  were  employed, 
but  becomes  a  hyperboloid  if  these  coordinates  are  replaced  by  p}q}is,  x. 
We  shall  here  consider  the  last  case  only,  and  may  for  that  pürpose 
directly  replace  the  eqnations  (6)  —  (11)  by  the  following  ones: 

(12)  ap    +  bq     =1, 

(13)  eis   +  d%    =  1, 

(14)  a'p  +c'TS  =1, 

(15)  b'q  +  d'x   =  1, 

(16)  a"p  +  d"%  =-  1 , 

(17)  b"q  +c"is=  1. 

Any  three  of  these  equations,  involving  six  constants,  are  sufficient  to 
determine  the  configuration. 

If,  after  having  replaced  p,  q9  TS,  x  by 

Zt                *u         1  1 
7 9    —  ;    —  7 

x  y       x       y 

we  regard  x,  y,  zt}  zu  as  variable,  (14)  and  (15)  may  be  written  thus, 

x  ==  a  z  +  c', 
y  =  b'z  +  d', 

representing  within  the  planes  XZ}  YZ  two  right  lines  {ÄA'9  BB') 
which  are  the  locus  of  points  (A,  B)  where  the  axes  of  the  configu- 
ration meet  the  two  planes. 

In  regardiug  13  and  x  as  coordinates  of  a  right  line,  the  equation 
(13),  being  written  thus, 

et  +  du  =  1, 

represents  a  given  point  (E), 

x  =  c,     y  =  d9 

enveloped  within  XY  by  the  projeetions  of  axes.  Therefore  all  axes 
of  the  configuration  intersect  a  third  right  line  (C<7)  parallel  to  OZ 
and  meeting  XY  in  E. 

Hence  we  conclude  that  the  configuration  represented  by  the  three 
linear  equations  is  a  hyberboloid.  Its  axes  meet  three  given  lines, 
two  of  which,  AA'9  BB',  fall  within  XZ,  YZ,  while  the  third,  CC 
is  parallel  to  OZ. 
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The  plane  BOA  passing  through  0  and  an  axis  AB  is  repre- 
ented  by  the  equation 

*  +  yy  +i>^  =  o. 

The  equation  (12)  being  with  regard  to  p  and  q  of  the  first 
legree,  indicates  that  all  such  planes,  containing  the  different  axes  of 
he  configuration,  intersect  each  other  along  a  given  right  line  DD' 
»assing  through  0.  Hence  all  axes  meet  a  fourth  right  line,  itself 
onfined  within  the  hyperboloid. 

The  complete  determination  of  the  hyperboloid  presents  no  diffi- 
ulties.  We  may  for  instance  find  its  centre  and  its  axes  by  deter- 
nining  the  shortest  distance  of  any  two  of  the  axes  generating  it. 

10.  Let  a  congruency  either  of  rays  or  axes  be  represented  by 
wo  linear  equations.  In  adding  to  these  equations  two  new  ones, 
ikewise  of  the  first  degree,  there  exists  only  one  ray  or  axis  the 
oordinates  of  which  satisfy  simultaneously  the  four  linear  equations. 
Two  new  equations  of  this  description  are  obtained  if,  among  the  rays 
>r  axes  of  the  congruency ,  we  select  those  either  passing  through  a 
fiven  point,  or  confined  within  a  given  plane.  In  the  case  of  rays, 
et  {x\  y'}  z')  be  a  given  point,  then  we  get 

#'=  rz'  +  p, 

n  order  to  express  that  all  rays  meet  in  that  point.     Let 

t'x  +  u'y+v'z  +  1  =  0 
be  the  equation  of  a  given  plane,  then  we  get 

t'r  +  us  +  v  =  0, 

t'Q  +  U'ö  +  1  —  0 

n  order  to  express  that  the  rays  lie  within  that  plane.  Again,  in  the 
»8e  of  axes,  let  (£',  u',  v')  be  a  given  plane,  then  we  get  the  new 
inear  equations 

t'x  +  v  Zt  =  1,      u  y  +  ^ 'tu  =  1 
>r 

V  =  pv  +  ^r,     w'e=  qv'-\-  x, 

n  order  to  express  that  the  axis  is  confined  within  that  plane.  Let 
n  regarding  x\  y'}  z    as  constant,  t,  u,  v  as  variable, 

x't  +  y'u  +  sf'v  +  1  =  0 

-epresent  a  given  point,  then  we  get 

x'p  +  V<L  +  *'=  o, 

x'ft  +  y'x+  1  =0 
in  order  to  express  that  the  axes  pass  through  that  point.     Hence 
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In  a  congruency  represented  by  the  System  of  two  linear  equaÜons , 
there  is  one  Single  ray  or  axis  passing  through  any  given  point  of 
as  there  is  one  Single  ray  or  axis  confined  toühin  a  given  plane. 

11.    In  order  to   represent  a  congruency  of  rays,  we  shall  he 
make  use  of  the  coordinates  t,  u,  vx,  vy.    Let 

At  +  Bu  +  Cvx  +Dvy   +  1  «  0, 
Ät  +  B'u  +  C'vx  +  D'vy  +  1=0 

be  its  two  equations.    By  successively  eliminating  each  coordinate, 
get  four  equations  of  the  following  form, 

at     +  bu    +  cvx    +  1  =  0, 

a't    +  b'u    +  dv9    +1=0, 

a't  +  cvx  +d'vy  +1=0, 

b"u  +  c"vx  +  d"vy  +  1  =*  0, 

any  two  of  which  involving  six  constants  may  replace  the  two  pri 
tive  equations,  the  remaining  two  being  derived  from  them. 

The  first  two  of  these  equations,  if  tf  u,  vx  and  t}  u,  vv  be  cc  3B- 
sidered  as  plane  coordinates,  represent  two  points  (17),  (V)  the  co^^*>r- 
dinates  of  which  are 

(ü)  x  =  a,      y  =  b,      z  =  c, 

(V)  x  =  a',     y  =  b'}     z  =  c'. 

Consequently  the  six  constants  upon  which  the  congruency  depen^  -ds, 
if  referred  to  the  three  axes  of  coordinates  OX,  OY,  OZ,  are  deW  ~&' 
mined  by  means  of  the  two  points  U  and  V.  Hence  is  derived  fcr^Ähe 
following  construction  of  rays  of  the  congruency. 

Trace  through  the  two  points   U,  V  any  two  planes  which  imV 
sect   each   other   along   a   right   line  confined  in  the  plane   XY}  a 
meeting  OX,  0  Y  in  the  points  D,  F.    Let  E,  G  be  the  points  wh 
the  two  planes   meet  OZ.     We  shall  get  within  the  planes  XZ, 
the  projections  of  a  ray   of   the    congruency   by    drawing  DE, 
The  ray  (AC)  thereby  completely  determined  will  intersect  the  pl 
XY  in  the  point  C,  the  coordinates  of  which  are 

x  =  ±-  =  0D,      y=  -  =  OF. 

lf  a  plane  be  traced  passing  simultaneously  through   both  poic^^^ 
U,   F,   both    iutersections    E,   G   ialling  into   one  point  A',  the  c^^H)r" 
responding  ray   of  the  congruency  A'C  intersects    OZ.     If  the  rx^^S^ 
line   UV  be  projected  on   YZ,  XZ,  the   projections  meet  OZ  in  t^^° 
points  A"}  A"\     In  these  points   OZ  is  intersected   by   the   rays       °t 
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ngruency  parallel  to  OX,  OY.     Tlie  ray  parallel  to  OZ  is  ob- 
by   the   point  C"  where   it   meets  XY.     The   coordinates   of 

3 

x  =  OD",      Y  =  OF", 

td  F"  being  the  points  where  the  projection  of  UV  intersects 
ad  OY. 

hus  occurs  to  us  the  construction  of   rays  passing  through  any 
rf  OZ  and  any  point  of  X  Y.  We  cannot  go  further  into  detail  here. 

2.    Again,  let  a  congruency  of  axes  be  represented  by  the  equations 

Ax  +  By  +  Czt  +  Dzu  +1=0, 

A'x  +  B'y  +  CBt+D'*m  +1  =  0. 

y  successively  eliminating  zu  and  zt  we  may  replace  these  equa- 
by  the  following  two, 

ax  +  by  +  czt    +  1  =  0, 
ax  +  b'y  +  czu  +  1=0, 

x  new  constants  of  which  are  derived  from  the  primitive  con- 
in regarding  x,  y,  zt}  zu  as  point-coordinates  (where  z  may 

itten  instead  of  zt  and  zu),  the  last  equations  represent  two 
The  six  coordinates  of  both  planes, 


t  =  a, 

u  =  b} 

v  *=  c, 

t  =  a', 

u  =  b', 

v  =  c'} 

e  six  constants  of  the  congruency,  consequently  the  congruency 
ermined  by  means  of  these  two  planes  and  the   axes  of  coor- 

3. 

uppose  both  planes  to  be  known.  Draw  any  right  line  meeting 
in  M  and  M! ,  project  M  on  XZ  and  M'  on  YZ.  The  right 
ining  the  two  projections  B  and  A  is  an  axis  of  the  congruency. 
-  we  project  on  XZ  and  YZ  any  point  of  the  right  line  JK 

which  both  planes  intersect  each  other,  the  right  line  joining 
projections,  B',  A'f  is  an  axis  parallel  to  XY.     All  axes   ob- 

in  that  way  meet,  within  XZ  and  YZ}  both  projections  of  JK. 

the  axes  of  the  congruency  parallel  to  IT  constitute  a  para- 
.  The  ray  within  X  Y  is  obtained  by  projecting  the  point  where 
aces  of  both  planes  meet  on  OX  and  0  Y  and  joining  both  pro- 
is,  B"  and  A",  by  a  right  line,  etc. 

3.    After  these  preliminary  discussions  we  shall  now  proceed  in 
e  systematic  way,  and  henceforth  exclusively  make  use  of  the 
uates  r7  Sj  q,  6.     When  a  complex  of  rays  is  represented  by  the 
equation 


(2) 
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(1)  Ar  +  Bs  +  Dö  +  Eq  +  1  —  0, 

we  may  easily  prove  that  the  infinite  number  of  rays  passing  through 
a  given  point  of  space  are  confined  within  the  same  plane,  and,  con- 
versely, that  the  infinite  nnmber  of  rays  confined  within  a  given  plane 
meet  within  the  same  point. 

In  order  to  select  among  the  rays  of  the   complex  those  passing 
through  a  given  point  (x'}  y    z')7  the  following  two  equations, 

x  =  rz  +  Qf 

< 

y'=Sz'  +  0, 

are  to  be  added  to  the  equation  of  the  complex.  By  eliminating  q 
and  0  we  get 

(3)         (A  -  Ez*)r  +  (B  —  Dz')s  +  (1  +  Ex'+  By')  —  0. 

This    equation    being    of   the    first   degree    with   regard   to   the 
remaining  variables   r  and  s,  shows  that  all  corresponding  rays  stxe 
parallel  to  a  given  plane,  and  therefore  confined   within  the  plane    of 
that  direction  and  passing  through  the  point  (x'7  y\  z').    By  replacin? 

in  the  last  equation  r  and  s  by  x^_   ,  and  ^~yr  we  obtain,  in  or^ä«1 

to  represent  that  plane,  the  following  equation, 

(A  -  Ez')(x  -  x)  +  {B  -  Dz')(y  -  y) 
+  (1  +  Ex'+  Dy')(z  —  z)  =  0. 

14.  Again,  this  equation  being,  with  regard  to  (x'}  y'9  *'),  of  &c 
first  degree,  proves  that,  conversely,  all  rays  confined  within  a  gl  ven 
plane  meet  in  the  same  point  of  that  plane. 

15.  A  complex  the  rays  of  which  are  distributed  through  infirr^11*6 

space  in  such  a  way  that  in  each  point  there  meet  an  infinite  num *** 

of  rays  constituting  a  plane,  and  conversely,  that  each  plane  conLi^*ra1T1H 
an  infinite  number  of  rays  meeting  in  the  same  point,  may  be  ca!^-^ 
a  linear  complex  of  rays.     We  may  say,  too,  that,  with  regard  to  "*e 

complex,  points  and  planes  of  the  infinite  space  correspond  to  ^^ü™ 
other;  each  plane  containing  all  rays  which  meet  in  the  point  pla— —c^ 
within  it,  and  each  point  being  traversed  by  all  rays  which  are  Ä-^on" 
fined  within  the  plane  passing  through  it. 

16.  A  linear  complex  of  rays  is  represented  by  the  linear  ec^^m' 
tion  (1),  but  it  is  easily   seen    that  this   equation  is  not  the  ffen^^ra* 
equation  of  a  linear  complex.    The  following  considerations  lead  u^^  *° 
generalize  the  preceding  developments  and  to  render  them  by  gen^^w" 
lizing  more  symmetrica! 

Hitherto  we  determiiied  a  ray  by  its  two  projections  within  XZ, 


(4) 
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x=»  rz  +  Qf 

y  =  sz  +  <$\ 

whenee  its  third  projection  within  XY  is  derived, 

(5)  ry  —  sx  =  rt$  —  sq. 

This  equation  furnishes  the  new  term  (rö  —  sq),  which,  like  q 
and  ö,  depend  lipon  r  and  s  as  well  as  upon  x   and  y   in  a  linear  way. 
Again,  from  the  equations 

tr  +  us  +  v  =  0, 

tQ  +  uö  -\-  w  =  0, 

expressing  that  the  ray  (r,  .9,  p,  <y)  falls  within  te  plane  (t,  u7  v,  w) 
represented  by  the  equation 

tx  +  wy  +  vz  +  w  =  o*); 
we  deduce 

(6)  Ts"~   "  rf  — (r*-*p). 

17.  After  introducing  a  new  term  containing  (sq  —  ftf),  the  equa- 
tion of  the  complez  may  be  written  thus; 

(7)  Ar  +  Bs  +  C  +  Dö  +  Eq  +  F(s(>  —  r<y)  =  0. 
When,  after  (ra — sq)  is  eliminated  by  means  of  the  equation 

ry' — sx'=r<s  —  sq9 

we  proceed  as  we  did  in  the  former  case  [14],  the  following  equation 
is  obtained  in  order  to  represent  the  plane  corresponding  to  the  given 
point  (x'}  y',  z'), 

(A  -  Fy-  Ez*)(x  -  x)  +  (B  +  Fx-  Bz)(y  -  y') 

+  {C+Ex+Dy')(z-z)=>0. 

This  equation  may  be  expanded  thos, 

(A  —  Fy'-  Ez")x  +  (B  +  Fx  —  Bz')y  +  (C  +  Ex'+  Dy')z 

=>Ax+By'+Cz', 

and  reduced  also  to  the  following  symmetrica!  form, 

A(x-x')+B{3i-y')  +  C(i!-e-)+D{y'z-z'y)  +  E(x'e-z'x) 

+  F(x'y  -  y'x)  =  0. 


(8)  { 


(9)[ 


(10)  { 


*)  Henceforth  we  shall  make  use  of  four  plane-coordinates  t,  u,  v,  to,  and 
accordingly  represent  a  point  by  a  homogeneous  equatioD.     Sometimes,  where 

aymmetry  and  brerity  require  it,  likewise  x,  y,  z  shall  be  replaced  by  ^  ,  ^ ,  £  . 

V         V         V 

Aecordingly,  by   indroducing  the  four  point-coordinates  {j,  rj,  ?,  #,  a  plane  is 
represented  by  a  homogeneous  equation. 
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18.  We  may  directly  prove  that  all  rays  confined  within  a  gi?en 
plane  meet  in  the  same  point.     The  equation  of  this  plane  being 

(11)  t'x  +  uy  +  v'm  +  w'=  0, 

we  get,  in  order  to  express  that  a  ray  falls  within  that  plane,  the 
following*  three  equations, 

t'r  +  u's  -f*  v'  =  0, 

t' q  -f"  w'<*  +  w'=  0, 

w's—  v'ö  —  (rö  —  sq)  t'=0, 

each  of  which  results  from  the  other  two.  Between  these  equation* 
and  the  equation  of  the  complex  (rö —  sq),  r  and  q  may  be  elimi- 
nated.     The  resulting  equation, 

(12)  (Bf-  Au-  Fw')s+(Df—Eu  +  Fv)  6  +  Ct'-  Atf—Ew-0, 

being  linear  with  regard  to  the  two  remaining  variables  s  and  6, 
represents  a  right  line  parallel  to  OX  and  intersecting  TZ  in  a  point, 
the  coordinates  of  which  are 

Z  ~       Dt  —  EW+Fv'  ' 

'  =        Ct' -  Av' -  Ew' 
y  Df—  Eu  +  Fvf 

Hence  all  rays  of  the  complex  supposed  to  fall  within  the  plane  (11) 
intersect  that  right  line,  and  consequently  meet  in  the  same  point. 
Two  coordinates  of  that  point  are  given  by  the  last  equations,  the  third, 

^  X        Dt'-Eu'+Fv'' 

is  obtained  by  introducing  the  values  of  z  and  y  into  the  equation 
of  the  plane. 

We   may    represent  the  point  corresponding  to  the   given  pl^ 
(f,  u7  v',  w')  by  its  equation, 

UCu  —  Bv-Dw)t  —  (Ct'-Av'-  Ew)u  +  (Bf—  Au-  F*)' 
(     M  +  (Df—Eu'+Fv')w  =  0, 

which  may  be  written  thus, 

f  A(v'u  -  uv)  +  B(fv  —  v't)  +  C(u't  -  t'u)  +  D  (fw  -  t*/*) 

+  E(w'u  —  u'w)  +  F{y'w  —  w'v)  =  0. 

19.  It  is  easily  seen  that  both  equations  (12)  and  (16)  are   ^e 
most  general  ones,   indicating  the    supposed   correspondence   bet^^11 
point  and   plane.     Therefore  (10)  is  the  most  general   equation  &  a 
linear  complex. 


(16) 
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20.  According  to  the  fundamental  relation  which  characterizes  a 
ear  complex,  the  plane  corresponding  to  a  given  point  is  deter- 
ned  by  means  of  any  two  rays  passing  through  that  point,  as  the 
int  corresponding  to  a  given  plane  is  determined  by  any  two  rays 
lfined  within  that  plane. 

Suppose  P  and  P'  to  be  any  two  points  of  space,  and  p  and  p' 
5  two  corresponding  planes.  Let  I  be  the  right  line  joining  both 
ints,  II  the  right  line  along  which  both  planes  intersect  each  other. 
aw  through  I  any  plane  intersecting  II  in  Q7  join  Q  to  P  and  P' 
two  right  lines  QP,  QP'.  These  right  lines,  both  passing  through 
ints  (P,  P')  and  falling  within  planes  (p,  p')  which  pass  through 
jm,  are  rays  of  the  complex.  The  plane  PQP',  containing  both 
tb  and  consequently  containing  I,  corresponds  to  the  point  Q,  whence 
conclude  that  planes  passing  through  any  points  Q,Q'  of  II  inter- 
it  each  other  along  I.  Likewise  it  may  be  proved  that  any  plane 
iwn  through  II  intersects  I  in  the  corresponding  point.  We  shall 
1  I  and  II  two  right  lines  conjugate  with  regard  to  the  linear  complex, 
merely  conjugate  lines.  The  relation  between  two  conjugate  lines 
a  reciprocal  one;  each  of  them  may  be  regarded  as  an  axis  in  space 
>und  which  a  plane  turns  while  the  corresponding  point  describes 
i  other;  each  also  may  be  regarded  as  a  ray,  described  by  a  moving 
int,  the  corresponding  plane  of  which  turns  around  the  other. 

Each  right  line  meeting  two  conjugate  right  lines  isaray  ofthe  complex. 

To  each  right  line  of  space  there  is  a  conjugate  one. 

If  a  point  move  along  a  ray  of  the  complex,  the  corresponding 
me  —  containing  each  ray  of  the  complex  which  passes  through  the 
int,  and  therefore  especially  the  given  one  —  turns  around  the  ray. 

Each  ray  of  the  complex  may  be  regarded  as  two  coincident  con- 
jate  lines. 

21.  We  may  also  connect  the  preceding  results  with  the  general 
\nciple  of  polar  reciprocity.  Indeed  the  general  equation  (10),  which 
>resents  the  plane  corresponding  to  a  given  point,  is  not  altered  if 

y'}  e'  and  x,  y,  z  be  replaced  by  one  another.  Consequently  we 
tv  say,  in  introducing  the  denominations  pole  and  polar  plane 
stead  of  corresponding  point  and  plane,  that  the  polar  planes  of  all 
inte  of  a  given  plane  pass  through  its  pole,  ond  conversely,  that 
3  poles  of  all  planes  passing  through  a  given  point  fall  within  the 
lar  plane  of  that  point.    In  our  particular  case  a  plane,  containing 

own  pole,  is  determined  by  means  of  the  poles  of  any  two  planes 
3sing  through  that  pole;  likewise  a  point,  falling  within  its  polar 
ine,  is  determined  by  means  of  the  polar  planes  of  any  two  points 

Plüoker,  Werke.   I.  31 
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of  its  polar  plane.  A  right  line  joining  any  two  points  of  space  is 
conjugate  to  the  right  line,  along  which  the  polar  planes  of  both 
points  intersect  each  other.  If  one  of  two  conjugate  right  lines  en- 
velopes  within  a  given  plane  a  curve,  the  other  describes  a  conical 
surface;  the  Vertex  of  the  cone  falls  within  the  plane  containing  the 
enveloped  curve.  Generally  if  one  of  the  two  conjugate  right  lines 
describes  a  configuration,  the  other  one  likewise  describes  such  a  sur- 
face. If  one  of  the  two  surfaces  degenerates  into  a  cone,  the  other 
degenerates  into  a  plane  curve.*) 

22.  A  point  of  space  being  given,  to  construd  the  plane  which  cm- 
tains  all  rays  of  Ü%e  complex  passing  through  tiic  point 

Each  ray  intersecting  two  conjugate  lines  is  a  ray  of  the  complex. 
Accordingly  the  only  right  line  starting  from  a  given  point  and 
meeting  any  two  conjugate  is  a  ray  of  the  complex.  We  obtain  a 
new  ray,  starting  from  the  same  point ,  by  means  of  each  new  pair  of 
conjugate  lines.  All  such  lines  constituting  the  plane  corresponding 
to  the  given  point,  two  pairs  of  conjugate  lines  are  sufficient  to  deter- 
mine  that  plane. 

A  plane  of  space  being  given ,  to  construct  the  point  where  meet  all 
rays  of  the  complex  confined  within  the  plane. 

Each  right  line  joining  the  two  points  in  which  two  conjugate 
right  lines  are  intersected  by  a  given  plane  being  a  ray  of  the  complex, 
there  will  be  obtained,  within  the  given  plane,  as  many  rays  as  there 
are  known  pairs  of  conjugate  lines.  Any  two  such  pairs  are  sufficient 
in  order  to  determine  the  point  within  the  plane  corresponding  to  it 
where  all  rays  meet. 

A  plane  is  intersected  by  the  two  lines  of  each  conjugate  pair  in 
two  points;  the  right  lines  joining  two  such  points  are  rays  of  the 
complex  converging  all  towards  the  point  which  corresponds  to  the 
plane.  Again,  the  two  planes  passing  through  a  point  of  space  and 
meeting  the  two  lines  of  a  conjugate  pair,  intersect  each  other  along 
a  ray  of  the  complex  confined  within  the  plane  which  corresponds 
to  the  point. 

23.  After  this  geometrical   digression,  immediately  indicated  bi 
analysis,  we  resume  the  analytical  way. 

By  putting  in  the  general  equation  (9)  of  the  plane  correspondin 
to  a  given  point  (x\  y\  z')y 

*)  The  peculiar  kind  of  polar  reciprocity  we  meet  here  was  first  noticed  br 
M.  Möbius  in  the  lOth  volume   of  „Crelle's  Journal",  and  was  afterwards  ex- 
pounded  by  L.  F.  Magnus  in  his  valuable  work  „Sammlung  von  Aufgaben  und 
Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes",  pp.  139—145. 
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we  obtain 

(17)  Ax  +  By+Cz=*0, 

in  order  to  represent  the  plane  corresponding  to  the  origin. 

By  putting  successively 

z  =  oo, 

x'=  oo, 
the  same  equation  becomes 

C  +Ex  +  Dy  =  0, 

(18)  B  +  Fx-  Dz  =  0, 

A  —  Fy  —  Ez  =  0. 

Accordingly  these  equations  represent  the  planes  corresponding  to 
points  moved  to  an  infinite  distance  along  OZ,  OY,  OX. 

By  combining  each  of  the  equations  (18)  with  (17),  we  get  the 
orays  conjugate  to  the  axes  of  coordinates  OZ,  OY,  OX,  forming  a 
triangle,  the  angles  of  which  fall  within  the  three  planes  of  coordi- 
nates, XY,  XZ,    YZ,  into  the  corresponding  points. 

24.  By  putting 

the  equation  (15),  representing  a  point  corresponding  to  any  given 
jriane  {t'}  u,  v',  «?'),  becomes 

—  Dt  +  Eu  —  Fv  =  0, 

and  then  indicates  that  the  point  corresponding  to  the  infinitely  distant 
plane  of  space  falls  itself,  at  an  infinite  distance,  along  a  direction 
which  may  be  represented  by  the  equations 

(19)  i—B-'r' 

while,  if  rectangular  coordinates  were  supposed, 

Dx  —  Ey  +  Fz  =  0 

represents  the  plane  perpendicular  to  it. 

We  shall  call  this  direction  the  characteristic  direcüon  of  the  complex. 
It  is  invariably  connected  with  the  complex. 

25.  By  putting  successively 


t' 

= 

°°» 

u 

= 

«>, 

v' 

=s 

oo, 

Sl 
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we  get, in  order to  represent  within  the  planes  of  coordinates  YZ7  XZfXYj 
the  points  corresponding  to  these  planes,  the  following  equations: 

•  j  Cu  —  Bv  —  Dw  =  0, 
(20)  \ct  —  Av  —  Ew  —  0, 

\Bt  —  Au  —  Fw*=0. 

Accordingly  the  coordinates  of  these  points  are 


(21) 


B 


B 


*n 


y  =  0,      X  =   -  -£  =  XUi 


E  — *"> 


£=0,    x  =  —  jtz=xv,    y=w  =  y9, 


whence  may  be  derived  the  following  relation, 


Wu 


X  v  zs 


—  I 


In  putting  C  =  —  1 ,  the  right  line  conjugate  to  OZ,  if  regardcd 
as  an  axis,  may  be  determined  by  its  four  coordinates  [5], 

p  =,  A,    q  =  B,    &  =  D,    x  =  E. 

These  coordinates  therefore  are  four  of  the  constants  of  the  compte* 

Ar  +  Bs  +  Dö  +  Eq  +  F{sq  —  re)  =  1. 

M N  conjugate  to  OZ  remains  the  same  whatever  may  be  the  val°e 
of  F.     If  by  putting  F  equal  to  zero  the   last  equation    becomes  ** 
linear   one,  the  complex  is  completely  determined  by  MN  conjug^*^ 
to  OZ. 

26.    The   ratio    of  the   three    constants   upon   which   the  cl 
teristic  direction  of  the  linear  complex  (19)  depends, 

D:E:F} 

remains   the    same  if   the  origin  be   changed  or  the   complex  mo 
parallel  to  itself.     But   if  by  turning  the  complex  the  characterid*'*0 
direction  simultaneously  move,  that  ratio  is  altered.    One  of  the  ti*X'^e 
constants   F,  E,   D   becomes   zero    if  the    characteristic  direction       »^ 
confined  within  XY,  XZ,   YZ\  two  of  them   disappear,  jF  and  E,     -* 
and  D,  E  and  D  if  that  direction  fall  within  OX,  OY,  OZ.     T£et*~e 
the  general  equation  becomes 


(22) 


Ar  +  Bs  +  C+Do  =  0, 

Ar  +  Bs  +  C+  Eq  =  0, 

Ar  -f  Bs  +  C  +  F(sq  —  ra)  =  0. 
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27.  The  ratio  of  the  three  constants 

A  :  B  :  C 

varies  if  the  complex  be  moved  parallel  to  itself.  If  the  plane  cor- 
responding  to  0  pass  through  OZ,  OY,  OX,  one  of  the  three  con- 
stants C,  B}  A  becomes  zero;  if  this  plane  be  congruent  with  XY} 
XZ7  YZ9  i.  e.  if  0  be  the  point  corresponding  to  XY,  XZ,  YZ9 
two  constants  A  and  B,  A  and  C9  2?  and  C  disappear,  and.  the  general 
equation  of  the  complex  becomes 

Bö  +  Eq  +  F(sq  —  ra)  +  C    =  0, 

(23)  Bö  +  Eq  +  F(sq  —  rö)  +  Bs  =  0, 

D<*  +  JEp  +  F(sq  —  ra)  +  Ar  =  0. 

28.  In  order  to  represent  a  linear  complex  by  equations  of  the 

xitmost  simplicity,  let  us  take  any  plane  XY}  XZ,  YZ  perpendicular 

to   the  characteristic  direction,   and    draw  through  its    corresponding 

point  0  the  axis  OZ9  OY9  OX.    The  resulting  equations  will  assume 

the  following  forms, 

IF(sq  —  rö)  +C    =  0, 

(23*)  \Bs  +  Eq=--09 

\Ar  +  Bö^0. 

The  planes  corresponding  to  all  points  of  a  right  line  having  the 
characteristic  direction  are  parallel  to  each  other;  and  conversely  the 
locus  of  points  corresponding  to  parallel  planes  is  a  right  line  of  that 
direction.  Hence  we  conclude  that  there  is  one  fixed  line,  the  points 
of  which  correspond  to  planes  which  are  perpendicular  to  it.  Con- 
eequently,  on  the  supposition  of  rectangular  coordinates,  we  may  in 
only  one  way  represent  a  linear  complex  by  means  of  equations  as- 
euming  the  form  of  those  above. 

29.  In  order,  for  instance,  to  get  the  first  of  these  equations, 

C 
"which  by  replacing  —  «  by  Je  may  be  written  thus, 

sq  —  rö  =  Je, 

it  will  be  sufficient  to  direct  OZ  along  the  fixed  line.  As  no  suppo- 
eition  is  made  either  with  regard  to  the  position  of  the  origin  on  0Z9 
k>t  to  the  direction  of  0  X  and  0  Y  within  the  plane  X  Y  which  is  per- 
pendicular to  OZ,  this  equation  will  remain  absolutely  the  same  if 
the  System  of  coordinates  be  moved  parallel  to  itself  along  OZ}  or 
turned  round  it.     In  other  terms, 

A  linear  complex  of  rays  invariably  remains  tlve  same  if  it  be  moved 
parallel  to  itself  along  a  fixed  right  line  or  turned  round  it. 
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The  fixed  right  line  may  be  called  the  axis  of  rotation,  or  merely 
the  axis  of  the  complex. 

30.  We  may  give  different  geometrical  interpretations  to  the  last 
three  equations,  involving  each  a  characteristic  property  of  a  linear 
complex  of  rays. 

Any  two  planes  XZ,  TZ  intersecting  each  other  along  OZ  being 
given,  rays  of  space  may  be  determined  either  by  their  projections  on 
both  planes,  or  by  the  points  where  they  meet  them.  In  the  first 
case;  if  a  third  plane  intersecting  XZ,  YZ  along  OX,  OY  at  right 
angles  be  drawn,  there  are  two  planes  LMN,  UM'lf,  parallel  to 
each  other,  passing  through  the  two  projections  LN,  ITN*,  and  meeting 
0Z}  OY,  OX  in  N  and  N',  M  and  M ',  L  and  L'.  In  the  second 
supposition,  denote  the  two  points  of  intersection  by  U  and  V,  and 
their  projections  by  U'  and  V.  Accordingly  TT  U,  V  V,  and  U'  V 
may  be  regarded  as  the  projections  of  UV  on  the  planes  XZ,  YZ, 
and  on  OZ.    If  in  the  first  case 

LL'.MM'  _  , 

NN'        ~  K> 

in  the  second 

Uü\  VV  _  , 

UV*    '  ~    ' 
all  rays  thus  determined  constitute  the  linear  complex,  represented  by 

sq  —  rö  =  Z-, 
the  axis  of  which  is  OZ, 

If  k  =  0,  the  linear  complex  is  of  a  peculiar  description,  all  its 
rays  meet  the  same  right  line,  the  axis  OZ. 

31.  The  results  of  [29]  may  be  derived  in  a  direct  way.  Let 
(x\  y ,  z')  be  any  point  of  space;  according  to  the  general  equation 
(10)  its  corresponding  plane  with  regard  to  the  complex 

(24)  sq  —  rö  =  1c 
will  be  represented  by 

(25)  yx  —  x'y  =  h(js  —  z'). 

In  putting  x'=Q,  y'=0,  this  equation  shows  that  all  planes 
corresponding  to  points  of  the  axis  of  rotation  OZ  are  perpendicular 
to  this  axis  (in  the  case  of  oblique  coordinates  parallel  to  XY). 

If  the  point  fall  within  XY,  we  get  by  putting  z  =  0, 

y'x  —  xy  =  hz\ 

consequently  the  corresponding  plane  passes  through  0.  In  denotiug 
the  angle  which  it  makes  with  the  axis  of  rotation  by  A,  we 
obtain 
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cos  k  =    . ,—    -  7 

whence 

(26)  y'*  -f  V2  =  V  tanU. 

Hence  we  conclude, 

Right  lines  parallel  to  and  at  an  equal  distance  from  the  axis  of 
the  complex  are  met  under  the  same  angle  by  planes  corresponding 
to  their  points. 

32.  The  following  results  are  immediately  derived  from  (26). 
The  plane  p  corresponding  to  any  given  point  P  passes  through 

OP}  0  being  the  projection  of  P  on  OZ.  Let  the  plane  p  and  the 
right   line   OM  perpendicular  to  it  in  0  turn  round   the   axis   OZ, 

through  an  angle  -r->  an^  denote  them  after  turning  by  j/  and  OM'.   The 

projection  of  OP  on  OM'  is  a  constant,  and  so  is  the  perpendicular 
drawn  from  P  to  p'. 

Again,  Je  being  given  we  may,  by  determining  A,  construet  the 
plane  corresponding  to  a  given  point,  and,  conversely,  by  determining 
0Pf  construet  the  point  corresponding  to  a  given  plane. 

The  following  theorem  is  the  geometrical  interpretation  of  the 
equation  (25). 

Draw  through  a  point  P  its  corresponding  plane  p}  and  the  plane 
XY  perpendicular  to  the  axis  of  the  complex  meeting  that  axis  in 
0.  Let  jR  be  an  arbitrary  point  of  p,  and  R'  its  projection  on  XY. 
The  double  area  of  the  triangle  POR'  divided  by  R'  R  is  a  constant, 
and  equal  to  A*. 

33.  In  order  to  generalize,  we  may  start  from  the  equation 
(7)       Ar  +  B*  +  C  +  Dö  +  Eq  +  F(s<f  —  ro)  —  0, 

and  proeeed  in  the  following  way.     By  replacing  x,  y}  z  by  g,  tjt  £,  ^ 

(see  [16],  note),  and  omitting  the  accents,  we  immediately  derive  from 

equation  (10) 

1=      Cu  —  Bv  —  Dw, 

17  =  —  Ct  +  Av  +  Eiv, 

t  =--      Bt  —Au-  Fu, 

l#=      Dt  —  Eu+Fv, 

l}ri7  g,  #  indicating  any  point,  and  tfu9  v,  w  its  corresponding  plane. 
From  the  first  three  of  these  equations  results  the  equation 

AI  +  Brj  +  C%  =  -  (AD  -  BE+  CF)iv, 

which,  multiplied  member  by  member  by  the  fourth  equation, 


(27) 
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Dt—  Eu  +  Fv  =  &, 
and  divided  by  &w,  furnishes  the  following  relation, 

(28)    (As  +  B9  +  C,)(D-l-E±  +  F±) (AD-BE+CF). 

In  a  similar  way  we  obtaiu 

(C&  +  Ei  +  I)ri)       Bt  -  Au  —  Fw 


(29) 


B» 


B'i  +  Fi     —  Ct+Av  +  Eu> 


u 


A9  —  Et—  Frj        Cu  —  Bv  —  Dw 


-{AB  —  BE+CF). 

34.    In  starting  again  from  the  equation  (26), 

sg  —  ra  =  k, 

and  in  supposing  that  there  is  a  right  line  determined  by  means  of 

the  coordinates  of  any  two  of  its  points  {x'}  y'9  z')  and  {x"}  y\  t") 

according  to  [31J,  its  conjugate  line  will  be  represented  by  the  sysiem 

of  equations, 

yx  —  xy  =  k(z  —  z), 

y"x  —  x"y  =  Jc(z  —  *"), 

which,  after  eliminating  successively  y  and  x}  may  be  replaced  by  the 
following  ones: 

x{xry'—  xy")  =  h\(x" —  x)z  —  (x"  z' —  x'z")], 
y(x"y'-  x'y")  =  W~  *>  ~  &  V-  v'»'% 
In  denoting  the  coordinates  of  the  two  conjugate  lines  by 

ro,  *oi  Qo>  *o,  and  r°,  6°,  p°,  tf°, 
the  following  relations  are  immediately  obtained: 

y  -y 


X    —  X 


r, 


0 


z"- z 


r  9 


Qo  = 


>  i  _ '  001 

X    Z  —  X  z 


z"-z 


f0    ' 


79 


0      00 


»0 

z  —  z 


soPo  —  rotfo  —  — 


—  7 

*'y 


0 v  e-yjj-, 


00    > 


*'y" 

.0     -0       y 


4) 


'0         1 

■j  X     "~™"  x 

K        it'~7~  • 

■c    V  —  x  y 


z  —  z 

.0  7 


eo  _     h .    y.  —y     , 

0    —         n>  •     Tt     1 r  ~i0  7 

x   y  —  x  y 


10        '  0        II 

)      ==~  hf       00      /  0      TT  7 


'     00 


Whenee 


x   y  —  x  y 


.,0 


Co 


tfi  —     i.y  *  —  y z 

x  y  —  x  y 

(•%  Po  —  r0  «0) 
Je 


and 


(«oCo  -  *o«o)(»V  -  f*«0)  =  V. 
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Not  any  two  conjugate  right  lines  intersect  each  other;  if  con- 
gruent  they  beloug  to  the  complex. 

35.  A  linear  complex  depends  upon  five  constants,  four  of  which 
fix  in  space  the  position  of  its  axis.  In  the  case  of  the  equations 
(23),  this  axis  falling  within  an  axis  of  coordinates,  there  remains 
only  one  constant.  The  position  of  the  axis  of  the  complex  and  its 
remaining  constant  may  be  determined  by  means  of  the  five  indepeu- 
dent  constants  of  the  general  equation  (7). 

For  that  purpose  we  shall  make  use  of  the  transformation  of 
coordinates.  If  the  axes  of  coordinates  be  changed,  the  coordinates 
of  a  ray  change  at  the  same  time,  and  we  get  formulae  analogous  to 
the  formulae  in  the  case  of  ordinary  coordinates,  in  order  to  express 
the  coordinates  of  one  System  by  means  of  the  coordinates  in  the  other. 

36.  Let 

x  —  rz  +  q, 

y  =sz  +  6 

be  the  equations  of  a  ray  referred  to  the  System  of  coordinates 
(x,y,z).  If  referred  to  another  sytem  (x',y',z'),  its  coordinates  will 
"be  replaced  by  new  ones  (r',  s'f  q'7  a*),  but  their  equations  retain  the 
same  shape, 

x  =  r  z  +  9  y 

y  =  s  z  +  ö  • 

If  the  primitive  System  of  coordinates  be  only  displaced  parallel 
*to  iteelf,  the  coordinates  of  the  new  origin  being  (x°,  y°}  z°)f  we  obtain 

x  =  x  —  x°,    y'=  y  —  y°,    z'=  z  —  z°; 

»ld  by  substituting  in  the  last  equations, 

x  =  r  z  -(-  (p'+  x°  —  r'z°), 

y-  8'*  +  (*'+?- S'f), 

^hence,  by  comparison  with  the  primitive  equations, 

r  =  r, 

s  =  s', 

q  =  q'-\-  #°  —  rz°, 

U  =  tf'+  tf  — -  sz". 
^Ve  have  further 

^31)  sq  —  rö  =  (s'q'—  rV)  +  x°s  —  y°r. 

If  x°  =  0,  j/°  =  0,  and  accordingly  the  origin  move  along  OZy 
"the  expression  (sq  —  r<r)  remains  unaltered  [29]. 


C30) 
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37.    If  0  Y  and  OX  turn  round  OZ,  forming  in  the  new  position 
0Y\  OX'  the  angles  et   and  a  with  OX,  we  have 

x  =  x  cos a  +  y  cos «'=  r#  +  p, 
y  =  x  sin  a  +  y'  sin  a'=  *s  +  <*5 
whence,  on  putting  (a' —  a)  =  #, 

r  sina'—  icosa'     ,   ,    psina' —  acosa' 


#  = 


y  =  — 


r  sin  a  —  8  cos  a 
sin# 


*'  + 


£  — 


sin^ 

^  sin  a  —  a  cos  a 
sinä1 


We  immediately  derive  from  these  equations  of  the  ray  in  the 
new  System  (#',  y,  e), 


(31*) 
whence 

(32) 

and 

(33) 


r  sin  #  =  r  sin  cc  —  s  cos  « 


p  sin  #  =  p  sin  a' —  0  cos  cc  , 
—  5  sin  #  =  r  sin  a  —  5  cos  a, 
l —  6  sin  #  =  q  sin  a  —  6  cos  a, 

r  =  r'  cos  a  +  5'  cos  a', 
q  =  q'  cos  a  +  a'  cos  cc', 
5  =  r'  sin  cc  +  5'  sin  «', 
<J  =  9'  sin  cc  -{-  ö'  sin  a', 

(sq  —  rtf)  =  (s'p' —  r'ö')  sin#. 


If  specially  #  =  —  ,  the  last  four  equations  become 


(34) 


r  =  r  cos  a 


5  sin  cc, 


q  =  q  cos  cc  —  &  sin  <*, 
s  =  r  sin  cc  -\-  s  cos  cc, 
6  =  q  sin  cc  -f-  <^  cos  a, 


and  the  expression 

S()  —  T6 

will  not  be  altered  by  the  transformation  of  coordinates  [29]. 

38.  Again,  let  OX  and  OZ  turn  round  0  Y;  let  a  and  «  be  tbe 
angles  formed  by  these  axes  in  their  new  position,  OX'  and  06} 
with  OZ,  and  a' —  «  «=  0".  In  the  new  System  of  coordinates  ^e 
primitive  equations  of  the  ray  become 

(#'sin«  +  x'  sina')  =  (s'cosa  +  z'  cos a')r  +  q, 

y'=  (Vcosa  +  x'  coscc')s  +  ©*. 
From  the  first  of  these  equations  we  derive 
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x'(sina'—  r  cos«')  =  —  #'(sina  —  r  cosa)  -f-  Q> 


tience 
5) 

6) 


sin  a  —  r  cos  a 


sin  a  —  r  cos  a 


-,y 


Q  = 


->  • 


r      / 


sin  a  —  r  cos  a 

After    replacing   in   the   second  equation    of  this   number  x     by 
s'+  p'),  we  obtain 

y'=  (cosa  +  r'  cosa')s*'+  (p  -f-  5p'  cos  a'), 
iience 

s'=  (cos  a  4-  rf  cos  a')s, 

<y'=  a  +  sq'  cosa'; 
d  by  eliminating  r'  and  q'  by  means  of  (35)  and  (36), 


7) 
8) 


,  8  8in^ 

S   =  — ; -,f 

sin  a  —  r  cos  cc 
,       (sq —  r<r)  cos  <r'+ ff  sina' 


sin  a' —  r  cos  a'         ' 


Bin  a  —  r  cos  a 

From  (35) — (38)  we  derive 
9\  so'—  rV  —  (*g~r*)C08g  +  g8inc. 

>m  (36)  and  (37), 
0) 

'  9  9 

On  the  supposition  of  rectangular  axes   of  coordinates,   the   last 
[uations  become 


8  8     •     A. 

,  =  —  sin  *r. 


i) 


,  sin  er  —  r  cos  a 

r  == . : —  ; 

cos  a  +  r  sin  « 

. : 7 

cos  a  +  r  sin  a 

8 


9  = 


cos  a  +  r  8in  a 


^/  (*e  —  ra)  sin  a  —  er  cos  a 

O  = ; : > 


cos  a  -{•  r  sin  a 


2) 
3) 


S  Q 


,    t       (sq —  r  ff)  cosa  +  ff  siaff 

I*   6   =   ; : f 


cos  a  +  r  sin  a 


* 


9_ 

8 


In  order  to  pass  from  the  first  system  of  coordinates  to  the 
cond,  r,  5,  q,  o  and  r',  *',  p',  o*'  are  to  be  replaced  by  one  another; 
aile  the  sign  of  a  is  to  be  changed.  Thus  we  get  the  following 
rmulae: 
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'  sin  a  +  r'  cos  er 

r  = l- — — — } 

cos  cc  —  r    sin  a 


(44) 


Q  = 


l 


cos  cc  —  r   ein  a 


8 


cos  u  —  r'  sin  a 


(«' q' —  r'a')  sin«  +  <*'  c<>8  a 

(f  =S j ; f 


cos  cc  —  r'  sin  er 


(45) 


sq  —  rtf  = 


(*'«/—  r'<r')  cos«  —  «  sin  er 

, ~- 

cos  a  —  r'  sin  cc 


39.    The  general  equation  of  the  linear  complex 

(7)     Ar  +  Bs  +  C  +  Dö  +  Eq  +  F(sp  —  r*)  =  0 

becomes,  if  the  origin  is  moved  to  any  point  (#°,  y°,  *°)     (30), 

(A  -  2ty°  —  Ez°)r  +  (B  +  Fx°  -  Z)*°)s  +  (C  +  Erf>  +  Df) 

+  D(*'+  Ep'+  F($q  —  rö)  —  0. 


If 


E 


F' 


the  primitive  equation  is  not  altered.  Consequently  the  complex 
remains  the  same  if  it  be  moved  parallel  to  itself  along  a  direction 
indicated  by  the  last  equations.  We  obtain  in  denoting  by  £,  17,  £, 
the  angles  which  this  direction  makes  with  OXf  OY,  OZ, 


(46) 


cosg 


cos  17 
~E 


cosf 


40.  In  order  to  get  OZ  congruent  with  a  right  line  OM  of  the 
determined  direction  and  passing  through  0,  we  may  in  the  first  in- 
stance  turn  the  System  of  coordinates  round  OZ  in  its  primitive 
Position  through  an  äugle  a  such  that  ZX  in  its  new  position  con- 
tains  OM.    Accordingly  we  obtain 


whence 


cos  J 

COS  OL  =  — — fc  > 


tan2« 


1  —  COS2£  —  C088f  C08*»7  E* 


C08*g  C08*J 

By  raaking  use  of  the  formulae  (34)  the  equation  of  the  complex 
(7)  becomes 

(A  cos a  -f-  B sin  a)r  — (^Isina  —  jBcos«)s' 

+  {E  cos  a  +  D  sin  a) g  —  (Esincc  —  D  cos  a)  o*'+  (7+  F(s  q  —  r  0')  =  0, 

and  may  be  written  thus, 

(47)  Ar  +  B's  +  C'+  D 6  +  F\sq  —  ra)  —  0, 
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in  omitting  the  accents  of  the  uew  coordinates  and  in  putting 
E  cos  a  +  D  sin  a  =  0 , 


(48) 


A'=  (AD  -  BE)  ^ ,    B'=  (BD  +  AE)  ™V , 


D 


\D'=(D%-\-Ei)'^1        C'—C,    F'=F. 


41.  In  order  to  give  within  ZX  to  OZ  the  required  direction 
along  OM,  the  formulae  (44)  are  to  be  used  after  having  replaced  u  by  g. 
Accordingly  the  equation  (47)  is  transposed  into  the  tbllowing  one, 

^4'(sin g  +  r'  cos g)  +  B's'-\-  C'(cos g  —  r'  sing) 

+  D'  ((sq  -  rV)  sin  g+  <f  cos  g)  +  F'((s'q  —  r'a)  cos  g  -  «'sin  g)  =  0, 

and  may  be  written  thus, 

(48*)  A"r  -f  B"s  +  C"+  F"(sq  —  ro)  =  0, 

on  omitting  the  accents  of  the  coordinates  and  putting 

(D'  cos  g  —  F'  sin  g, 


(49 


(4'.F-  C'D')?p, 


(C'F'+A'D')0-^ 


42.  Finally,  the  origin  may  be  movtfd  within  XFto  a  point  the 
coordinates  of  which  are  x°  and  y°.  Accordingly  the  equation  of  the 
complex,  on  replacing  q  and  0  by  q  -f-  xP  and  0  +  ?/0,  becomes 

(^"-JP"y°)r  +  (F+  FV)s  +  C"+  JF"(*e  -  r*)  =  0, 

and  by  putting 

(50) 

is  reduced  to 

(51)  '  ^  °" 


A  A" 


n__  B'' 


(sq  —  r0)  =  —  ^,,  =  k. 

43.    By  successive  Substitution  we  obtain 

C" 


i— — 


C'F*+A'D' 

CF+  (AD  -  £JS0 (D1  +  E*) 


cos1« 

~5*~ 


(D.+  2^).^+F. 
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and  finally,  od  observing  that 


cos  ""lii+TB5' 


the  8ymmetrical  expression 

f-o\  h—       AD  ~  BE  +  GF 

In  order  to  replace  OZ  and  OX  by  each  other,  we  may  make 
use  of  the  formulae  (41)  and  (42)  on  putting  a  —  %n.  By  means  of 
the  last  of  these  formulae  the  equation  of  the  linear  complex  (51)  is 
immediately  transformed  into  the  following  one, 

(53)  6  =  kr, 

the  constant  Je  being  the  same  as  before. 

Again;  on  interchanging  OY  and  0X9  we  get 

(54)  q  =  ks. 

44.  If  k  become  equal  to  zero  the  complex  is  of  a  peculiar 
description,  all  its  rays  meet  a  fixed  line.  If  the  complex  be  repre- 
sented  by  the  general  equation 

(7)     Ar  +  Bs  +  C  +  Da  +  Eq  +  F(sq  —  rö)  =-  0, 

this  peculiar  case  is  indicated  by  the  following  condition, 

(55)  AD-BE+CF=0. 

45.  By  eliminating  from  the  general  equation  of  the  complex 
ö,  q  and  (sq  —  rö)  by  means  of  the  equations 

x  =  rt  +  Q> 

y  =  S0  -f    6  , 

sx  —  ry  =  sq  —  rö7 
we  get 

(A-  Fy  —  E*)r  +  (B  +  Fx  —  De)s  +  (C  +  By  +  Ex)  =  0. 

If  there  exist  a  point  {x7  y,  z)  where  all  rays  of  the   complex 

meet,  this  point   will  be  determined  by  means  of  the  following  three 

equations,1) 

A  -  Fy  —  Ez  =  0, 

(56)  B+Fx  —  Dz  =  0, 

C  +  Ex  +  Dy  =  0. 

These  three  equations  can  subsist  simultaneously  only  in  the  case 
where  (55)  is  satistied. 

If  this  condition  be  satisfied,  the  locus  of  points,  where  all  rays 
of  the  complex  meet;  is  a  right  line;  the  projeetions  of  which  are 
represented  by  the  last  equations  (56). 


(57) 
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46.  Such  rays  as  belong  to  both  linear  complexes, 
Sl=Ar  +  Bs  +  C  +  Dö  +  Eq  +  F(sq  —  rc)  <*=0, 

'  Ä'=  Ar  +  B's+  C  +  D'ö  +  E'q  +  F(sq  —  re)  =  0, 

constitute  a  linear  congruency  of  rays  represented  by  the  System  of  the 

two  equations.     In  order  to  determine  the  congruency  each  of  the  two 

complexes, 

ß  =  0,       ß'=0 

may  be  replaced  by  any  other  represented  by 

(58)  Ä  +  fiß'=0, 

where  arbitrary  values  are  given  to  the  coefficient  jb. 

In  each  of  the  two  complexes  by  means  of  which  the  congruency 
is  determined,  there  is  a  plane  corresponding  to  each  point  of  space 
which  contains  all  rays  starting  from  that  point.  Both  planes  cor- 
responding to  the  same  point  intersect  each  other  along  a  single  ray, 
belonging  to  both  complexes,  i.  c.  to  the  congruency.  With  rcgard  to 
the  congruency  one  ray  corresponds  to  a  given  point  of  space.  The  planes 
corresponding  to  the  same  point,  in  all  complexes,  represented  by 
(58),  meet  along  a  fixed  line,  the  corresponding  ray  of  the  congruency. 

Conversely,  there  is  in  each  of  the  complexes  (58)  a  point  cor- 
responding to  a  given  plane  in  which  all  rays  confined  within  the  plane 
meet.  By  means  of  two  such  complexes  we  get,  within  the  given 
plane,  two  points;  the  right  line  joining  the  two  points  is  the  only  ray 
of  the  plane  common  to  both  complexes,  and  therefore  belonging  to 
the  congruency.  We  call  it  the  ray  of  the  congruency  corresponding  to 
ihe  given  plane. 

To  each  point,  as  well  as  to  each  plane,  corresponds  only  one  ray. 
There  are  not  any  two  rays  of  the  congruency  intersecting  one  another, 
w,  in  other  terms,  confined  within  the  same  plane*). 

47.  Suppose  that  AB  is  any  given  right  line,  and  A'B\  A" B" 
its  two  conjugate  with  regard  to  the  complexes  ß,  £1'.  Let  C  be  any 
j>oint  of  AB.  Each  ray  starting  from  C,  if  confined  within  the  plane 
JL'B'G  belongs  to  &,  if  confined  within  A"B"C  to  &'.  Therefore 
the  intersection  of  the  two  planes  A'B'C,  Ä'B"  C}  i.  e.  the  right 
line  starting  from  C  and  meeting  both  conjugate,  is  the  ray  of  the 
congruency  which  corresponds  to  the  point  C.  If  C  move  along  AB, 
«II  rays  of  the  congruency  obtained  in  that  way  are  the  rays  of  one 
generation  of  a  hyperboloid,  while  the  given  right  line  AB  and  its 
two  conjugate  A'B\  Ä'B"  are  rays  of  its  other  generation.  In 
Teplacing  ß  and  ß'  by  other  complexes  arbitrarily  taken  among  the 

*)  [Die  Ausnahmepunkte  werden  erst  in  (67)  erwähnt.] 
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complexes   (58),  the  conjugate   will  be  replaced  by  o  thers,  all  inter- 
sected  by  the  rays  of  the  congruency  starting  from  AB.    Hence 

The  right  lines  conjugate  to  a  given  one,  with  regard  to  all  complexes 
intersecting  one  anotJier  along  a  linear  congruency,  belong  to  one  generation 
of  a  Hyperboloid,  white  the  right  lines  of  its  second  generation  are  rays 
of  the  congruency  meeting  the  given  line. 

48.  If  a  point  move  along  a  given  right  line  of  space,  aecording 
to  the  last  number,  its  corresponding  ray  generally  describes  a  hyper- 
boloid.  We  may  say  that  the  same  hyperboloid  is  described  by  the 
ray  which  corresponds  to  a  plane  passing  through  the  given  right 
line  and  turning  round  it.  If  the  ray  be  the  same  in  both  cases,  the 
point  where  it  meets  the  given  line  AB  is  a  point  of  the  surface, 
and  the  plane  confining  both  AB  and  the  ray,  the  tangent  plane  in 
that  point. 

49.  The  hyperboloid  generated  by  a  ray  of  a  linear  congruency, 
the  corresponding  point  of  which  moves  along  AB,  varies  if  this  line 
turn  round  one  of  its  points  6T.  All  the  new  hyperboloids  contain  the 
ray  which  corresponds  to  C,  but  there  is  no  other  ray  common  to  any 
two  of  them.  If  AB  describe  a  plane,  by  turning  round  C  through 
an  angle  a,  there  will  be  one  ray  of  a  hyperboloid  passing  through 
any  point  of  space.  A  linear  congruency  therefore  may  be  generated 
by  a  variable  hyperboloid  turning  round  one  of  its  rays. 

In  an  analogous  way,  a  linear  complex  may  be  generated  by  a 
revolving  variable  congruency. 

50.  While  in  each  of  the  two  complexes  Sl  and  & '  there  is  a  fixed 
line  —  the  axis  of  the  complex  around  which  its  rays  are  symmetri- 
cally  distributed  —  there  is  in  a  linear  congruency  a  characteristic 
section  parallel  to  both  axes  of  the  complexes,  and  a  characteristic 
direction  perpendicular  to  it. 

The  characteristic  section,  if  condueted  through  the  origin  0,  may 
be  represented  by  the  equation 

ax  —  by  +  cz  =  0. 

The  two  right  lines  starting  from  0  and  parallel  to  the  two 
axes  of  the  complexes  are  represented  by  the  double  equations, 


X 

JD 

=  ■ 

y 

E  ' 

z 
F' 

X 

w 

= 

y 

E' 

z 
=  F' 

These  lines  being  confined  within  the  section,  we  get  in  order  to 
determine  the  constants  of  its  equation, 
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aD  +  bE  +  cF=  0, 
aD'+  bE'+  cF'=  0, 

WD.6DC6 

(D'E  -  E'D)b  +  (D'F  -  F'D)c  =  0, 
(D'E  -  E'D)a  -  (E'F  —  FE)c  =  0. 
Accordingly  the  equation  of  the  section  becomes 
(59)     (E'F—FE)x  +  (D'JF-  F'D)y  +  {D'E  -  E'D)z  =  0, 
and  the  double  equation  of  the  right  line  perpendicular  to  it, 

(G0)  &  F  —  F' E  =  D'F  —  F7  D  =  1)'E~-^E'  D ' 

51.  By  giving  to  OZ  the  characteristic  direction,  the  two  com- 
plexes (57)  will  be  represented  by  linear  equations  of  the  form 

f  ß  =  Ar  +  Bs  +C+  Dö  +Eq  =  0, 

the  origin  and  the   direction  of  OX  and  0Y,  perpendicular  to  OZ, 
remaining  arbitrary. 

Again,  OZ  may  be  moved  parallel  to  itself,  and  accordingly  q  and 
a  replaced  by  (q  +  #°)  and  (a  +  t/°),  x°  and  y°  being  the  coordinates 
of  the  new  origin.     If  especially 

C  +  Dy°  +  Ex°  —  0, 
C'+  D'y°+E'x°=0, 


whence 


.0 


CD  -PC 
X"=        D'E-E'l)' 

CE  -  E'C 


<62) 


*   =        D'E—E'J)'* 
by   the   mere  disappearance  of  C  and  C   the   equations   of  the   two 
complexes  become 

ü  =  Ar  +  Bs  +  Da  +Eq  =0, 
ä'ee  A'r  +  JB's  +  D'ö  +  .E'p  =  0. 

OZ  in  its  new  position  is  a  completely  determined  right  line, 
-which  may  be  called  the  axis  of  the  congruency.  It  is  easily  seen  that 
it  intersects  at  right  angles  the  two  axes  of  rotation  of  the  complexes 
Sl  and  Q'j  and  consequently  the  axes  of  all  complexes  represented 
by  (58). 

52.  The  planes  corresponding  in  the  two  complexes  (62)  to  a 
given  point  (x\  y}  z')  are  represented  by 

f  (A  —  Et'  )x  +  (B  —  Dz  )y  +  (Ex  +  Dy  )z  =  Ax  +  By  } 

XA'—E'e')x  +  (B'—D'z')y  +  (E'x'+  D'y')z  —  A'x'+B'y'. 

Placker,  Werke.  I.  32 


<63) 


(64) 


(65) 


(66) 
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In  order  to  express  that  both  corresponding  planes  are  the  same, 
we  obtain  the  following  relations, 

(A-Ez'):(B-  Bz  )  :  (Ex  +  By'):  (Ax  +  By')  = 

,  (A'—Kz)  :  (B'-B'z)  :  (E'x'+  D'y')  :  (4  V-f  B'y). 

Since  both  planes  pass  through  the  given  point,  any  two  equa- 
tions, hence  derived,  are  sufficient  in  order  to  determine  the  locus  of 
points  having,  in  both  complexes,  the  same  corresponding  plane.  From 
any  two  of  the  following  six  equations  where  the  accents  are  omitted; 
the  remaining  four  may  be  derived: 

(D'E—E'Dy  -  [(B'E—E'B)  -  (A'B  -  D'A)]z 

-(A'B  —  B'A)<=0, 

(B'B  -  B'B)y*  +  [(B'E  -  ErB)  +  (A'B  -B'A)]xy 

+  (A'E-E'Ä)a?  =  0, 

(67)  (ÄB-B'A)y  +  (A'E  —  E'A)x  +  (B'E  —  E'B)yz  =  0, 

(68)  (B'B  —  B'B)y  +  (B'E  —  E'B)x  —  (B'E  —  E'B)xz  —  0, 

(69)  (A'B  —  B'Ä)y  +  (A'E  —  E'A)xe+ (B'E  —  E' B)yz  —  0, 

(70)  (A'B  —  B'A)x  —  (A'B  —  B'A)xz—  (B'B  —  B'B)yz  =  0,*) 

53.  According  to  the  first  two  equations  (65);  (66),  the  locus  in 
question  is  a  System  of  two  right  lines  both  intersecting  OZ.  These 
lines  are  confined  within  two  planes  parallel  to  ZF  and  determineJ 
by  (65);  their  direction  within  these  planes  is  given  by  (66).  We 
shall  call  them  the  „directrices",  and  the  characteristic  section  parallel 
to  both  and  equidistant  from  them,  the  central  plane  of  the  linear  coti- 
gruency.  Both  „directrices"  intersect  at  right  angles  the  axis  of  the 
congruency,  as  the  axes  of  all  complexes  do. 

54.  We  may  distinguish  two  general  classes  of  linear  congruen- 
cies;  either  both  directrices  are  real  or  both  imaginary.  In  a  parti- 
cular  case  the  two  directrices  are  congruent.  Finally,  one  of  the  two 
directrices  may  pass  at  an  infinite  distance. 

55.  If  the  directrices  are  real,  and  the  plane  X7  be  conducted 
through  one  of  them,  the  following  condition, 

(71)  A'B  -B'A  =  0, 

is  derived  from  (65).     In  order  to  determine  within  X  Y  the  direction 
of  that  directrix,  we  get  from  (67),  by  puttiug  z  =  0, 

(72)  (A'B  -  B'Ä)y  +  (A' E  -  E'A)x  =  0. 

*)  We  may  observe  that  any  equation  which,  like  those  above,  is  homo- 
geneous  with  regard  to  (A'  B  —  B' A),  (A' C  —  CA)  .  .  .  will  not  be  altered  if 
tbe  complexes  Ä  and  £'  are  replaced  by  any  of  the  complexes  (Ä  -f-  ft&')- 
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There  is  among  the  infinite  number  of  complexes  containing  the 
congruency,  which  are  represented  by 

Ä  +  p&'=  0, 

one  of  a  particular  description.     It  is  obtained  if,   starting  from  (62), 

we  put 

A B 

**  —       A'  ~       B'i 
whence 

(73)  (A'D-DÄ)a  +  (A'E  —  E'Ä)q  —  0. 

All  rays  of  that  complex,  and  therefore  all  rays  of  the  congruency, 
meet  within  IIa  fixed  right  line,  represented  by  (72),  on  replacing 
q  and  6  by  x  and  y.  This  line  therefore  is  the  axis  of  that  complex, 
and  one  of  the  two  directrices  of  the  congruency.  In  the  same  way 
it  may  be  proved  that  likewise  all  rays  of  the  congruency  meet  the 
other  directrix.     Hence 

All  rays  of  a  congruency  meet  its  two  directrices, 

Accordingly,  both  directrices  being  real  and  known,  we  may  imme- 
diately  draw  through  any  given  point  the  only  corresponding  ray  of 
the  congruency. 

56.  In  that  peculiar  class  of  congruencies  indicated  by  the  condition 

(74)  D'E—E'D  =  0, 

one  of  the  two  directrices  passes  at  an  infinite  distance.     By  putting 

siraultaneously 

A'B  —  B'A  =  0, 

we  get,  in  order  to  represent  the  only  remaining  directrix,  now  con- 

fined  within  XY,  the  same  equation  as  before  (72).    But  among  the 

complexes, 

Ä  +  ^ß'=  0, 

there  is,  besides  the  complex  (73),  the  axis  of  which  is  the  directrix, 
another  complex,  represented  by 

DSl '—  D'a  ^  (A'D  -  D'A)r  +  (B'D—  D'B)s  =  0, 

the  rays  of  which  are  parallel  to  a  given  plane.    Its  equation  may  be 
transformed  into 

(75)  Ar  +  Bs  =  0-, 
accordingly  the  equation  of  the  plane  becomes 

Ax  +  By  =  0. 

Hence  in  this  peculiar  case 

All  rays  of  the  linear  congruency  meet  the  onhf 
parallel  to  a  given  plane. 


-  » 
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57.  From  the  last  considerations  we  conclude  that  among  the 
complexes  intersecting  each  other  along  a  linear  congruency,  and 
represented  by 

(76)  Ä  +  fiß'=  0, 

there  are  in  the  general  case  two,  of  a  peculiar  description,  all  the 
rays  of  which  meet  their  axes.  These  axes,  the  directrices  of  the  con- 
gruency, are  two  conjugate  right  lines  with  regard  to  each  of  the 
complexes  (76). 

Generally  there  is  only  one  ray  of  the  congruency  passing  through 
a  given  point,  as  there  is  only  one  ray  confined  within  a  giyen  plane. 
But  each  of  the  two  directrices  may  be  considered  as  the  locus  of 
points,  from  which  start  an  infinite  number  of  rays,  constituting  a 
plane  which  passes  through  the  other  directrix.  It  may  be  likewise 
regarded  as  enveloped  by  planes,  confining  each  an  infinite  number  of 
rays,  which  converge  towards  a  point  of  the  other  directrix. 

58.  We  may  represent  any  two  complexes  Ä,  Ä'  in  any  position 
whatever  by  equations  depending  only  upon  the  position  of  their  axes 
and  their  constants.  Let  zi  be  the  shortest  distance  of  the  two  axes 
from  each  other,  and  #  the  angle  between  their  directions. 

Suppose  that  OZ  intersects  at  right  angles  the  axes  of  both 
complexes.  Let  OX  be  the  axis  of  the  first  complex  &,  h  its  con- 
stant,  OX  perpendicular  to  XZ.    The  equation  of  the  complex  will  be 

<y  =  kr. 

If  the  axis  0  Y  be  turned  round  0  tili,  in  its  new  position  0  Y*9  the 
angle  Y' OX  becoming  #,  the  plane  ZOY'  passes  through  the  axis 
of  the  second  complex,  the  last  equation,  by  putting 

6  =  e'  sind*, 
r  =  r'+  s'  cos#, 
assumes  the  following  form, 

o'  sind1  =  Är'+  ks'  cos^1. 

The  axis  of  the  second  complex  &'  meets  OZ  in  a  point  0',  O'O 
being  J.  0'  may  be  regarded  as  the  origin  of  new  coordinates,  OY 
and  OZ  being  replaced  by  O'Y"  congruent  with  the  axis  of  &',  and 
by  0' X"  perpendicular  to  ZY"\  then  the  second  complex  Sl'  will  be 
represented  by  the  equation 

Q   =  k  s  , 

q"  and  s"  being  the  new  ray-coordinates  and  k'  the  constant  of  the 
complex.     In  order  to  make  0' X"  parallel  to  OX' y  it  is  to  be  turned 
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round  0'  tili,  in  its  new   position   0'X'">  the    angle   Y"0'X"'   be- 
comes  fr.    Accordingly,  by  putting 

q  =  q     sin  -9", 

s"=  r"'  cos  fr  +  5'", 

the  equation  of  the  complex  is  transformed  into  the  following, 

<>'"sinfr  —  *V  cos  fr  +  Vd". 

Finally,  by  displacing  the  origin  0'  into  0,  q"  becomes  qiv  —  dr"'} 

q™  sinfr  —  (*' cosfr  +  J  sin fr)r'"  +  *V. 

On  omitting  the  accents,  both  complexes  Sl  and  &',  referred  to 
the  same  axes  of  coordinates  OZ,  OY,  0Xf  the  two  last  of  which 
include  an  angle  fr,  are  represented  by  the  following  equations, 

ö  sin  fr  =  kr  +  *  cos  fr .  5 

p  sin  fr  =  (k' cosfr  +  <4sinfr)r  +  fc's. 

59.  In  order  to  determine  the  directrices  of  the  congruency, 
represented  by  the  System  of  the  last  equations  (77),  the  equations 
(65)  and  (66)  may  be  transformed  by  putting 

^l=k,  B  =  k  cosfr,     D=— sinfr,    E  =  0, 

^'=*'cosfr  +  z/sinfr,     B'=k',  D'=0,  £'=  —  sinfr 

into  those  following, 

O  =  (0sinfr)2  —  [(k  +  Ä')cosfr  +  J sin fr]*  sinfr 

—  (kk'  sin*fr  —  Jk  sin  fr  cos  fr), 

^.m               A        /  y  \*      (fc  —  fc')  coa  fr  —  ^  sin  fr     y         k 
V  9)  0mm\n) W H  ~  V ' 

On  denoting  the  roots   of  these    equations   by  z'  sin  fr,  z"  sin  fr, 

msA  (f)'>  (  f) "'  we  obtain 

(&  +  k')  cos  fr  +  z*  sin  fr 


(77) 


<78) 


#'+  *" 


sin^ 


,  ,        „v2            4fcfe'+  [(ft  —  k')  cos  fr  —  z/  sinfr]' 
(S  — *;         = „.-  , 


©+ (j r 


sin*fr 
(Ä;  —  Je')  cos  fr  —  d  sin  fr 


(©'-(£)) 


Jfc' 


4AJb'+  [(*  —  *')  cos  fr  —  d  sin  fr]* 


Jfc'f 

The  roots  of  both  equations  are  simultaneously  either  real,   or 
maginary,  or  congruent.    In  the  last  case  we  have 

(k  —  k')  cosfr  —  d  sinfr  =  2]/  —  kk', 
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whence 


«-)'-(*  y-v- 


k 


The  central  plane  of  the  congruency  is  represented  by 
/Qn\  m  (*  +  k')  cos  #  -f  J  sin  & 

(so)  z ^sr# • 

In  two  peculiar  cases  this  equation  becomes 

either  if 

%  =  **, 
or,  whatever  may  be  #,  if 

Je  +  fc'=  0. 

Hence  the  axes  of  any  two  complexes  selected  aniong  those  inter- 
secting  each  other  along  a  given  congruency  are  at  equal  distances 
from  its  central  plane  if  their  directions  are  perpendicular  to  each 
other,  or  if  the  constants  of  both  complexes  are  opposite. 

60.    Without  entering  into  a  more  detailed  discussion  of  the  last 

results  we  inay  finally  treat  the  inverse  problem:  a  congruency  1>eing 

given    by   means    of  its   two   directrices,  to  determine   the  complexes 

passing   through   it.     On   the   supposition  of  reetangular  coordinates, 

the  two  directrices  may   be  represented  by  the  following  Systems  of 

equations, 

y  —  ax  =  0,     z  =  #, 

y  -f-  ax  =  0,     z  =  —  &. 

These  directrices  are  the  axes  of  two  complexes  of  a  peculiar  descriptiou, 

ranging  among  the  infinite  number  of  complexes  which  intersect  each 

other  along  the  congruency.    The  two  complexes,  if  moved  parallel  to 

themselves   tili   their  axes    fall    within   X7,   are   represented    by  the 

equations 

O  —  (IQ  =  0, 

<7  -f-  aQ  =  0, 
whence,  in   order  to  represent   them   in   their  primitive  position,  the 
following  equations  are  derived, 

6  —  aQ  +  &s  —  &ar  =  0, 
ö  +  aQ  —  &s  —  &ar  =  0. 

By  adding  the  two   equations,   after  having  multiplied  the  second  by 
an  undetermined  coei'ficient  p,  the  following  equation  results, 

(1  +  p)6  —  (1  —  yi)aQ  +  (1  —  ii)&s  —  (1  +  ii)&ar  =  0, 

which,  on  putting 
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becomes 

(81)  o  —  Xag  +  X&s—&ar  =  0. 

By  varying  X  all  complexes  intersecting  each  other  along  the 
congruency  are  represented  by  this  equation.  Their  axes  are  parallel 
to  XI  and  meet  OZ.  According  to  (19)  and  (52)  we  may  imniedia- 
tely  derive  the  direction  of  the  axes  and  their  constants.  The  follo- 
wing  way  of  proceeding  leads  us  to  the  same  results,  giving  besides 
the  position  in  space  of  their  axes. 

By  turning  OX  and  OY  round  OZ  through  an  angle  co,  by 
means  of  the  formula  (34),  in  which  a  is  to  be  replaced  by  o,  the 
last  equation  is  transformed  into  the  following  one; 

(cos cd  -f-  X a sin ß})<*'+  (sin  ®  —  ^a cos  °0p'+  (* cos  &  -{-  asm cotyd's' 

+  (A  sin  cd  —  a  cos  gj)0t'=  0, 
whence,  by  putting 

(82)  tan  cd  =  Xa, 
we  obtain 

(i  +  tan*ö)(f'-{-  (A  tan  cd  —  a)frr'+  (A  +  a  tan  a>)#s'«=  0. 

Finally,  by  displacing  the  System  of  coordinates  parallel  to  itself  in 
such  a  way  that  the  origin  moves  along  OZ  through  z°}  we  get 

(1  +  tan2Gj)tf'+  (A  tan  cd  — a)#r'-f"  (*  +  <*  tanra)ds' 

—  (1  +  tan*tD)*0*'=0, 
whence,  by  putting 

(83)  «°=    I-iTTO-*, 
there  results 

(84)  ,__^-*rw. 

The  values  of  tan  cd,  jst°,  and  7;  remain  real  if  both  directrices  become 
imaginary.  In  this  case,  XFalways  remaining  the  central  plane  of 
the  congruency  and   OZ  its  axis,  a,  #,  and  [i  are  to  be  replaced  by 

a]/ — 1,  &Y —  1,  pY — 1.     If  a  be  real,  we  may  put 

a  =  tan  a, 

2  a  being  the  angle  between  the  directions  of  the  two  directrices, 
bisected  by  XZ.     Accordingly  we  get 


<85)  X  = 


tan  09 
tan  a 


} 
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(86) 


-0 

-6 


"fr 


1  +  tan  *  a         tan  <o 


tan  a 

sin  Co  cos  cd 
sin  a  cos  <* 

sin  2  cd 


1  -|-  tan5* co 


«-  J 


sin  2  et 


(87) 


,   A     tan1«  —  tan*co 

tan  ä  (1  -f  tan  *a>) 

A  sin'a  cos  'cd  —  sin 2ö>  cos*« 

ein  a  cos  a 

^  sin  (a  +  to)  sin  (a  —  ») 

sin  a  cos  a 


The  expression  of  z°  shows  that  the  axis  within  the  central  plane 
is  directed  along  one  of  two  right  lines  bisecting,  within  this  plane, 
the  angle  between  the  directions  of  the  two  directrices.  These  two 
right  lines,  having  a  peculiar  relation  to  the  congruency,  may  be  called 
its  second  and  third  axis.  The  three  axes,  perpendicular  to  each  other, 
meet  in  the  centre  of  the  congruency. 

In  order  to  express  the  angle  cd  by  means  of  £°,  we  get  the  fol- 
lowing  equation, 

sin2co  =  -jr  sin  2a, 

indieating    two  directions  perpendicular  to  each  other,  and  correspon- 
ding  to  any  value  of  z°. 

61.    By  replacing  in  the  expression 


o 


# 


tan  (o 


sina  cos  a     1  -f-  tan2© 

tan  g)  by  -^  ,  we  obtain  on  omitting  the  accent  of  £°, 


x 


(88) 


z(y2  4-  x2)  =  -. -xy. 

w      '         ■'         sin  a  cos  a       u 


The  axes  of  all  complexes  constituting  the  congruency  are  con- 
fined  within  the  surface  represented  by  that  equation.  But  this  equa- 
tion  remaining  unaltered  if  the  axes  0  X  and  0  Y  are  replaced  by  one 
another,  it  is  evident  that  the  same  surface  contained  the  axes  of  two 
different  series  of  complexes;  one  of  the  two  series  constituting  the 
given  congruency,  while  the  other  constitutes  a  stränge  one,  obtained 
by  turning  the  given  congruency  round  its  axis  through  a  right  angle.') 

(>2.    In  representing  any  three  linear  complexes  by 

Sl  —Ar    +  Bs    +  C  +  Da    +  Eq    -f  F  (sq  —  ru)  —  0f 

(M>j    \ü'=A'r  +  B's  +  Gr'+Z)'<J  +  E'q  +  F  (sq  —  ro)  =  0, 

Sl"=A"r  +  B"s+  C"+  D"6+  E"q  +  F"(sq  —  rö)  -  0, 
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die  system  of  these  three  equations  represents  a  linear  configuration 
rf  rays.  The  complexes  may  be  replaced  by  any  three  selected  among 
those  represented  by 

3n  giving  to  fi  and  v  any  values  whatever.  By  combining  the  three 
Komplexes  &,  Q'y  Q"  we  get  three  congruencies,  and  accordingly  three 
couples  of  directrices.  Each  ray  of  the  configuration,  belonging  simul- 
baneously  to  the  three  congruencies,  meets  both  directrices  of  each 
couple.  Hence  in  the  general  case  the  configuration  is  a  Hyperboloid; 
its  rays  constitute  one  of  its  generations,  tvhile  the  directrices  of  all  con- 
yrtiencies  passing  through  it  are  right  lines  of  its  other  generation.  Any 
three  directrices  are  sufficient  in  order  to  determine  the  hyperboloid. 

63.  Let  P  and  P',  Q  and  Q\  R  and  R'  be  the  three  couples  of 
iirectrices,  each  couple  determining  a  central  plane.  The  three  central 
planes  77,  Kf  P  meet  in  one  point  C,  which  shall  be  called  the  centre 
of  the  configuration.  The  segment  of  any  ray  of  a  congruency  bounded 
by  both  directrices  being  bisected  by  the  central  plane,  the  three  right 
lines  drawn  through  the  centre  C  of  the  configuration  to  the  three 
xmples  of  directrices  are  bisected  in  the  centre;  they  may  be  called 
iiameters  of  the  configuration. 

Let,  for  instance,  %  and  n  be  the  extremities  of  that  diameter, 
JtC%\  which  meets  both  directrices  P  and  P'.  The  ray  of  the 
configuration3)  passing  through  n  is  parallel  to  P',  the  ray  passing 
through  f  parallel  to  P.  Both  planes  p  and  p\  drawn  through  P  and 
Pf  parallel  to  the  central  plane  77,  each  confining  two  right  lines  (one 
iirectrix  and  the  ray  parallel  to  the  other)  which  belong  to  the  two 
jenerations  of  the  hyperboloid,  touch  that  configuration,  and  the  point 
ffhere  both  right  lines  in  each  plane  meet  is  the  point  of  contact. 

Draw  through  the  six  directrices  P  and  P',  Q  and  Q\  R  and  7?' 
rix  planes  p  and  p\  q  and  q',  r  and  r  parallel  to  the  central  planes 
!79  K}  P.  The  six  planes  thus  obtained  constitute  a  paralellopiped 
»ürcumscribed  to  the  configuration,  the  three  diameters  of  which  join 
;ach  the  points  of  contact  within  two  opposite  planes.  The  axes  of 
;he  three  corresponding  congruencies  (Sl,  Sl'),  (Sl,  &"),  ($1',  Ä")  are 
»quäl  to  the  distance  of  the  three  couples  of  opposite  planes;  their 
untres  are  easily  found. 

64.  The  hyperboloid  thus  obtained  is  not  changed  if  the  com- 

)lexes  Ä,  &',  ß"  be  replaced  by  any  three  others  taken  among  the 

komplexes 

Sl  +  pü'+  vß"«  0, 
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but  the  three  congruencies  vary,  and  their  directrices  and  the  three 
diameters  of  the  hyperboloid.  The  directrices  may  be  either  real  or 
imaginary;  accordingly  the  three  diameters  either  intersect  the  hyper- 
boloid or  do  not  meet  it.  In  the  intermediate  case,  where  both  con- 
gruencies are  congruent,  the  corresponding  diameter  falls  within  the 
asymptotic  cone  of  the  surface. 

65.  Conversely,  starting  from  the  hyperboloid  and  any  three  of 
its  diameters,  we  may  revert  to  the  three  corresponding  congruencies 
and  the  series  of  complexes  by  means  of  which  these  congruencies  are 
determined.  If  especially  the  three  diameters  are  the  axes  of  the 
hyperboloid,  the  axes  of  the  three  congruencies  meet  in  the  same 
point,  the  centre  of  the  surface,  and  are  directed  along  its  axes. 

There  is  a  double  way  of  reverting  from  a  given  hyperboloid  to 
the  congruencies,  and  further  on  to  the  complexes.  The  right  lines 
constituting  each  of  its  two  generations  may  be  considered  as  its  rays, 
while  the  right  lines  of  its  other  generation  will  be  found  to  be  the 
directrices  of  the  congruencies  passiug  through  the  surface. 

66.  It  might  be  desirable  to  support  in  the  analytical  way  the 
geometrical  results  explained  in  the  last  numbers.     Por  that  purpose 
we  may  select  in  order  to  determine  the  configuration,  three  complexes 
of  that  peculiar  description  where  all  rays  meet  the  axis.    Accordingly 
the  axes  of  the  three  complexes  Sl7  Sl'}  fl"  are  three  of  the  six  direc- 
trices  P,  Q,  R   for  instance,    confined  within   the   planes  p,  q,  r.     I 
assuming  these  planes   as  planes  of  coordinates  XY9   XZ7   TZ,   th 
three   complexes,    constituting  the    configuration,   are   repres«nted   b 
equations  of  the  following  form, 

(90)  \&'  =  B's  +  D'tf  +  F'  (sq  -  ra)  =  0, 

Iß"  =  Ä'r  +  E"q  +  F"(sq  -  rt)  =  0 . 

In  order  to  represent  by  means  of  a  single  equation  betweeÄT  -ä 
x}  y}  z  a  configuration  determined  by  means  of  three  equations  betwee«:  — 
ray-coordinates,  these  coordinates  are  to  be  eliminated  by  means  o^cr^ 
the  following  two  equations, 

x  =  rz  +  q, 

y  =  sz  +  a, 

to  which  the  third  derived  one, 

sx  —  ry  =  sq  —  ra, 
may  be  added.    In  our  case  we  may  at  tirst  eliminate  sq  —  roy  whenc^^^ 
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(B'  +  Fx')s  —  F'  yr  +  D'<f  =  Q, 
(A"—  F'y)r  +  F'xs  +  E"q  =  0, 

and  after  that  q  and  a, 

Eer  +  Des  =>C+  Dy  +  Ex, 
(B'+  F'x  -  D'g)s  —  F'yr  +  D'y  —  0, 
(A"—  F"y  —  E"z)r  -f  F"xs  +  E"x  —  0. 

Finally,  by  putting  the  values  of  r  and  s  taken  from  the  last  two 
equations  into  the  first  one,  we  obtain 

\(B'+F'x-D'e)E"-  F"D'y)Exe 
+  { (A"—F"y—E"e)  D'+  E"F'x }  Dys 
+  {(A'-F"y—E"z)(B'  +  F'x— Uz)  +  F'F"xy)  (C+Dy  +  Ex)=0, 

which,  by  the  disappearance  of  terms  of  the  third  order,  becomes 

Ä'  B'C+A"(B'E+CF')x+B\£'D—  CF")y— C(A"D'+E"B')z 
+  A"F'Ex*  -  B'F"Dy*  +  CE"D'z* 

+  (A'FD  -  B'F"E)xy  -  (A"D'E  +  CE"  F)xz 
+  (CF"D'-B'E"D)yz  =  0. 

After  dividing  by  Ä'B'C  and  replacing 


(91) 


E  D       D' 

*      "TT)        t»7> 


El 


E" 
Ä 


;    t 


C  C    B' 

by  £,  r\}  g',  £',  £",  r\",  the  last  equation  assumes  the  following  sym- 
metrical  form, 

1 1  -  (I  + 1')*  -  fo  +  n")y  -  (t'+  n» 

(92)  +«v  +  wv  +  rr^ 

In  order  to  represent  the  configuration  this  equation  replaces  the 
three  equations  (90),  which  may  be  written  thus, 

■,«  +  Sf  — l-o, 

(93)  g'*-l'(*p  —  r«)  +  s  =  0, 

6"P  +  V'(«?  -r«)  +  r  =  0. 

It  Shows    that  the   configuration  is  a  hyperboloid   touching   the 
three  planes  XY,  XZ7  YZ.    The  rays  within  these  planes  are  repre- 

sented  by 

(z  =  0,        Ix   +  ijy  =  1, 

(94)  y  =  0,        fr  +6'f  -1, 

.«  — 0,        ify  +  £"*  =  1, 


(95) 


wJ 
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the  directrices  within  them  by 

(*  =  o;     r*  +  w-i, 

y  =  0,        Ix  +  £"*  =1, 
#  =  0,        r\y  +  £z   =  1. 

The  points  of  contact,  being  within  each  plane  the  intersection 
of  the  ray  and  the  directrix,  are  easily  obtained. 

The  rays  within  the  three  planes  of  coordinates  which  form  one 
edge  of  a  circuniscribed  parallelopiped  meet  the  directrices  within  the 
planes  forming  the  opposite  edge. 


n.    On  Oomplexes  of  Luminous  Rays  within  Biaxal  Crystals. 

1.  A  single  ray  of  light  when  meeting  the  surface  of  a  doubly 
refracting  crystal  is  divided  into  two  rays  determined  by  means  of  their 
four  coordinates,  r9  s,  q7  tf.  All  incident  rays  constituting  a  configura- 
tion,  especially  all  rays  starting  from  a  luminous  point  and  forming 
a  conical  surface,  constitute  within  the  crystal  a  new  configuration,  ^-t, 
represented  by  the  System  of  three  equations  between  ray-coordinates.  — «. 
All  incident  rays  constituting  a  congruency,  emanating,  for  instance, 
in  all  directions  from  a  luminous  point,  constitute  within  the  crystal,  ^1, 
afker  refraction,  another  congruency.  Finally,  a  complex  of  incident  «s*i 
rays,  all  rays,  for  instance,  emanating  in  all  directions  from  every 
point  of  a  luminous  curve,  constitute  within  the  crystal  another  com- 
plex of  refracted  rays.  The  congruency  of  refracted  rays  is  represented 
by  two,  the  complex  by  a  single  equation  between  ray-coordinates. 

2.  But  before  entering  into  the  discussions  indicated  by  the  fore- 
going  remarks,  a  short  digression  on  double  refraction  might  be  de- 
sirable. 

A  biaxal  crystal  being  cut  along  any  plane  whatever,  we  may 
suppose  that  this  plane  is   congruent   with   xy,   and    that   the   point      ^^ 
where  an  incident  ray  meets  it  is  the  origin  of  coordinates   0.     Let      ^^ 

(1)  x=pz,    y  =  qe 
be  the  equations  of  the  incident  ray,  whence 

(2)  *-*, 

v  '  P  9. 

the  equation  of  the  plane  of  incidence.     In  the  inoment  of  incidence        Ä 
the  front  of  the  corresponding  elementary  wave,  perpendicular  to  the         * 
ray,  will  be  represented  by 

(3)  t  +  qy  +px  =  0. 


t 


j- 


On  a  New  Geometry  of  Space.  509 

After  the  front   of  the  wave  has  moved  in  air  through  the  unit  of 
iistance,  its  equation  becomes 

[4)  e  +  qy  +px  =  w 

on  putting 

1  -f"  P*  +  2*  =  w?2- 

At  this  moment  the  front  of  the  wave  intersects  x\j  along  a  right 
line,  which  we  may  denote  by  BB,  the  equation  of  which  is 

(5)  qy  +px  =  w. 

If  the  optica!  density  of  the  surrounding  medium  increases,  the 
value  of  w  decreases  in  the  same  ratio. 

3.  Around  the  point  0,  where  the  incident  ray  meets  the  section 
of  the  crystal,  let  the  wave-surface  be  described  as  it  is  at  that  mo- 
ment when  the  front  of  the  elementary  wave  intersects  xy  along  BB. 
The  position  of  the  axes  of  elasticity  of  the  crystallized  medium  being 
known  with  regard  to  the  axes  of  coordinates,  the  equation  of  the 
wave-surface  only  depends  upon  three  constants  a}b}  c9  which  are  to 
be  referred  to  the  same  unit  as  w.  If  both  Systems  of  axes  are  con- 
gruent,  the  wave-surface  is  represented  by  the  well-known  equation 

(aV  +  6  V  +  cV)02  +  y2  +  z*) 

■  [a*(6*  +  c*)z*  +  b*(a*  +  c*)y*  +  <?(a*  +  62)**]  +  aW  =  0, 

which,  for  simplicity,  may  be  written  thus, 

&  =  0. 

4.  The  wave-surface  is  intimately  connected  with  three  ellipsoids, 
the  eqnations  of  which  are 

(8)  aV  +  &Y  +  cV  — 1, 

^  bc     +  Yc     +  ab  =  *' 

By  means  of  the  first  and  the  second  ellipsoid  the  wave-surface 
may  be  obtained  most  easily.  The  third  ellipsoid  has  been  introduced 
by  myself  on  account  of  the  following  remarkable  property.  With 
regard  to  this  ellipsoid  the  wave-surface  is  its  own  polar  surface,  i.  e. 
bhe  polar  plane  of  any  point  of  the  surface  touches  it  in  another 
point,  and  vice  versa,  the  pole  of  any  plane  tangent  to  the  surface  is 
one  of  its  points. 

The  wave-surface  and  the  three  ellipsoids  depend  upon  the  same 
constants.  When  the  crystal  turns  around  the  point  of  incidence  0, 
both  the  surface  and  the  three  ellipsoids  simultaneously  turn  with  it. 


(6)( 
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In  thenew  position  their  equations  involve  three  new  constants,  in- 
dicating  the  position  of  the  axes  of  elasticity  with  regard  to  the  axes 
of  coordinates.     Now  the  wave-surface  may  be  represented  by 

Sl'=  0 , 

and  the  third  ellipsoid  in  the  corresponding  position  by 

(10)    Ax*  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Dxz  +  2Eye  +  F**  —  1  =  JE  —  0. 

From  the  six  constants  of  this  equation,  which  may  be  regarded  as 
known,  you  may  derive  the  six  constants  of  the  wave-surface  by  de- 
termining  both  the  direction  and  the  length  of  the  axes  of  the  third 
ellipsoid. 

Within  the  plane  xy,  supposed  to  be  any  section  whatever  of  the 
crystal,  OX  and  OY  may  be  directed  along  the  axes  of  the  ellipse=^s 

along  which  this  plane  is  intersected  by  the   third  ellipsoid.     Accor- — - 

dingly  the  constant  B  disappears  from  the  last  equation.     Besides,  i9t~it 
OZ  be  directed  along  that  diameter  of  the  ellipsoid  which  is  conj 
to  the  plane  xy,  and  cease  therefore,  in  the  general  case,  to  be  perpen— 
dicular  to  it,  both  constants  D  and  E  likewise  disappear. 

5.  According  to  Huyghens's  principle,  we  obtain  both  rays  in 
which  an  incident  ray  is  divided,  when  entering  the  crystal,  by  th^^-Äue 
following  general  construction.  Construct  the  two  planes  pas8ing&£  ^g 
through  the  trace  Uli  and  tangent  to  the  wave-surface  described  withnriÄ^ii 
the  crystal  around  the  point  of  incidence  0.  Let  H  and  H'  be  th^^  -^ie 
points  of  contact  within  these  planes.  The  two  right  lines  OH,  OH 
drawn  through  the  point  of  incidence  0  and  the  two  points  of  contac 
H,  H'  will  be  the  refracted  rays. 

By  means  of  the  theorem  referred  to  in  the  last  nuniber  I  hav 
replaced  this  construction  by  the  following  one;  niuch  easier  to  manage 
Construct  with  regard  to   the   third    auxiliary   ellipsoid  E  the    polai 
line  of  the  trace  RR.    This  polar  line,  which  may  be  denoted  by  SSj^^^i 
meets  the  wave-surface  within  the  crystal  in  the  two  points  H  and  H' 
OH  and  OIV  being,  as  before,  the  two  refracted  rays.4) 

The  plane  HÖH',  containing  both  refracted  rays  OH.  OH\  ma; 
be  called  the  plane  of  refraction.  There  are,  generally  speaking, 
tangent  planes  passing  through  RR,  as  there  are  four  points 
the  wave-surface  is  intersected  by  SS.  We  get  therefore  four  rays^*^^8* 
all  confined  within  the  plane  of  refraction,  but  two  of  them;  not  en — -*-1' 
.  tering  the  crystal,  are  foreign  to  the  question. 

6.  The  plane  of  refraction   may  be  constructed  solely  by  means^^  M8 
of  the  third  ellipsoid  E.    The  details  of  this  construction  depend  upo; 
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)  well-known  different  modes  of  determining  the  polar  line  SS.  On 
>ceeding  in  this  way  we  meet  some  rernarkable  corollaries  concer- 
ig  double  refraction.*) 

7.    The  poles  of  all  planes  passing  through  the  trace  RR,  repre- 
ied  by 

(5)   jy +!>*  —  «', 

points  of  88.  All  right  lines  passing  through  the  point  of  in- 
ence  0  and  these  poles  fall  within  the  plane  of  refraction  confining 
'.  These  right  lines  may  likewise  be  regarded  as  diameters  of  the 
psöid  E  conjugate  to  diametral  planes  passing  through  the  trace 
ng  which  the  surface  of  the  crystal,  i.  e.  the  plane  zy,  is  inter- 
ted  by  the  wave-front  in  its  primitive  position,  the  trace  being 
•allel  to  RR  and  represented  by 

)  qy+px  =  0. 

nee 

Tlhe  plane  of  refraction  is  that  diametral  plane  of  the  ellipsoid  E, 
conjugate  diameter  of  which  is  perpendicular  to  the  plane  of  ineidence 
0. 

Accordingly  the  plane  of  refraction,   conjugate  to  (6),  is  repre- 
ited  by  the  equation 
,n  d  E  d  E 

ich  may  be  expanded  into  the  following  one, 


*)  In  concluding  a  former  paper,  „Discussion  de  la  forme  generale  des  ondes 
ineuses"  (Crelle's  Journal,  Y.  xix.  pp.  1  &  91,  Mai  1838  [S.  384  dieser  Ans- 
e]),  I  gave  the  following  construetion: 

„Construisez,  par  rapport  a  l'ellipsoide  directenr,  la  ligne  droite  polaire  (SS) 
celle  qui  est  perpendiculaire  au  plan  d'incidence  en  0'.  Elle  conpera  la  sur- 
5  de  l'onde,  decrite  autour  du  point  0,  en  deux  points.  Les  deux  lignes 
itee  qui  vont  du  point  0  aboutir  ä  ces  points  seront  les  deux  rayons  r£fract£s; 
üb  qne  les  deux  plans  qui,  contenant  la  perpendiculaire  en  0'  (BE),  passent 
ces  deux  meines  points  seront  les  fronts  des  deux  ondes  planes  correspon- 
ies.  Enfin  il  a  6t6  demontr^,  dans  ce  qui  prlcede,  que  les  deux  plana  de 
rataon  sont  ceux  qu'on  obtient  en  conduisant  par  les  rayons  lumineux  (re'fracte's) 
plans  perpendiculaires  aux  fronts  des  ondes  correspondantes.u 

At  the  present  occasion  I  resume  the  discussion,  announced  by  myself 
nty-six  years  ago,  of  a  part  of  tbis  construetion.  More  recently,  in  the  eigh- 
lth  Lecon  of  his  valuable  work,  „Theorie  mathämatique  de  l'Elasticite*"  (1852), 
Lama  reproduces  the  curious  relation  between  the  way e- surface  and  the  third 
psoid.  [S.  247.]  He  presents  in  the  following  Lecon  [S.  286]  a  rernarkable 
wem,  „which  is  one  of  those  immediately  derived  from  this  relation."  [8] 
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(13)  (Ax  +  By  +  Dz)q  =  {Bx  +  Cy  +  Eg)p, 
or 

(14)  (Aq  -  Bp)x  +  (B q  -  Cp)y  +  {Dq  -  Ep)$  =  0.*) 

8.  These  equations  remain  unaltered  if  p  and  q  vary  in  such  a 

way  that  the  ratio  —  remains  the  same,  i.  c.  if  the  angle  of  incidence 

vary  while  the  plane  of  incidence  remains  the  same.  The  same  equa- 
tions do  not  contain  w,  the  value  of  which  depends  upon  the  density 
of  the  surrounding  medium.     Hence 

All  rays  of  light  confined  within  the  same  plane  of  incidence , 
being  divided  into  two  by  double  refraction,  are  confined  again  within 
same  plane  —  the  plane  of  refraction.    This  plane  remains  the  same  i=~    I 
tlie  surrounding  medium  be  changed. 

9.  The  plane  xy,  i.  e.  the  surface  of  the  crystal,  containing  th»   ^e 
trace  (11),  its  conjugate  diameter,  the  equations  of  wich  are 

or 

Ax  +  By  +  Dz  =  0, 

Bx  +  Cy  +  Ez  —  0, 

is  confined  within  the  plane  of  refraction,  whatever  may  be  the 

cident  ray.     The  same  may  be  proved  analytically  by  observing  tlm^""*^ 

(12)  is  satisfied  by  means  of  the  two  equations  (15).     Hence 

A  ray  of  light  of  any  direction  whatever  meeting  the  surface  of  m  ° 
biaxal  crystal  in  a  fixed  point  is  so  refracted  that  the  plane  containin^^1A9 
both  refracted  rays  passes  through  a  fixed  right  line  (15). 

If  without  the  crystal  tlie  plane  of  incidence  turns  round  the  perpen 
dicülar  to  the  section,  within  the  crystal  the  plane  of  refraction  simt 


\JM. 
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*)  On  representing  any  one  of  both  refracted  rays  by  the  equations 

the  last  equation,  written  thus, 

(1)  {Aq  -  Bp)r  +  (Bq  -  Cp)s  +  (Dq  -  Ep)  =*  0, 

indicates  a  relation  between  the  direction  of  the  incident  ray,  determined  by  th 
constants  p  and  g,  and  the  direction  of  the  refracted  one,  determined  by  r  and  »-        s- 
This  equation  will  not  be  altered  if  the  incident  ray,  moved  parallel  to  itselt"  -Ä  "i 
meet  the  section  of  the  crystal  in  any  point 

*  =  q*       y  —  *• 

If  r  and  8  be  regarded  as  variable,  q  and  a  being  constant,  the  equation  (1)  n 
presents  the  plane  of  refraction  corresponding  to  the  incident  ray 

<c  =  pz  +  q,      y  =  qz  +  *, 

and  containing  both  refracted  rays. 


— e- 
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neously  turns  round  the  diameter  of  the  third  cllipsoid  conjugate  to  the 
section. 

10.  In  order  to  construct  the  plane  of  refraction,  we  want  to 
know  another  diameter  conjugate  to  any  plane  passing  through  the 
trace  (11).  In  selecting  among  these  planes  the  wave-front  itself  in 
its  primitive  position,  the  plane  of  refraction  will  be  obtained  by 
drawing  a  plane  trough  both  diameters  conjugate  to  the  section  of 
the  crystal  and  the  primitive  wave-front. 

The  wave-front  in  its  primitive  position  is  represented  by 

l>*  +  ff» +  *  =  0, 
its  conjugate  diameter  by  the  equations 

dE  dE 


(17) 


dE  _       dE 
dy  ~q'Ji 


(18) 


which,  if  expanded,  become 

Ax  +  By  +  Dz=p(Dx  +  Ey  +  Fe), 

Bx  +  Cy  +  Ee  =  q{Dx  +  Ey  +  Fe). 

In  order  to  prove  in  the  analytical  way  that  the  diameter  con- 
jugate to  the  primitive  wave-front  falls  within  the  plane  of  refraction, 

it  is  sufficient  to  observe  that,  by  eliminating   -r—    between  the   two 

equations  (17),  the  equation  of  the  plane  of  refraction  (12)  is  obtained. 

11.  If  a  ray  of  light  meet  the  surface  of  a  crystal  in  a  given 
point,  the  third  ellipsoid  remains  invariably  the  same  as  long  as  the 
position  of  the  crystal  is  not  altered.  Therefore  the  diameter  conjugate 
to  the  wave-front  remaining  likewise  the  same,  whatever  may  be  the 
section  of  the  crystal  passing  through  the  point  of  incidence,  the  plane 
of  refraction  always  passes  through  that  fixed  diameter.  Again,  if  the 
incident  ray,  displaced  parallel  to  itself,  meet  the  surface  of  the  crystal 
in  a  new  point,  this  new  point  of  incidence  becomes  the  centre  of  the 
third  ellipsoid,  likewise  displaced  parallel  to  itself.  The  diameter  con- 
jugate to  the  primitive  wave-front,  always  passing  through  the  point 
of  incidence,  retains  the  same  direction.  We  may  finally  observe  that 
the  surface  of  the  crystal,  if  a  curved  one,  may  be  replaced  for  any 
incident  ray  by  the  plane  tangent  to  it  in  the  point  of  incidence. 

If  a  ray  of  light  meet  a  biaxal  crystal  in  a  given  point ,  whatever 
may  be  the  surface  bounding  tJie  crystal  and  containing  tliat  point9  Hie 
plane  of  refraction  passes  through  a  fixed  right  line. 

If  a  System  of  parallel  rays  meet  the  surface  of  a  biaxal  crystälf 
each  ray  of  which  after  double  refraction  is  divided  into  two,  there  is 

Piacker,  Worke.  L  33 
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within  the  crystal  a  fixed  diredion,  not  depending  upan  {he  shape  of  {he 
surface,  so  {hat  the  directions  of  both  rcfracted  rays  into  tchich  am/  w- 
cident  ray  is  dividcd,  and  that  fixed  diredion,  are  confined  within  the 
same  plane. 

12.  By  putting 

Dq  —  Ep, 

the  equation  of  the  plane  of  refraction  becomes 

(Aq  -  £p)x  +  (Bq  -  Cp)y  -  0, 
which,  after  eliminating  p  and  q,  may  be  written  thus, 

(19)  (AE  -  DB)x  +  (BE  —  DC)y  =  0. 

In  this  case  the  plane  of  refraction  is  perpendicular  to  xy  an< 
passes  through  OZ.  The  plane  of  incidence  perpendicular  to  xy,  oi 
its  trace  within  this  plane,  is  represented  by 

(20)  Dy  —  Ex. 

It  is  easily  seen  that  this  trace  is  perpendicular  to  the  trace  of  that^-Ät 
diametral  plane  which,  with  regard  to  the  ellipsoid  E7  is  conjugat^»  ""1* 
to  OZ.     Indeed  this  plane  is  represented  by 

d-£  =  Dx  +  Ey  +  Fe-0, 

and  its  trace  within  xy  by 

Dx  +  Ey<=  0. 

Each  ray  within  the  plane  of  incidence  (20)  is  divided  by  double^^^ 
refraction  into  two,  both  confined  within  the  same  vertical  plane  ot:  ^ 
refraction.  That  is  especially  the  case  with  regard  to  the  ray  incident^'^ 
at  right  angles;  the  corresponding  plane  of  refraction,  represented  b; 
(19),  contains  the  incident  ray  and  both  the  refracted  rays. 

13.  Besides  the  vertical  ray,  there  is  in  each  plane  of  incidenc« 

one  ray    confined    with   both    refracted  rays  within   the    same   plane 

After  eliminating  p  and  q  between  the  general  equations  of  the  planes 
of  incidence  and  of  refraction, 

qx=py? 

(Ax  +  By  +  D*)q  =  (Bx  +  Cy  +  Ez)p, 
the  foliowing  equation  is  obtained, 

(21)  Z>V  -  *»)  +  (A-  C)xy  -f  (Dy  -  Ex)z  -  0, 

representing  a  cone  of  the  second  degree,  the  locus  of  incident  rays 
which  are  confined  within  their  corresponding  planes  of  refraction. 
This  cone  passes  through  the  vertical  0Z}  and  intersects  xy  within 
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o  right  lines  perpendicular  to  each  otlier.  These  lines  are  congruent 
th  the  two  axes  of  the  ellipse 

2)  Ax2  +  2Bxy  +  (7//2  =  l, 

ong  which  the  plane  xy  is  intersected  by  the  ellipsoid  E.  (That  is 
stantly  seen  by  putting  B  =  0  [4].)  Ilence  both  rays,  grazing  the 
rface  of  the  crystal  along  the  axes  of  the  ellipse  (22) ,  are  confined 
ith  both  corresponding  refracted  rays  within  the  same  plane. 

If  especially  the  crystal  be  cut  in  such  a  way  that  xy  become  a 
xular  section  of  the  ellipsoid  E,  each  ray  grazing  the  surface  of 
e  crystal  will  be  contained  within  the  corresponding  plane  of  re- 
iction.  This  plane  therefore  is  easily  obtained  by  means  of  the 
ice  of  the  plane  of  incidence  and  the  diameter  OZ'  of  the  ellipsoid 
conjugate  to  its  circular  section  xy. 

14.  In  the  preceding  numbers  the  plane  of  refraction  has  been 
termined  without  determining  SS  confined  within  it.  This  right 
le,  passing  through  the  infinitely  distant  pole  of  xy,  is  parallel  to 
e  diameter  OZ'  conjugate  to  xy  and  represented  by  the  equations 
6),  which  by  eliminating  successively  y  and  x  may  be  replaced  by 
e  following  ones, 

i(B*  —  AC)x  +  (BE  -  CD)z  =  0, 

(£*  -  AC)y  +  (BD  -  AE)z  =  0. 

The  direction  of  SS  being  known,  any  one  of  its  points,  i.  e.  the 
le  of  any  plane  passing  through  RR,  will  be  sufficient  to  construct 

If  the  plane  be  parallel  to  the  diameter  just  de  termined,  its  pole 
111  fall  within  the  plane  xy,  and  may  be  also  regarded  as  the  pole 

RR,  with  regard  to  the  ellipse  (22)  along  which  this  plane  is 
tersected  by  E.    The  trace  HR  being  represented  by 

qy+px  =  w9    ' 
tiere 

w%  =  1  +  P*  +  22; 
e  two  lines,  the  equations  of  which  are 

(Ax  +  By)^  =  1, 

(Bx  +  Cy)^  =  l, 

ill  meet  in  the  pole  mentioned.  Hence,  on  denoting  its  coordinates 
r  x°  and  y°, 


3) 


4) 


0       Jjg-Cj)     1 
x         B*-AC     w' 

„o  =  Bp—Ag    J^ 
y         B*  —  AC'w' 


33* 
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Finally,  the  equations  of  SS  thus  obtained  are 
(25)  *-**     -     y~y0~    -        ' 


CD—BE        AE  —  BD        B*  —  AC 

In  order  to  complete  the  construction  of  the  two  refiracted  rays, 
the  points  (M7  M')  in  which  SS  ineets  the  wave-surface  &  within  the 
crystal  are  to  be  joined  with  0  by  means  of  two  right  lines  OM 
and  OM'. 

15.  If  rays  of  every  direction  meet  the  crystal  in  0,  the  corre- 
sponding  wave-fronts  in  that  moment  when,  within  the  crystal,  the 
wave-surface  Sl  is  formed,  will  envelope  a  sphere, 

*"  +  »»  +  fl-l, 
the  radius  of  which  is  equal  to  unity.     The  locus  of  poles  of  th 
wave-fronts,  if  taken  with  regard  to  the  ellipsoid  E,  is  a  new  ellipsoi 
which,  referred  to  axes  of  coordinates  directed  along  the  axes  of  al^Kll 
auxiliary  ellipsoids,  is  represented  by  the  equation 

iLi/ii! i 

6V  "t"  a*c*  "t"  a*&*  —  x» 
or 

(26)  a*x*  +  Vy*  +  cV  —  a*b*c*. 


Its  axes  are  obtained  by  multiplying  the  axes  of  the  second 
liary  ellipsoid  (8),  to  which  it.  is  similar,  by  abc. 

16.  The  new  fourth  auxiliary  ellipsoid  (26)  is  fitted  to  connec^^c* 
the  constructions  of  the  refracted  rays  if,  the  section  of  the  crysta^^^** 
remaining  the  same,  the  direction  of  the  incident  rays  vary.  Indee^  Ä<* 
a  right  line  (MM')  drawn  through  any  point  Y  of  the  fourth  ellipsoic^-*" 
(26)  parallel  to  0Z'7  i.  e.  to  the  diameter  conjugate  to  xy  with  regarc*^-"^ 
to  the  third  ellipsoid  E7  meets  the  wave-surface  Ä,  within  the  crystaÄ^-^*» 
in  two  points  M  and  M\  OM  and  OM'  will  be  the  two  re&actec^^^" 
rays  corresponding  to  that  incident  ray  which  is  perpendicular  to  th^-^^e 
plane  conjugate  to  OY. 

17.  After  this  digression  we  resume  our  subject. 

Let  xy  be  the  section  of  a  biaxal  crystal  and  OZ  perpendicula^^^ar 
to  it.  Let  a  ray  of  any  direction  starting  from  any  point  of  OZ  mee^^^^t 
the  section  of  the  crystal  in  a  point  the  coordinates  of  which  are 

xt*=Q9      y  —  6- 

Let 

y  =  qz  +  <* 

m 

be  the  equations  of  the  incident  ray.     In  order  to  express  that  the:    -*s 
ray  ineets  OZ  we  obtain  the  following  relation, 


(27) 
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V  __  9 


(29)  C  - 


(28) 

Let 

=  rz  +  Q, 

sz  +  <s, 

be  the  equations  of  any  one  of  the  two  corresponding  refracted  rays. 
Let  us  finally  suppose  that,  without  the  crystal,  z  is  negative,  within 
it,  positive.  Accordingly  in  the  equations  of  the  incident  ray,  positive 
values  of  z}  in  the  equations  of  the  refracted  rays,  negative  ones  are 
to  be  rejected. 

Again,  let 

Ä  =  0 

be  the  general  equation  of  the  wave-surface,  and 

E  =  Ax>  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Dxz  +  2Eyz  +  Fz*  -  1  —  0 

the  equation  of  the  third  auxiliary  ellipsoid;  the  position  of  both  being 
determined  by  the  position  of  the  crystal  with  regard  to  the  axes  of 
coordinates. 

18.  According  to  the  footnote  of  [7],  we  have  between  the  four 
constants  p,  q,  r7  s7  upon  which  the  direction  of  the  incident  and  the 
refracted  ray  depends,  the  following  relation, 

(30)  (Aq  —  Bp)r  +  {Bq  -  Cp)s  +  (Dq  —  Ep)  =  0. 

By  means  of  (28)  this  equation  may  be  transformed  into  the 
following  one, 

(31)  (Aö  —  Bg)r  +  (Btf  —  Cq)s  +  (Dt  -  Eq)  =  0, 

and  then  represents  a  complex  of  refracted  rays.  As  no  supposition  is 
made  regarding  the  position  of  the  luminous  point  on  OZf  the  corre- 
sponding incident  rays  may  start  in  every  direction  from  all  its  points. 
They  constitute  therefore  a  complex  of  rays  emanating  from  OZ9  per- 
pendicular  to  the  section  of  the  crystal,  and  considered  as  a  luminous 
right  line.  This  complex  of  incident  rays,  affcer  entering  the  crystal, 
passes  into  the  complex  of  double  refracted  rays  represented  by  the 
last  equation. 

19.  By  admitting  that  OX  and  OY,  within  the  section  of  the 
crystal,  were  directed  along  the  axes  of  the  ellipse,  along  which  xy 
is  intersected  by  the  ellipsoid  E,  the  constant  B  disappears  from  the 
equation  of  the  complex,  which  then  may  be  written  thus, 

(32)  (Ar  +  D)ö  =  (Cs  +  E)q. 

We  have  hitherto  supposed  OZ  to  be  perpendicular  to  xy7  and 
will  continue  to  do  so  for  incident  rays  without  the  crystal;  but  for 
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the  refracted  rays  entering  it  (the  axes  OX7  OY7  perpendicular  to  each 
other,  reniaining  the  same)  the  direction  of  OZ  may  be  changed  by 
replacing  it  by  the  diameter  OZ'  of  the  ellipsoid  E7  conjugate  to  xy. 
Then  the  constants  D  and.  E  likewise  disappear,  and  the  equation  of 
the   complex  assumes  the  most  simple  form, 

Ar  6  =  Csq. 

20.    On  denoting  by  a0  and  b0  the  two  semiaxes  of  the  ellipse 
along  which  xy  is  intersected  by  the  ellipsoid  E7  we  get 

We  may  suppose,  too,  that  a0  falling  within  OX,  is  greater  than  1>0 
falling  within  0Y7  whence  the  Square  of  the  excentricity  of  the  ellipse 

cu2  becomes  — — 5— —  • 

After  having  introduced  the  new  constants,  the  last  equation  may 
be  written  in  the  following  ways, 

(33) 
(34) 


a         a0*     g 
8   =b0*'  r' 

ra  — 
r 

*9  —  p  2  .  it 

SQ  — 
8 

ra             a08  —  b0* 

that 

Q          P  ' 

_L  _  ^2    Q  # 

r          a0  *  '  p  ' 

(35)  !•=!• ^IfA  .  9 


(36) 

In  order  to  get  a  geometrical  interpretation  of  these  equations, 
let  any  refracted  ray  of  the  complex  be  projected  in  the  ordinary  way 
on  the  three  planes  of  coordinates  XY7  XZ  and  YZ\  each  axis  of 
coordinates  will  be  met  by  two  of  the  three  projections.     The  inter- 

cepts  on  OZ'  are  —  and  —5  on  0Y7  6  and  ro  ~  *g;   on  0Xf  q  and 


8q  —  ra 


Hence 


8 

With  regard  to  all  rays  of  the  complex,  the  two  intereepts  on  each 
axis  of  coordinates  are  in  the  same  ratio. 

For  OZ\  i.  e.  for  the  diameter  of  the  ellipsoid  E  conjugate  to 
the  section  of  the  crystal,  this  ratio  is  the  ratio  of  the  Squares  of  the 
axes  of  the  ellipse  within  this  plane.  For  OY7  i.  c.  for  the  shorter 
axis  of  this  ellipse,  it  is  equal  to  the  square  of  its  excentricity;  for 

OX  the  greater  axis  equal  to  ( —  e02 «  ^J  • 


(37) 
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Finally,  if  any  incident  ray,  without,  he  projected  on  the  section 
xy  of  the  crystal  along  OZ,  i.  e.  perpendicularly,  and  one  of  the  two 
corresponding  refracted  rays,  within  the  crystal,  along  0Z'9  the  pro- 
jections  thus  obtained  are  the  traces  of  the  planes  of  incidence   and 

of  refraction,     -  and    -  indicating  the  trigonometrical  tangents  of  the 

angle s,  between  the  two  traces  and  the  greater  axis  of  the  ellipse 
within  the  section  xy.  The  ratio  of  the  tangents  is  equal  to  tlie  ratio 
of  the  Squares  of  the  axes  of  the  ellipse. 

21.  In  order  to  get  a  general  idea  of  the  distribution  of  the  re- 
fracted rays  constituting  the  complex,  we  may  determine  first  the  cone 
formed  by  rays  passing  through  any  given  point  within  the  crystal. 
If  M  be  this  point  and  x07  y0,  80'  its  coordinates,  the  equations 

Vo  —  **o'+  * 
are  to  be  combined  with   the   equation    of  the  complex,  which,   on 

pntting  —  =  ß,  may  be  written  thus, 

(38)  °  sq  =  ß*r<s. 
By  eliininating  q  and  61  we  get 

(39)  x0s  -  ß>y0r  =  (1  -  /J>0Vs. 

This  equation  shows  that  the  locus  of  rays  of  the  complex  which  pass 
through  the  point  M  is  a  cone  of  the  second  degree.  Its  equation  in 
ordinary  coordinates  x7  y,  z'  (?'  being  referred  to  OZ')  is 

*o(y  -  Vo) {*'—  *o)  -  ß*y<>(x  -  ^o) (*'—  O 

(l-ß*)*Q'(x-x0)(i,-y0). 

From  this  equation  we  immediately  derive  that,  whatever  may  be  the 
position  of  M  within  the  crystal,  the  cone  always  contains  three  rays 
parallel  to  OX,  OY,  OZ',  as  well  as  a  fourth  ray  passing  through 
the  origin  0.  Besides,  the  cone  depends  upon  the  only  constant  ß, 
the  ratio  of  the  two  axes  of  the  ellipse,  here  represented  by 

(41)  &  +  6-1/ 

along  which  xy  is  intersected  by  the  third  auxiliary  ellipsoid  E. 

The  equation  (39),  only  depending  upon  the  ratio  of  the  constants 
xo>  Vo*  zo>  sh°ws  that  the  cone  in  question  of  double  refracted  rays 
is  not  at  all  altered  if  its  centre  moves  along  a  right  lim  passing  through 
the  origin  0. 

22.  In  the  peculiar  case  where  M  lies  within  the  section  of  the 
crystal  xy  all  corresponding  incident  rays  likewise  meet  in  that  same 


(40) 


(42) 
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point,  constitutüig  the   plane  of  incidence  passing  through   0Z}  and 

represented  by 

y'x~x'y. 

Here  the  cone  of  refracted  rays  degenerates  into  a  System  of  two 
planes,  which  after  putting  *0'=  0,  are  represented  by 

^o(y-yo)  =  /J2yo(^-^o)- 

The  second  of  these  equations  represents  the  plane  of  refraction 
corresponding  to  the  plane  of  incidence.*) 

23.  If  M  fall  within  one  of  both  the  other  planes  of  coordinates 
XZ  and  YZ9  the  cone  of  double  refracted  rays  likewise  degenerates 
into  two  planes. 

24.  Either  by  putting  *'=  0  in  (40),  or,  after  having  eliminated  r 
and  s  between  the  three  equations  (37)  and  (38),  by  replacing  the 
remaining  variables  q  and  <s  by  x  and  y,  we  obtain 

(43)  y0x  -  ß*x0y  -  (1  -  §F)xy. 

This  equation  represents,  within  xy,  the  trace  of  the  cone  of  refracted 
rays  which  meet  in  M.  It  is  an  equilateral  hyperbola,  having  ite 
asymptotes  parallel  to  ÖX  and  0Yy  and  passing  through  the  pro- 
tection of  N.     The  coordinates  of  its  centre  are 

«  —  --£•—       x  —  -    ß*x°   - 

y  —  1 äs;    ^  — 


whence 

y.  _  _  }  /h . 

X  0*  x0' 

As  the  equation  (43)  does  not  involve  the  constant  £0',  we  con- 
clude  that 


*)  In  the  preaent  researchea,  the  auxiliary  ellip9oid  2£,  which  may  be  con- 
sidered  as  described  round  any  point  of  the  section  of  the  crystal,  as  well  as  the 
wave-surface  its  elf,  has  no  other  signification  than  to  indicate  by  its  constant« 
the  molecular  Constitution  of  the  crystal  so  far  as  the  transmission  of  luminoua 
vibrations  is  concerned.  Our  equations  only  containing  the  ratio  of  these  con- 
stants,  the  ellipsoid  E  and  its  elliptical  trace  (41)  may  be  supposed  here  to  have 
any  dimensions  whatever. 

The  last  equation  (42)  represents  the  plane  of  refraction  as  it  represents  iU 
trace  within  xy.  It  likewise  represents,  if  the  point  M  falls  within  the  circum- 
ference  of  the  ellipse  (41),  the  normal  to  that  curve  in  the  point  M.  Hence  is 
derived  an  elegant  construction  of  the  plane  of  refraction. 

If  within  xy  round  any  point  of  incidence  as  centre  the  ellipse  (41)  be  de- 
scribed, the  traces  of  the  planes,  both  of  incidence  and  of  refraction,  are  such 
two  diameters  of  that  ellipse,  the  second  of  which  is  parallel  to  the  normal  to 
it  at  the  point  where  the  first  intersects  it. 
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The  cone  of  double  refracted  rays  continually  changts  if  its  centre 
moved  along  a  right  line  .parallel  to  OZ'f  but  its  trace  within  the 
Hon  of  flie  crystal  always  retnains  the  same  hyperbola. 

25.  Secondly,  we  may  determine  the  curve  enveloped  by  refracted 
j8  confined  within  any  given  plane.    If  the  plane  be 

tx  +  wy  +  v*  +  w  =  0, 

3  equation  of  this  curve  will  result  from  the  combination  of  the 
aation  of  the  complex 

(38)        sq  —  (Prt 

th  the  two  equations 

tr  -f  us  +  v  =  0, 

tQ  +  U6  +  w  =  0, 

pressing  that  a  ray  (r,  s}  q,  6)  falls  within  that  plane.  By  elimina- 
ig  r  and  q,  we  obtain 

l)  w$  —  ß*v<f  +  (1  -  ß%)us0  =  0, 

and  ( )  being  the  coordinates  of  the  projection,  within  yz\  of 

3  refracted  ray.  The  projection  envelopes  an  hyperbola;  so  does  the 
f  itself  within  the  given  plane.  The  last  equation  (44)  does  not 
itain  t,  and  therefore  will  not  be  altered  if  the  given  plane  turns 
ind  its  trace  within  yz\  represented  by 

>)  uy  +  v*'+  w  =  0. 

>nce  it  follows  that  the  projections  of  all  refracted  rays  which  meet 
it  trace  are  tangents  to  the  same  hyperbola  (44),  the  asymptotes 
which  are  parallel  to  OY  and  0Z\  and  which  especially  is  touched 
the  trace  itself,  with  regard  to  which 

10  6  to 

u         8  v 

e  refracted  rays  themselves  are  tangents  to  a  hyperbolic  cylinder 
ring  as  base  the  hyperbola  (44)  and  OX  as  axis. 

26.  In  order  to  particularize,  let  us,  in  the  first  instance,  suppose 
it  the  trace  (45)  is  parallel  to  OZ'  and  intersects  OF  in  any  point 

OQ  being  equal  to  ( )•    Then  v  being  equal  to  zero,  the  equa- 

n  (44)  becomes 

(w  +  (l  —  ß*)H6)s=*0, 

Licating  that  the  hyperbola  of  the  general  case  degenerates  into  two 
ints;  falling  within  0  Y}  one  at  an  infinite  distance?  while  the  distance 
the  other  (Q')  from  0  is 


i 
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(46)  0«-  *  -  -  j^i  -  t^rpOQ. 

Accordingly  the  hyperbolic  cylinder  degenerates  into  two  right  liiies, 
met  by  all  refracted  rays.    One  of  the  two  lines  within  the  plane  x\j 
along  which  the  crystal  is  cut  is  parallel  to  OX,  and  intersects  OY 
in  Q',  the  other  is  infinitely  distant.     Hence  all  rays  within  a  plane 
intersecting  xz    along  a  trace  (QZ0f)  parallel  to  OZ'  are  divided  into 
two  sets.    The  rays  of  one  set  being  parallel  to  the  plane  xy  may 
be  here  omitted.     The  rays  of  the  other  set  ineet  in  a  fixed  point  of 
that  same  plane  along  which  the  crystal  is  cut.     If  the  plane  turns 
round  its  trace  QZ0',  the  fixed  point  moves,  within  xy9  parallel  to  0 
describing  a  right  line  Q'X0.    Each  ray  ineeting  both  right  lines  QZm^ 
and  Q'X0  is  a  ray  of  the  complex. 

27.  If,  in  the  second  instance,  the  trace  (45)  is  parallel  to  07 

and  intersects  OZ'  in  B,  OB   being   equal  to   (-^),  the  equati 

(44)  becomes 

ws  =  ß*va, 

representing  a  point  of  OZ'}  the  distance  of  which  from  0  is 

(47)  OB'---?- £2—£0B. 

The  hyperbolic  cylinder  therefore  degenerates  into  a  right  line  (B'-JEä^o) 
within  xz'  parallel  to  OX  and  passing  through  B'.     Hence 

All  refracted  rays  of  the  complex  confined  within  a  plane  int 
secting  yz'  along  a  trace  (UY0)  parallel  to  OF  converge  into  a  fix» 
point  of  the  plane  xz  .  If  the  plane  turns  round  its  trace,  that  pot — **»t 
describes,  within  xz  ,  a  right  line  B'X^  parallel  to  OX.  Each  r^s^ay 
ineeting  both  lines  BY0  and  JR'X0  is  a  ray  of  the  complex. 

28.  The  axes  of  coordinates  OX  and  OY  may  be  interchang 
by  writing  a{)  instead  of  60,  and  reciprocally.    Then  we  get  analogo 
results  if,  instead  of  traces  within  YZ'}  we  consider  traces  within  X 
Especially  we  may  immediately  conclude  from  the  lfßt  equation  writt 
thus, 

(48)  l*-OB'=a*.OB, 

that  the  relation  between  the  two   right  lines  B'Xq  and  BY0  is 
mutual  one. 

2'J.    All  rays  intersecting  two  fixed  right  lines  constitute  a  lind 
congrucncy,   the   fixed    right  lines    being   its   directrices    (Sect.  L,  55  ^^1)' 

Consequently  the  complex  of  refracted  rays  may  be  generated  in  thr&*     ^ 

ro 


a 


-ar 


diffcrent  ways  by  a  variable  linear  congruency.    In  each  case  the  tw 
directrices  of  the  cougruency  move  parallel  to  any  two  of  the  thr^^^e 
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axes  of  coordinates  0X9  OY,  OZ',  intersecting  the  third  axis  in  two 
points,  the  distances  of  which  from  0  are  iu  a  given  ratio. 

30.  Hitherto  we  have  supposed  that  the  plane  xy  is  any  section 
whatever  of  the  crystal.  Let  us  now,  in  particuiarizing  again,  admit 
that  the  crystal  is  cut  along  one  of  the  two  circular  sections  of  the 
third  auxiliary  ellipsoid  E,  then  represented  by 

A(x*  +  y2)  +  Fz2  =  l; 

ß  being  equal  to  unity,  the  equation  of  the  complex  becomes 

(49)  rö  =  SQ. 

In  this  pecnliar  case  therefore  all  rays  of  the  complex  meet  the 
diameter  OZ',  conjugate  with  regard  to  E  to  its  circular  section  xy. 
Hence  all  refracted  rays  of  the  complex  interscct  OZ'  as  all  corresponding 
incident  rays  Start  from  OZ. 

Both  the  diameter  of  the  third  auxiliary  ellipsoid  E  perpendicular 
to  its  circular  section  xy,  and  its  diameter  conjugate  to  that  section, 
fall  within  a  principal  section  of  the  ellipsoid  containing  its  greatest 
and  least  axis;  and  consequently  also  its  two  optic  axes.  The  rectan- 
gular  axes  of  coordinates  OX  and  OY  may,  without  changing  the 
equation  of  the  complex,  turn  round  0  within  the  section  xy.  If  one 
of  them,  OX  for  instance,  become  the  vertical  projection  of  0Z'f  the 
plane  xz'  is  a  principal  plane  of  the  ellipsoid  E,  containing  the  two 
optic  axes,  and  OY  the  mean  axis  of  the  ellipsoid  E. 

31.  If  the  plane  xy  is  a  principal  section  of  the  third  auxiliary 
ellipsoid  E  (and  therefore  of  all  auxiliary  ellipsoids),  the  axis  OZ', 
becoming  perpendicular  to  xy}  is  congruent  with  OZ.  Then  the  equa- 
tion of  the  ellipsoid  E,  referred  to  rectangular  coordinates,  becomes 

?L  -L  y1  -l  iL  =  i 

bc    '    ac*    ab  7 

and  may  be  written  thus 

ax?  +  by9  +  cz%  =  abc- 
Hence  the  equation  of  the  complex  is 

(50)  are  =  bsQ. 

If  the  crystal  be  turned  round  OY  through  an  angle  «;  we  get, 
after  replacing  x  and  z  by 

x  cos  a  —  z  sin  a9 

x  sina  -f-  z  cosa, 

the  following  equation  of  the  ellipsoid  E7 

(a  cos2«  +  c  sin2 a)a?  +  by*  —  2(a  —  c)  sin  a  cos  a  .  xz 

-J-  (a  sin2«  -f-  c  cos2«)*2  =  abc. 


(51) 
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The  axes  of  the  elliptic  trace  within  xy  being  always  directed 
along  OFand  OXy  the  equation  of  the  complex  assumes  the  form 
of  the  equation  (32),  which,  after  putting  1?=  0  and 

A  :  G :  D  —  (a  cos2«  +  c  sin*a)  :  6  :  —  (a  —  c)  sin  a  cos  a, 

passes  into  the  following  one, 

(52)       (a  cos8a  +  c  sin2 a)rtf  —  bsg  —  (a  —  c)sin  cc  cos  «  .  tf  =  0. 

32.  The  equations  (51)  and  (52)  of  the  last  nnmber  belong  to 
the  case  in  which  one  of  the  three  axes  of  elasticity,  0  Y7  falls  within 
the  section  of  the  crystaL  The  two  remaining  axes  of  elasticity  are 
confined  within  the  plane  XZ7  where  one  of  them,  corresponding  to 
c,  makes  with  OZ  an  angle  a,  this  angle  being  counted  towards  OX. 

The  two  equations  may  be  regarded  as  representing  the  generäl 
case  of  uniaxal  crystals  cut  along  any  plane  whatever.  Indeed  let 
OC  be  the  single  optic  axis  making  with  the  normal  to  the  section 
xy  of  the  crystal  any  angle  a.  Draw  through  OC  the  plane  xz  per- 
pendicular  to  xy,  and  OY  perpendicular  to  that  plane.  The  rectangular 
system  of  coordinates  being  thus  determined,  the  equations  (51)  and 
(52),  after  having  replaced  c  by  a,  will  belong  to  uniaxal  crystals. 

33.  If  the  optic  axis  of  an  uniaxal  crystal  falls  within  the 
section  xy,  the  equation  of  the  complex,  on  putting  a  =  -^Ä,  becomes 

cr<s  =  asQ. 

In  the  case  of  uniaxal  crystals,  each  plane  passing  through  the   optic 

axis  may  be  regarded  as  a  principal  section  of  the  ellipsoid  JE.    There- 

fore  the  equation    of  the   complex  assumes   the  form  of  the  equation 

(50);  the  form  of  the  two  equations  being  the  same  as  in  the  general 

case,  where  the  direction  of  the  third  axis  is  oblique  to  xy. 

If  in  the  case  of  uniaxal   crystals  the   circular   section  of  E  is 

congruent  with  the  section  xy  of  the    crystal,   we    get    in  order  to 

represent  the  complex  of  double  refracted  rays,  on  putting  a  =  0,  the 

following  equation, 

rs  —  sq, 

indicating  that  the  plane  of  refraction  is  congruent  with  the  plane  of 
incidence,  or,  in  other  terms,  that  both  the  ordinary  and  the  extra- 
ordinary  ray  into  which  any  incident  ray,  starting  from  OZ9  is  divided 
by  double  refraction,  likewise  meet  OZ. 

34.  The  preceding  fragmentary  researches  on  double  refraction 
—  only  calculated  to  present  a  new  and  curious  instance  of  a  complex 
^-  may  be  concluded  by  a  last  remark. 

All  the  results  we  have  hitherto  obtained,  especially  the  deter- 
mination  of  the  complex  of  double  refracted  rays,  only  depend,  Ist, 
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upon  the  direction  of  the  diameter  of  the  ellipsoid  E  conjugate  to 
the  section  of  the  crystal;  2ndly,  upon  the  ratio  of  the  axes  of  the 
elliptical  trace  along  which  the  same  ellipsoid  meets  that  section. 
Here,  therefore,  the  third  auxiliary  ellipsoid  E, 

may  be  replaced  by  the  following  one, 

ax2  +  fty8  +  cz*  =  1 , 

which  is  similar  to  it.  It  is  immediately  seen  that,  along  the  diffe- 
rent  directions,  the  reeiprocal  values  of  optical  elasticity  within  the 
crystal  are  indicated  by  the  radii  vectores  of  the  new  ellipsoid,  as  the 
Squares  of  these  values  are  represented  by  the  radii  vectores  of  the 
second  auxiliary  ellipsoid, 

aV  +  &Y  +  cV  — 1. 


Additional  Note. 

Received  December  11,  1866. 

L    Coordinates  of  a  right  line. 

1.  A  right  line,  if  considered  as  an  axis  round  which  a  plane 
revolves,  is  determined  by  any  two  positions  of  the  revolving  plane; 
analytically,  by  means  of  two  groups  of  plane-coordinates.  If  con- 
sidered as  a  geometrical  locus,  described  by  a  point,  it  is  determined 
by  any  two  positions  of  the  moving  point-,  analytically,  by  means  of 
two  groups  of  point-coordinates. 

Let  the  plane-  and  point-coordinates 

t       u      v  x      y      z 

—  >    — >    — >         TT>    TT>    ~ZT 
WWW  O         O         65 

be  such  that 

(1)  tx  +  uy  +  v*  +  wcDr  =»  0, 

which  equation,  if  geometrically  interpreted,  indicates  that  each  point 

(■=■*  —>  4?)  &Us  within  each  plane  (— ;  —  *  — ),  or,  which  is  the 
\0      0      0/  r  \w      w     w/'       ' 

same,    that    each    plane    (— >       >  — )     passes    through    each    point 

(iT '  "»  '  "5/ '  ^  called  such  coordinates  „associated  plane-  and  point- 
coordinates"*),  and  here  whe  shall  make  use  of  that  denomination. 
By  two  couples  of  associated  either  plane-  or  point-coordinates, 

*)  Geometrie  des  Baumes,  No.  6. 
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t  U  V  t  U  V 

f    —  y     —  f       — 7  t    — i  9    — >  7 
WWW  WWW 

OL       0-       JL  X$       iL       — 

©      o      ©         ©       ©       © 

the  sawe  right  line  is  determined. 

We   may   einploy   lioinogeueous  instead  of  ordinary  equations*); 

accordingly  each  group  of  three  coordinates  is  replaced  by  a  group 

of  four: 

t7  u}  v9  w,  t',  u\  v',  w', 

x,  y,  z,  ts>        x\  y'f  z\  «a>'. 

2.    Both  planes  (t,  u,  v,  w)  and  (t'f  u\  v',  w')}   represented   in 
point-coordinates  by  the  equations 

tx  +  uy  +  vz  +  wis  —  0, 

*'«•+  w'y  +  v'*  +  w'is  —  0, 

are  arbitrarily  chosen  amongst  those  passing  through  the  right  line, 
and  may  be  replaced  by  any  two  others,  the  equations  of  which  have 
the  form 

(t  +  (it')x  +  (t*  +  ^u)y  +  (v  +  f*0*  +  (w  +  pt0')"ar  =  0, 

where  ft  denotes  any  arbitrary  coefficient.  But  the  position  of  the 
right  line  with  regard  to  the  axes  of  coordinates  OXf  OY,  0Z 
is  not  characteristically  connected  with  such  a  plane,  except  in  the 
case  where  the  plane  itself  has  a  peculiar  relation  to  the  axes.  There 
are  four  such  cases;  the  plane  may  either  pass  through  the  origin,  or 
project  the  rjght  line  on  the  three  planes  of  coordinates.  Accordingly, 
in  putting 

w  +  (iw'=  0,    v  +  fiv'=  0,    u  =  /xt*'=  0,     *  +  /t*'=0, 

the  last  equation  successively  becomes 

(tw' —  t'w)x  +  (uw' —  u'w)y  +  (vw'—  vw)z  =  0, 

(tv'  —  t'v  )x  +  (uv'  —  uv)y —  (vw' —  v'  w)J5  =  0, 

(tu  —  i'u)x  —  (uv'  —  u'v)z  —  (uw —  u  «?)cer  =  0, 

—  (tu  —  t'u  )y  —  (tv'  —  t'v  )z  —  (tw'  —  t'w)  sr  -=»  0. 

Any  two  of  the  four  planes  represented  by  these  equations  are  suffi- 
cient  to  fix  the  position  of  the  right  line.  They  contain  five  con- 
stants;  which  by  division  may  be  reduced  to  four,  the  necessary 
number  upon  which  the  line  depends.  Besides  the  five  constants  in 
the  two  equations  we  meet  a  sixth  one  in  both  remaining  equations. 

*)    I    first    introduced    homogeneous    equations    into   analytical    geometry, 
Crelle'a  Journal,  v.  5,  p.  1,  1830.    [S.  124  dieser  Ausgabe.] 
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But    the    right  line  being   determined  by  the   former  five,  the  sixth 

Dught  to  be  a  fonction  of  them.    The  equation  of  condition,  connecting 

;he  six  constants,  may,  for  instance,  be  obtained  by  adding  the  three 

last  equations,  after  having  multiplied  the  first  of  them  by  —  (tu  —  t'u)f 

:he  second  by  (tv' —  t'v),  and  the  third  by  —  (uv'—  u'v).     Thus  we 

)btain 

(tu —  t'u)(yw' —  v'w)  —  (tv  —  t'v)(uw' —  u'w) 

+  (uv'—  u'v)  (tw' —  t'w)  =  0. 

The  following  six  constants,  taken  with  an  arbitrary  aign; 

+  (uv'—  u'v)%    +  (tv'  —  t'v)y      +  (tu  —  t'u), 
+  (tw' —  t'w),    +  (uw  —  uw)7    +  (vw' —  v'w)9 

may  be  regarded  as  the  six  coordinates  of  the  right  line. 

3.  In  quite  a  similar  manner,  when  in  order  to  fix  the  Posi- 
tion of  the  right  line  we  replace  the  two  planes  by  the  two  points 
[x9  y9  Zy  TS)  and  (x'f  y\  z'9  7Sf),  we  get  the  following  equations  in 
plane  coordinates, 

(xm'~  x'm)t  +  (yw'—  y'*5)u  +  (zvs'—  z'®)v  =  0, 

(xz'  —  x'z)t  +  (yz  —  y'z)u  —  (zzs'—  z'fö)w<=»  0, 

(xy'  —  x'y)t—(jfz'  —  y'z)v  —  (ytf—  y'w)w  —  0, 

—  (xy'  —  x'y)u —  (xz'  —  x'z)v  —  (xoj'—  #'®>)t0  =  0, 

representing  four  points,  the  first  of  which  is  at  an  infinite  distance 
an  the  right  line  of  which  the  position  is  to  be  determined,  while  the 
three  others  are  the  points  in  which  that  line  meets  the  threc  planes 
of  coordinates.  Accordingly  we  may  likewise  regard  the  six  constants 
of  the  last  four  equations,  taken  with  an  arbitrary  sign, 

+  (xm'—  x'm),    +(y®'—y'c5),    +(zm'—z'm)7 

±  (yz'  —  y'z)9      +  (xz'  —  x'z)7      +  (xy'  —  x'y), 

as  the  six  coordinates  of  the  right  line.  These  six  coordinates  are  con- 
nected by  the  following  equation  of  condition: 


[4) 


l&)  { 


(xy'—  x'y)(zfö'—  z'ti)  —  (xz'—  x'z)(yds' —  y'dn) 


4.  In  denoting  the  distance  of  the  right  line  from  the  origin  of 
eoordinates  by  d,  the  angles  with  it  makes  with  the  three  axes  OX, 
OTy  OZ  by  a,  ß,  y,  and  the  angles  which  the  normal  to  the  plane 
passing  through  it  and  the  origin  makes  with  the  same  axes  by  A, 
fi,  vf  the  following  relations  are  obtained: 


,  { 
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(uv*  —  uv)  :  —  (tv*  —   t'vf:  (tu  —  t'u)  :  (ttv'—  t'u>)  : 

(uw' —  uw)  :  (vw' — vw) 

=  (x®'—  x'i5) :       (y©'—  y'©)  :  (zvsf—  z'vs)  :  (yz  —  y  z) : 

—  (xz  —  xz)  :  (xy  —  x'y) 

'  j  =         cos  a       :  cos  ß        :        cos  y       :      #  cos  A     : 

l  <J  cos  ft      :      d  cos  v. 

5.  Hence  we  conclude  that 

cos  a,    cos  ß,     cos  y;     d  cos  A,     <J  cos  (i,    d  cos  v 

may  likewise  be  regarded  as  line-coordinates«    Here  the  equation  of 
condition  between  tbe  six  coordinates  becomes 

cos  a  cos  A  +  cos  ß  cos  p  +  cos  y  cos  v  =  0, 

which,  added  to  tbe  two  following  ones, 

cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  1, 
cos*  A  +  cos*  (i  +  cos*  v«l, 

reduces  to  four  tbe  number  of  constaiits  upon  which  the  position  of 
the  line  depends. 

6.  The  two  sets  of  ratios  I.  and  IL  retain  the  same  generality 
after  putting  «i=:«)'a  +  l,  S3»  =  S?'=  +  1.  If  we  suppose,  again, 
that  both  planes  and  both  points,  by  which  the  line  is  determined, 
are  coincident,  we  get,  choosing  the  under  signs,  two  new  sets  of 
equal  ratios ; 

»  (udv  —  vdu)  :  —  (tdv  —  vdt)  :  (tdu  —  udt 


dt        :  du 

dx        :  dy        :         de 

(ydz  —  zdy)  :  —  (xdz  —  zdx) 


dv 


(xdy  —  ydx). 

Thus  we  obtain  two  Systems  of  difFerential  coordinates,  dx,  dy,  dz 
indicating  the  direction  of  the  line,  dt,  du,  dv  the  direction  of  the 
normal  to  the  plane  passing  through  it  and  the  origin  of  coordinates. 
We  may  regard  x,  y,  z,  t,  u,  v  as  functions  of  time. 

7.  We  can  represent  the  direction  of  a  force  by  the  right  line, 
and  its  intensity  by  the  distance  of  the  two  points  by  which  the  po- 
sition of  the  line  is  fixed.  In  denominating  the  projections  of  the 
force  on  OX,  OY,  OZ  by  X,  Y,  Z,  and  the  projections  of  its  moment 
with  regard  to  the  origin  on  YZ,  XZ,  XY  by  L,  M,  N,  we  obtain 
the  following  new  set  of  equal  ratios: 

VI.     ~X:Y:Z:L:M:N. 
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Therefore  X}  Y}  Z,  Ly  M,  N  may  also  be  considered  as  six  line-coordi- 
nates.     The  equation  of  condition  between  them  becomes 

(6)  XL  +  YM+ZN  =  0. 

8.  The  six  coordinates  of  each  System  ränge  into  two  groups  of 
three,  to  each  coordinate  of  one  group  corresponds  one  of  the  other. 
By  exchanging  the  three  axes  of  coordinates,  the  three  couples  of 
corresponding  coordinates  are  exchanged,  both  groups  remaining  the 
same. 

We  may,  in  order  to  pass  from  the  six  coordinates  of  a  right 
line  to  its  five  absolute  coordinates,  divido  any  five  of  them  by  the 
sixth.  Here  we  meet  two  cases,  in  dividing  either  by  a  coordinate  of 
the  first  or  the  second  group. 

9.  Let  us  divide  the  first  two  and  the  three  last  terms  of  the 

ratios  L  by  the  third  (tu — t'u).    In  putting 

uv' —  u'v  tv' —  t'v  tw' —  t'w  

tu-  t'u  =  r'      ~~  tu  —  t'u  =  S>       tu-  t'u  —  ~~  6> 

uw' — uw vw' — v'w 

tu  — tu  ~  Q'       tu-  t'u    =  '> 

where,  according  to  the  equation  of  condition  (3), 

ri  =  rö  —  sq, 

r9  sf  ( —  ö)}  q  and  ri  will  be  the  five  absolute  coordinates  of  the  right 
line.  The  last  two  of  the  four  equations  (2),  representing  the  planes 
projecting  the  right  line  on  the  planes  XZ  and  YZ,  as  well  as  the 
projections  themselves,  may  now  be  written  thus, 

x  =  rz  +  Q, 

y  =  S0  +  6, 

r  and  5  being  the  trigonometrical  tangents  of  the  angles  made  by  the 
two  projections  with  the  axis  OZ,  q  and  ö  the  segments  intercepted 
by  them  on  the  axes  OX  and  OY. 

Again,  let  us  divide  the  first  five  terms  of  the  set  of  ratios  II. 
by  the  sixth  (xy  —  x'y).    In  putting 

xta' —  x'ta  yo  —  y'o  ^o' —  z'ta 


—  x 


xy'—x'y  7      xy'—x'y 


'     xy  —x  y        *' 


yz  —  y  z  xz  —  x  z 

*—. 9-r-  =P, / —  =  Q% 

xy  —  x  y       Jr}  xy  —  x  y        *7 

where,  according  to  the  equation  of  condition  (5), 

£=px  -qit, 

pf  q}  ( —  x);  %  and  %  will  be  the  five  new  coordinates.    We  meet  four 
of  them  in  the  last  two  of  the  four  equations  (4),  representing  the 

Plücker,  Werk«.  I.  34 
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two  pointa  where  the  planes  XZ  and  YZ  are  intersected  by  the  right 
line.     These  equations  assume  the  following  form, 

t  =  pv  +  **«?, 

u  -=»  qv  +  *W; 
and  may,  in  denoting  the  coordinates  of  the  points  within  their  planes 
by  xy,  zy,  and  yx,  zx,  be  written  thus, 

xyt  +  zyv  +  w  —  0; 
y*<*  +  **t>  +  to  =  0; 


whence 


*         V  xy '  •  2         y* '   *  =     y* 


We  may  add  to  the  former  six  sets  of  equal  ratios  the  two 
following: 

VIL     =       r:s:  1  :  (—  6)  :  q  :  v\(=rf$  — -  5p). 

VJJi.     =  —  x  :  n  :  £(=  px  —  g*r)  :     #      :  q  :  1 . 

10.  We  have  thus  obtained  eight  different  Systems  of  line-coordi- 
nates,  the  coordinates  being  the  six  terms  of  each  of  the  eight  sets 
of  equal  ratios  I.  to  VIII  In  changing  the  position  of  the  origin  and 
the  direction  of  the  axes  of  coordinates,  the  coordinates  of  each  system 
are  changed.  But  I  do  not  here  transcribe  the  formulse  of  transfor- 
mation  of  line-coordinates,  observing  only  that  these  formulse  may  be 
immediately  transferred  from  one  system  to  any  other. 

n.    Complexes.   Congruencies.  Surfaces  generated  by  a  moving  right 
line.     Developable  surfaces  and  curves  of  double  cnrvatnire. 

11.  A  homogeneous  equation  between  any  six  line-coordinates  is 
said  to  represent  the  complex  of  those  lines  the  coordinates  of  which 
verify  that  equation.  According  to  the  identity  of  ratios  L  to  VIII., 
the  following  equations, 

F[(uvf —  u'v),    —  (tvr—  t'v),    (tu —  t'u),    (twf —  t'to),    (uw' —  utc), 

(yuf —  v'wj]  =  0, 

F[{x-m'—  x'm),  (y®'—  y'®),  (*«'—  $'©),  (y*'—y'*)}  —  (xz'—xi\ 

{xy'—  xy)]  =  0, 
JF[cos  a,  cos  /3,  cos  y,  d  cos  k,  d  cos  fi,  d  cos  v]  =  0, 
F[(udv  —  vdu),  —  (tdv  —  vdf),  (tdu  —  udt),  dt,  du,  dv]  =  0, 
F[dx,  dy,  dz,  (ydz  —  zdy),  —  (xdz  —  zdx),  (xdy  —  ydx)]  =  0, 
F[X,  Y,  Z,  L,  M,  N]  =  0, 
F[r,  s,  1,  (—  *),  q,  n\  —  0, 
F[(-*),x,  t,p,q,  l]-0, 
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represent  the  satne  complex;  F  being  supposed  to  indicate  always  the 
Same  homogeneous  function  of  the  different  groups  of  line-coordinates. 
The  complex  is  said  to  be  of  the  wth  degree,  and  represented  by  Sln  if 
its  equations  are  of  that  degree. 

12.  Starting  from  the  first  equation, 

£lm  eee  F\_(uv'—  uv),  -  (tv  —  t'v),  (tu-  t'u),  (tw*—  t'w), 

(uw' —  uw),  (yw' —  v'w)]  =  0, 

t,  u,  v,  w  and  t',  u ,  v',  w'  are  to  be  referred  to  any  two  planes  passing 
through  any  line  of  the  complex.  Let  one  of  the  two  planes  (t',  u',  v,  w') 
be  any  given  one.  Then  the  last  equation,  in  regarding  t' ,  u,  v',  w' 
as  constant  and  t,  u,  v,  w  as  variable,  represents  within  the  given  plane 
a  curve  enveloped  by  tangent-planes  (t,  u,  v,  w).  The  lines  of  the  com- 
plex, confined  within  the  plane,  also  envelope  the  same  curve,  the  class 
of  which  is  the  same  as  the  degree  of  the  complex.    Hence 

A  complex  Sln  of  the  n  th  degree  being  given,  in  each  plane  traversing 
Space  there  is  a  cttrve  of  the  nth  class  enveloped  by  lines  of  the  complex. 

The  equations  of  such  curves  fully  agree  with  the  general  equa- 
tion  of  the  complex  itself.  We  have  only  to  consider  in  this  equation 
t',  uyv\w'  as  constant  in  referring  them  to  the  given  plane,  while 
ty  u,  v,  w  are  regarded  as  variable  plane-coordinates. 

If  n  =  1,  the  curve  in  each  plane  is  replaced  by  a  point;  each 
line  within  the  plane  passing  through  that  point  belongs  to  the  linear 
complex. 

If  n  =  2,  the  curves  enveloped  are  conics,  which  may  degenerate 
into  Systems  of  two  real  or  imaginary  points. 

13.  If,  in  the  second  equation  of  the  same  complex, 

liam  =  F[(x  -  x),  (y  -  y0),  (m  -  z\  (yzr-  y' z), 

> 

—  (xm  —  xz\  {xy-  x'y)]  =  0, 

where  we  put  c5»'=  W  =  1,  and  k  denotes  a  constant,  x,  y ',  z'  are 
referred  to  any  given  point  in  space  and  therefore  regarded  as  con- 
stant, while  x,  y}  z  are  the  variable  coordinates  of  the  points  of  any 
line  of  the  complex,  that  equation  represents  a  cone  of  the  «th  order, 
the  geometrical  locus  of  lines  of  the  complex  passing  through  the 
given  point.     Hence 

A  complex  of  the  nth  degree  being  given,  each  point  of  space  is  the 
centre  of  a  cone  of  the  nth  order  into  which  lines  of  the  complex  converge. 

In  linear  complexes  the  lines  meeting  in  a  given  point  constitute 
a  plane.  If  n  =  2,  the  cones  are  of  the  second  order,  and  may  de- 
generate into  two  real  or  imaginary  planes. 

34* 
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14.  The  right  lines  jconstituting  a  complex  Sln  may  be  distributed 
either  within  planes  tr aversing  space,  or  according  to  points  into 
which  they  converge.  We  hitherto  considered  &m  as  a  complex  of 
right  lines,  the  number  of  which  is  oo8.  We  may  as  well  regard  it 
either  as  a  complex  of  curves,  or  as  a  complex  of  cones,  the  number 
both  of  curves  and  cones  being  oo8.     Therefore  we  may  say  that 

represents  at  the  satne  time  as  well  in  each  plane  a  curve  of  the  nth  class 
as  cones  of  the  nth  order  having  each  point  of  space  as  centre. 

The  curve  in  a  plane  revolving  round  a  given  line,  or  moving 
parallel  to  itself,  generates  a  surface.  The  cone  the  centre  of  which 
describes  a  given  right  line  envelopes  a  surface.  The  number  of  sur- 
faces  both  generated  by  the  curve  and  enveloped  by  cones  is  oo. 
There  is  one  of  each  kind  of  surfaces  corresponding  to  any  given  line, 
all  surfaces  will  be  exhausted  if  that  line  turns  in  all  directions  round 
any  of  its  points.  Accordingly  we  may  likewise  consider  &,  as  a 
complex  of  surfaces,  either  described  by  curves  or  enveloped  by  cones. 

15.  In  denoting  by  ft  any  constant  coefficient, 

(3)  Ä«  +  ftßm  =  0 

represents  an  infinite  number  of  complexes.  The  lines  congruent  in 
any  two  of  them  belong  simultaneously  to  all.  All  these  congruent 
lines  constitute  a  congruency  («ön,  &lm),  which  we  say  is  represented 
by  the  equations  of  the  two  complexes. 

Each  plane  traversing  space  confines  a  curve  of  each  of  the  two 
complexes,  the  mn  tangents  common  to  both  curves  belong  to  th& 
congruency.  All  curves  within  the  same  plane  belonging  to  the  different 
complexes  (3)  which  pass  through  the  congruency,  touch  the  same  mt* 
of  its  lines.  Again,  each  point  is  the  centre  of  a  cone  belonging  to 
the  different  complexes  (3).  All  such  cones  meet  along  the  same  mt+ 
lines,  likewise  belonging  to  the  congruency.  Therefore  in  a  congruency 
(&»,  &lm)  there  are  mn  lines  confined  within  each  plane  as  there  are  mt+ 
lines  passing  through  each  point.  The  number  of  lines  constituting  a* 
congruency  is  oo2. 

If  m  =  1,  there  are  in  each  plane  n  lines  of  the  congruenctf 
(&ln,  &i)  passing  throug  the  same  point,  as  n  of  its  lines  converging 
into  each  point  fall  within  the  same  plane;  plane  and  point  correspon- 
ding to  each  other. 

16.  In  denoting  by  ft  and  v  any  two  constant  coefficients, 

(4)  &  =  ß'+  ftß"+  vÄ'"-  0 
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represents  an  infinite  number  (oo2)  of  complexes.  All  these  complexes 
meet  along  the  lines  which  simultaneously  belong  to  any  three  of  them, 
especially  to 

(5)  Ä'=0,    Ä"=0,     Ä'"— 0. 

By  means  of  these  equations  thef  position  of  such  a  line  is  deter- 
mined,  afker  having  arbitrarily  assumed  the  value  of  one  of  the  four 
constants  lipon  which  the  line  depends ;  in  other  terms,  three  of  these 
four  constants  are  functions  of  the  fourth,  varying  each  by  an  infini- 
tely  small  quantity  if  this  one  does.  Hence  we  conlude  that  a  line 
the  coordinates  of  which  verify  the  three  equations  (5),  generates  a 
surface  in  passing  successively  into  all  its  positions.  This  surface 
(&',  &",  &'")  is  said  to  be  represented  by  the  System  of  the  three  equa- 
tions (5). 

17.  Any  point  of  space  being  given;  there  are  three  cones 
described  by  lines  which  belong  to  the  three  complexes  (5)  and  pass 
through  the  given  point.  Generally  the  thre  cones  (11)  do  not  inter- 
sect  along  the  same  line.  In  certain  positions  only  of  the  point  they 
do.  In  this  case  their  common  intersection  belongs  to  the  surface 
(&'  Ä",  ß'"),  and  therefore  the  point  itself  also. 

Put 

£  U  =  F  [{x  -  x),    (y  -  y),    {z  -  /),    (,/-  yz)} 

—  (xJ—  xz)}    {xy  —  xy)]  =  0, 

rsr  =  F'[(x-*),    (y-y),    (ß  -  i),    (y*'~  y'*), 

—  {xz'—  xz)}     {xy  —  xy)]  =  0, 

rrsn*-^,    (y-io,  (*-*'),  (w'-y*), 

—  (xd —  x'z),    (xy—  x'y)]  =  0. 

If  x,  y',  /,  are  referred  to  any  arbitrary  point,  and  *,  y,  , 
regarded  as  variable,  these  equations  represent  the  three  cones,  (x'y0) 
being  their  common  centre,  and  their  generating  lines  belonging  to 
the  three  complezes  (5).  Without  changing  the  conditions  of  mutual 
intersection,  the  three  cones  may  be  moved  parallel  to  themselves  tili 
the  origin  of  coordinates  becomes  their  common  centre.  After  that 
displacement  their  equations  are  transformed  into  the  following  ones: 

IF'  l>> y> 89  W— y*)>  —  (x*  —  x'*)>  (xv— *'»)]  —  °> 
-F"  [»,  y,  *>  (y*—  if*)f  —  (**'—  *'*),  (*/-  *y)\  =  o> 
I-\z, y}  z}  (yz'- y'z),    -  {xz-  afz),    {xy-  afy)]  =  0. 

These  equations  being  homogeneous  with  regard  to  {x,  yy  z)}  will,  in 
the  general  case,  not  be  simultaneously  verified  by  the  three  variables. 


/ v 


(6) 
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In  order  to  express  that  they  subsist  simultaneously,  we  obtain,  after 
having  eliminated  x,  y,  0, 

(8)  <p(x',  y',  # 0  =  0, 

(p  indicating  a  function  which  involves  the  primitive  constants  of  the 
three  complexes  (5).  This  function  might  be  rendered  homogeneous 
by  introducing  TB*.  This  equation,  in  regarding  the  coordinates  as 
variable,  represents  in  ordinary  point-coordinates  the  surface  which  in 
line-coordinates  is  represented  by  the  System  of  the  three  equations  (5). 

18.  Likewise  there  are  in  each  plane  tra versing  space  three  curves 
enveloped  by  lines  of  the  three  complexes  £1',  Ä",  &'".  In  the  general 
case  these  curves  have  no  common  tangent.  In  certain  positions  of 
the  plane  they  have,  and  then  the  common  tangent  belongs  to  the 
surface  (£1',  £1",  £1'").  Reciprocally,  within  a  plane  passing  through 
any  generating  line  of  the  surface,  the  curves  enveloped  by  the  lines 
of  any  complex  ß  touch  the  generating  line,  and  continue  to  do  so 
if  the  plane  revolves  round  it.  The  plane  in  each  of  its  positions  is 
a  tangent-plane  of  the  surfate. 

Put 

£1'  =  F  [(uv  —  uv),    —  (tv-  t'v),    (tu'—  t'u\    (t  -  t'), 

(u-u')7     (t;  -  t/)]  =  0, 

Ä''  =  F''[(W-u't;);     —  (tv'-t'v),     (tu'-t'u),    (t-f), 

(u  —  u'),     (v  -  v')]  =  0, 

ß"  '=  F"  [(uv'—  uv),    —  (tv  —  t'v),     (tu-  tu))    (t  -  f), 

(u  —  u'),     (v  —  v')]  =  0. 

In  regarding  t,  u,  v  as  variable  plane-coordinates,  and  referrin^^ 
t',  u  ,  v  to  the  traversing  plane,  these  equations  represent,  within  — 
that  plane,  the  three  curves  enveloped  by  lines  of  the  three  complexes 
«ö',  £1",  £1" \  On  this  account  they  may  be  reduced  to  equatioi 
between  two  variables  only,  and  therefore  will  not,  in  the 
case,  be  verified  by  any  values  of  the  three  variables  reduced  to  twc^ 
By  eliminating  the  variables  between  the  last  three  equations,  a;-* 
equation, 
(10)  *(*»') -o, 

will   be  obtained,  which,  if  t' ,  u,  v   are  regarded  as  variable,   repr^  " 
sents  in  plane-coordinates  the  surface  (£1',  ß ',  &"'). 

19.  In  order  to  derive  the  equations  (9)  from  the  equations  (( 
(both  Systems  of  equations  representing  the  same  surface),  we  im 
first  pass  from  (6)  to  the  three  new  equations, 


(9) 
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T  KyJ-y'z),  -(xz'-x's),  W-xy),  (*-*-),  (*-•)>  (*-*')]  =  0, 
F"[(yz-y'z),  -(xz'-x'z),  (xy'-x'y),  (x-af),  (y-y'),  (*-/)] -0» 
F"[W-y>z),  -{xz'-x'z),  {xy'-x'y),  (x-x),  (y-y'),  (*-*')]-0, 

and  then  replace  x,  y7  z,  x\  y'}  z  by  t}  u7  vf  t\  W,  v\  The  last 
equations  are  likewise  obtained  by  merely  exchanging  amongst  them- 
selves  the  constant  coefficients  in  eacb  of  the  three  equations  (6). 
The  way  of  exchanging  is  obvious.  Hence,  in  considering  that  the 
equation  (10)  is  derived  exactly  by  the  same  algebraical  Operations 
from  (9)  as  (8)  from  (7),  we  may  conclude  that  (10)  may  be  derived 
from  (8)  by  a  mere  exchange  of  constants  and  a  Substitution  of  plane- 
for  point-coordinates. 

20.  In  a  congruency  (Ä*,  ßm)  there  are  mn  lines  meeting  in  a 
given  point.  Two,  three,  four  of  these  lines  may  coincide.  In  this 
case  the  cones  of  both  complexes  &«  and  üm,  the  common  centre  of 
which  is  the  given  point,  are  tangent  one  to  another,  or  osculate  each 
other  along  the  double  or  multiple  line.  In  order  to  get  the  analy- 
tical  expression  of  these  new  conditions,  we  may,  as  we  did  before, 
replace  both  cones  by  such  as  have  the  origin  as  centre.     In  putting 

x  y 

-z=p,  f  -?, 

the  equations  of  these  new  coues  may  be  written  thus  (No.  17), 

jf(P,  9,  x',  y',  «')  — 0, 

/(/>>  q,  x'>  y\  *')  =  °> 

f  und  f  representing  two  functions  of  the  variables  p  and  q,  by  means 
of  which  the  lines  constituting  the  two  cones.  are  determined,  af,  y7  / 
being  the  coordinates  of  the  given  point.  If  two  of  the  mn  inter- 
secting  lines  of  the  two  cones  are  coincident  along  any  right  line 
(P?  <£))  we  get  f°r  the  determination  of  that  line,  besides  the  two 
equations  (11),  the  following  new  one, 

dq  'dp         dq     dp 

which,  if  expanded,  likewise  assumes  the  form 

(12)  riP,  q,  *',  V,  '1  =  0, 

f"  indicating  a  new  function.     By  eliminating  p  and  q  between  the 

three  equations  (11)  and  (12),  we  get  an  equation  of  the  form 

C13)  H*,  y',  *')  -  o, 

representing,  if  x',  y\  z  be  regarded  as  variable,  a  developable  surface, 
the  locus  of  those  points  through  which  double  lines  of  the  congruency 
pass,  or,  in  other  terms,  the  locus  of  the  double  lines  themselves.6) 


(ii) 
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In  supposing  that  three  intersecting  lines  of  the  two  cones  (11) 
fall  within  the  same  line  (pf  q),  the  following  new  equation  of  con- 
dition  is  obtained 

d%fßf\%   o  ay    w    Km^II^LY     IU.V     (ILV 

dp^dgl         dp  dg*  dg'  dp^  dg%\dp)        \dp)         Xdq  ) 

pf  ßfy  Q  8Y    df  dr    d*f(dry  =  / ar y  ~  /a r y ' 

dp*\dgJ         dpdg    dg  '  dp  "*"  dgAdp)        \dp)         \dg) 
which  again  may  be  expanded  into  an  equation  of  the  form 

(u)  ro»,«,*',*',o-o. 

This  equation;  combined  with  the  three  former  equations  (11)  and  (12), 
furnishes  a  new  equation  of  condition, 

(15)  *(*',*',  *0  =  O. 

The  system  of  the  two  equations  (13)  and  (15)  gives,  as  locus  of 
points  through  which  triple  lines  of  the  congruency  pass,  a  cxure  of 
double  curvature.b) 

In  pursuing  the  same  course  a  new  equation  of  the  same  form  as 
(13)  and  (15)  is  obtained,  which,  combined  with  these,  indicates  that 
there  is  a  certain  number  of  points  into  which  quadruple  lines  of  the 
congruency  converge. 

In  congruencies  of  a  peculiar  description  only  we  meet  quintuple 
lines. 

21.  In  quite  the  same  manner  we  may  determine  the  position  of 
planes  within  which  two,  three,  four  of  the  mn  lines  of  the  con- 
gruency (&„,  Slm)  coincide.  In  that  case  both  curves  within  the  plane, 
enveloped  by  lines  of  the  complexes  Sln  and  £lm,  touch  or  osculate 
one  another  on  a  common  tangent. 

In  operating  on  the  first  two  equations  (9)  as  we  did  on  the  first 
two  equations  (6),  we  get,  in  order  to  represent  in  plane-coordinates 
the  locus  enveloped  by  planes  confining  a  double  line  of  the  con- 
gruency, the  following  equation, 

(16)  *(«,  u,  v)  =  0, 

which,  as  the  remarks  of  No.  19  here  likewise  hold,  is  derived  by  a 
mere  exchange  of  constants  from  (13).  Each  plane  passing  through 
a  double  line  being  an  enveloping  tangent  plane  of  the  represented 
surface,  this  surface  degenerates  into  a  curve  of  double  curvature. 5) 

Another  equation  may  be  derived  from  (15)  in  the  same  way. 
Let  it  be 

(17)  i>'(ß,  u9  v)  =  0, 

the  system  of  the  two  equations  (16)  and  (17)  representing  a  deve- 
lopdble  surface,  the  tangent  planes  of  which  confine  the  triple  lines  of 


On  a  New  Geometry  of  Space.  537 

the  congruency.  Finally,  there  are  certain  tangent  planes  of  the  deve- 
lopable  surface  which  confine  the  quadruple  lines  of  the  congruency. 
These  planes,  as  well  as  the  points  of  the  curve  of  double  curvature 
through  which  the  quadruple  lines  pass,  are  determined  by  associated 
plane-  and  point-coordinates,  both  being  functions  of  the  constants  of 
the  congruency ,  and  are  obtained  one  from  another  by  the  above- 
mentioned  ezchange  of  these  constants. 

22 ö).  The  double  lines  of  a  congruency  constitute  a  surface,  dege- 
nerated  into  a  developalle  one,  as  they  envelope  a  surface,  degenerated 
into  a  curve  of  double  curvature.  The  developäble  surface  is  represented 
in  point-coordinates  by  a  single  equation  (13),  in  plane-  coordinates  by 
the  System  of  two  equations  (16)  and  (17).  The  curve  of  double  cur- 
vature  is  represented  in  plane-coordinates  by  a  single  equation  (16),  in 
point-coordinates  by  the  System  of  two  equations  (13)  and  (15).  The 
tangent-planes  of  the  surface,  confining  triple  lines  of  the  congruency, 
osculate  the  curve;  the  points  of  the  curve,  through  which  these  triple 
lines  pass,  are  osculating  points  of  the  surface,  in  which  three  con- 
secutive  tangent  planes  meet.  The  curve,  in  certain  points  where  the 
tangent  is  an  osculating  one,  is  osculated  by  a  plane  in  four  points. 
Through  such  a  point  pass  four  consecutive  tangent  planes  of  the  sur- 
face, the  common  intersection  of  which  is  a  line  of  inflexion  of  the 
developäble  surface.  The  quadruple  lines  of  the  congruency  pass  through 
such  points,  and  are  confined  within  such  planes.*) 

in.    On  a  new  System  of  Coordinates.6) 

23.  We  have  hitherto  determined  the  position  of  a  right  line  in 
space  in  making  use  of  the  ordinary  System  of  three  azes  OX, 
OY,  OZ  intersecting  each  other.  The  new  question  is  whether  we 
may  Substitute  for  this  system  another,  by  means  of  which  we  are 
enabled  to  fix  immediately  the  position  of  a  right  line  without  recur- 
ring  to  points  and  planes. 


*)  In  two  remarkable  papers  „On  a  New  Analytical  Representation  of 
Curvee  in  Space/*  published  in  the  third  and  fifth  volume  of  the  Quarterly  Jour- 
nal of  Mathematics,  Professor  Cayley  employed  before  me,  in  Order  to  repre- 
sent  cones ,  the  six  coordinates  of  a  right  line ,  depending  upon  any  two  of  its 
points.  Having  lately  only  seen  the  papers,  I  hasten  to  mention  it  now.  But, 
besidea  the  coincidence  referred  to,  the  leading  views  of  Professor  Cayley's 
paper  and  mine  have  nothing  in  common.  On  this  occasion  I  may  state  that  the 
principles  upon  which  my  paper  is  based  were  advanced  by  me,  nearly  twenty 
years  ago  (Geometry  of  Space,  No.  258),  but  this  had  entirely  escaped  Trom  my 
xnemory  when  I  recurred  to  Geometry  some  time  since. 
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In  the  ordinary  System  of  coordinates,  (1)  the  position  of  a  point 
is  determined  by  nieans  of  three  planes  parallel  to  the  planes  of  coor- 
dinates and  meeting  in  that  point,  (2)  the  position  of  a  plane  by  a 
linear  equation  between  the  three  coordinates  of  a  point,  regarded  as 
variable;  both  point  and  plane  depending  upon  three  constants. 

In  an  analogous  way  a  right  line  is  determined  by  the  inter- 
section  of  four  linear  complexes.  Such  a  linear  complex  depends  upon 
the  position  of  its  axis  and  a  constant  (paper  presented,  No.  29).  A 
right  line,  regarded  as  the  direction  of  a  force,  belongs  to  the  complex, 
if  the  moment  of  rotation  of  the  force  with  regard  to  the  axis,  divi- 
ded  by  its  projection  on  the  axis,  be  equal  to  the  constant.  Accord- 
ingly  any  four  axes  in  space  being  given,  the  position  of  a  right  line 
is  fixed  by  means  of  four  constants,  obtained  by  dividing  the  four 
moments  of  rotation  with  regard  to  the  four  axes  by  the  four  cor- 
responding  projections  on  the  same  axes.6) 

The  four  axes  of  the  complexes  constitute  the  new  System  of  coor- 
dinates; the  four  constants  are  the  four  coordinates  of  the  given  riglit 
line.     The  right  line  intersecting  the  four  axes  is  the  origin  of  coor- 
dinates, its  four  coordinates  being  equal  to  zero. 

In  the  new  System  of  coordinates  a  right  line  is  determined  -i^n 
the  most  general  way  by  its  four  coordinates;  but  an  equation  betwe^^n 
the  four  coordinates  is  not  in  a  general  way  sufficient  to  represent       a 
linear  complex,  depending  as  it  does  on  five  constants. 

We  may  ad  libitum  increase  the  number  of  coordinates  of  » 
right  line. 

24.  Let  P,  Q}  R,  S,  T,  U . .  be  the  axes  of  any  number  of 
complexes,  and  p,  q}  r,  s,  t,  u  . .  the  corresponding  coordinates  ofcr~  a 
given  right  line  (according  to  the  last  number).     Let 

ä,=  &  —  s  =  o,   at=$t—t  —  o,   siu=3u—u  =  o... 

be  the  equations  of  the  complexes.  In  Order  to  express  that  the  co~  --m" 
plexes  meet  along  the  same  line,  the  following  equations  of  conditi-  -— :on 
are  obtained, 

< 


(18) 


were  we  may  suppose  that   P}  Q,  R,  S  are  the   former  four  axes  -— " **** 
coordinates;  x}  x',  A,  A',  fi,  ft',  v}  v  indicate  any  constant  coefficien^^* 
In   putting  the   coordinates  p,  q,  r,  s,  t,  u .  .   equal  to  zero,  tic^*e 
general  equations  of  the  complexes  become 
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Ä-0,    3q  =  0,    &.— 0,    &=0,     Ä-0,    Ä.-0. 

These  new  equations  represent  complexes  of  a  peculiar  kind,  the  lines 
of  which  intersect  their  axes,  the  may  be  said  to  represent  the  axes 
themselves. 

In  order  to  satisfy  the  equation  (18),  we  put 

X  =  X   Sp  +  X  8q  +  (A  X  +  V    X, 

X  =  x'8P  +  x'X  +  p'X  +  v'X, 


(19) 
whence 


(20) 


t  =  xp  +  kq  +  (ir  +  vs  , 
u  =  xp  +  k'q  +  ft'  r  +  v's. 


The  equations  (19)  require  that  the  origin  met  by  the  axes  P,  Q7  B,  S 
be  likewise  met  by  the  new  axes  T7  U . . . 

Therefore  p,  q,  r,  s,  t,  u . .  may  be  regarded  as  coordinates  of 
the  right  line  along  which  all  complexes  meet;  the  axes  of  the  com- 
plexes  intersecting  the  same  right  line  being  the  axes  of  coordinates. 
A  right  line  being  completely  determined  by  the  first  four  coordinates, 
those  remaining  depend  upon  them  by  linear  equations  (20). 

The  System  of  four  axes  of  coordinates  depends  upon  16,  of 
five  axes  upon  19,  of  six  upon  22  constants. 

Having  thus  established  a  System  of  coordinates  which,  independently 
of  points  and  planes,  fixes  the  position  of  a  right  line  in  space,  we 
are  enabled,  by  regarding  right  lines  as  elements  of  space,  to  recon- 
8truct  the  whole  geometry  without  recurring  to  the  ordinary  System. 
Here  we  are  guided  by  analogy.  As  fax  as  I  may  judge,  the  task  is 
a  most  grateful  but  at  the  same  time  a  long  and  laborious  one. 

IV.   Geometry  of  Forces. 

25.  In  recapitulating  the  contents  of  the  first  three  paragraphs 
of  this  note,  new  considerations  have  been  suggested  to  me,  which 
8eem  calculated,  while  greatly  increasing  again  this  kind  of  inquiry, 
to  put  the  key-stone  to  it.  Hitherto,  when  I  borrowed  technical  terms 
firom  mechanical  science,  the  only  intention  was  to  simplify  the  ex- 
pression.  But  force  may  be  regarded  as  a  merely  geometrical  notion, 
and  there  is  only  one  step  more  to  be  taken  in  order  to  arrive  at  a 
»Geometry  of  Forcetf',  as  there  is  a  geometry  based  on  the  notion  of 
right  lines. 

Forces  depend  upon  five  independent  constants,  four  of  which 
indicate  their  position,  while  the  fifbh  indicates  their  intensity.  We 
may  call  these  constants  the  five  coordinates  of  the  forces. 
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In  order  to  fix  the  direction  of  a  force,  we  may  employ  line-coor- 
dinates  and  choose  the  following, 

X,  F,  Z,  L,  M,  M} 

indicating  the  projections  of  the  force  on  the  three  axes  of  coordinates  ÖJ, 
OY,  OZand  its  three  moments  of  rotation  with  regard  to  these  axes. 
Between  them  the  following  equation  of  condition  holds  good, 

XL+  YM+ZN^O 

(see  No.  7).  The  quotients  obtained  by  dividing  any  five  of  them  by 
the  sixth  are  the  absolute  values  of  coordinates.  From  these  quotients 
the  intensity  of  the  force  has  disappeared. 

The  same  six  constants7  reduced  by  the  last  equation  to  five  in- 
dependent  ones,  may  be  regarded  as  the  absolute  values  of  the  coordina- 
tes of  the  force.  Instead  of  homogeneous  equations  between  them,  if 
regarded  as  variable,  representing  complexes  of  lines  (of  directions  of 
the  forces),  we  now  get  ordinary  equations  between  the  same  variables 
representing  complexes  of  forces. 

The  extension  of  all  former  developments  thus  indicated  imme- 
diately  occurs  to  us.  A  Single  instance  may  be  referred  to  here. 
Forces  constituting  a  linear  complex  are  such  passing  in  all  directions 
through  each  point  of  space  as  have  their  intensity  equal  to  the  Seg- 
ments taken  on  their  directions  from  the  point  to  a  certain  plane 
corresponding  to  it.  Forces  common  to  two  linear  complexes  and  pas- 
sing through  a  given  point  are  confined  within  the  same  plane,  the 
distance  from  the  points  where  their  directions  meet  a  given  line 
within  the  plane  being  their  intensity.  Forces,  the  coordinates  of 
which  verify  simultaneously  three  linear  equations,  are  distributed 
through  space  in  such  a  manner  that  there  is  one  force  of  a  given 
intensity  passing  through  each  point  of  space,  or,  as  we  may  add, 
confined  in  each  plane. 

The  general  contents  of  this  note  (except  §  IV.)  were  in  a  verbal 
communication  presented  by  me  at  the  last  Birmingham  Meeting  of 
the  British  Association.    As  they  concern  the  principles  on  which  the 
original  paper  is  based,  giving  to  them  a  symmetry  and  a  generality 
I  was  not  before  aware  of,  I  thought  it  necessary  to  add  the  note  to 
that  paper.     At  the  same  time  I  also  endeavoured  to  give  an  idea  of 
the  great  fertility  of  the  method  developed.     But  as  I  am  now  pre- 
paring  a  volume  for  publication   on   this  subject,   I  do  not  think  it 
suitable  to  enter  here  into  any  details.     The  work  will  embrace  the 
theory   of   the  general  equation   of  the    second  degree  between  line- 
coordinates.  requiring  no  means  of  discussion  but  those  employed  by 
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me  in  the  case  of  equations  of  the  same  degree  between  point-  or 
plane-coordinates.  The  complex  of  lines  represented  by  such  an  equa- 
tion  may  be  regarded  likewise  as  a  complex  of  curves  of  the  second 
class,  one  of  which  is  confined  in  each  plane,  or  as  a  complex  of  cones 
of  (he  second  order,  each  point  of  space  being  the  centre  of  such  a 
cone.  In  reducing  the  number  of  constants  upon  which  the  complex 
depends  from  19  to  9,  we  pass  in  particularizing  step  by  step  from 
the  general  complex  to  a  surface  of  the  second  order  and  class,  deter- 
mined  by  its  tangents. 

I  intend  resuming  the  consideration  of  the  mechanical  part  of 
this  note.  Then  a  last  generalization  will  occur  to  us,  the  equation 
of  condition,  hitherto  admitted  between  the  six  coordinates  xy  y,  z, 
L,  M,  N}  being  removed. 

Contents. 

I.    On  Linear  Gomplexes  of  Bight  Lines. 

Preliminary  explanations.  —  Point-cooordinates.  Equations  between 
them  representing  surfaces  by  means  of  their  points.  Plane  coordi- 
nates. Equations  between  them  representing  surfaces  enveloped  by 
planes,  1.  Double  definition  of  right  lines,  either  by  means  of  their 
points  or  by  means  of  traversing  planes.  Rays.  Axes.  The  two  pro- 
jections  of  a  ray  within  two  planes  of  coordinates  depend  upon  four 
linear  constants,  which  may  be  regarded  as  ray-coordinates  r,  s,  q,  6 
and  t,  u,  vX}  vy.  The  two  points  in  which  two  planes  of  coordinates 
are  intersected  by  an  axis,  depend  upon  four  linear  constants  which 
are  its  coordinates  x}  y,  zh  *u  and  p}  q}  or,  x,  2 — 5.  Complexes  of 
rays  or  axes  represented  by  one  equation  between  their  four  coordi- 
nates. Congruent  lines  of  two  complexes  constitute  a  congruency,  of 
three  complexes  a  configuration  (surface  gauclie).  In  a  complex  every 
point  is  the  vertex  of  a  cone,  every  plane  contains  an  enveloped  curve. 
In  a  congruency  there  is  a  certain  number  of  right  lines  passing 
throngh  a  given  point,  and  confined  within  a  given  plane,  6,  7.  A 
configuration  of  rays  represented  by  three  linear  equations,  either 
between  r,  s,  q,  6  or  t,  u,  vX)  vyj  is  a  paraboloid,  or  a  hyperboloid,  8. 
A  configuration  of  axes  represented  by  three  equations,  either  between 
V>  9.9  "&*  *  or  xj  V>  *t,  0U9  is  either  a  hyperboloid  or  a  paraboloid,  9. 
In  a  congruency  of  rays  or  axes  represented  by  two  linear  equations, 
there  is  one  ray  and  one  axis  passing  through  a  given  point  and  con- 
fined within  a  given  plane,  10.     Construction,  by  means  of  two  fixed 
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points,  of  the  rays  of  a  congruency  represented  by  two  linear  equa- 
tions  between  t,  u,  vXf  vy)  11.  Construction,  by  means  of  two  planes, 
of  the  axes  of  a  congruency  represented  by  two  linear  equations  bet- 
ween x}  y,  8tf  &u,  12. 

Linear  eomplexes  of  rays.  —  In  a  complex  represented  by  a  linear 
equation  between  r,  s,  q,  <j,  all  rays  traversing  a  given  point  con- 
stitute  a  plane;  all  rays  confined  within  a  given  plane  meet  in  the 
same  point.  Points  and  planes  corresponding  to  each  other,  13  —  15. 
A   new    variable   (sq  —  ra)   introduced.     The   general   equation  of  a 

linear  complex  is  Ar  +  Bs  +  C  +  D<*  +  Eq  +  F(ßQ  —  r6)  ■■  0- 
Equation  of  a  plane  corresponding  to  a  given  point,  of  a  point  corre- 
sponding to  a  given  plane,  16 — 19.  Conjugate  right  lines.  Each  ray 
intersecting  any  two  conjugate  lines  is  a  ray  of  the  complex.  A  ray 
of  the  complex  may  be  regarded  as  two  congruent  conjugate  lines. 
Principle  of  polar  reciprocity  applied ,  20.  Construction  of  the  plane 
corresponding  to  a  given  point,  of  the  point  corresponding  to  a  given 
plane,  21,  22.  Geometrical  determination  of  the  constant  of  the  ge- 
neral  equation    of  the   complex.     There   is   a   characteristic   directum 

given  by  the  double  equation  ~  «=  —  -^  =  ~  •    If  that  direction  falb 

within  xy,  the  term  (sq — ra)  disappears  and  the  general  equation 
becomes  linear.  If  any  plane  perpendicular  to  it  is  taken  as  one  of 
the  three  planes  of  rectangular  coordinates,  and  the  corresponding 
point  within  it  as  origin,  the  general  equation  assumes  one  of  the 
forms,  s  =  kg,  r  =  1c 6,  sq  —  ra  =  k.  A  linear  complex  may,  without 
being  altered,  turn  round  a  fixed  line,  and  move  along  it  parallel  to 
itself,  23 — 29.  Geometrical  interpretation  of  the  last  equations,  30. 
Points  and  planes  corresponding  to  one  another  with  regard  to  the 
complex  sq  —  ra  =  k.  Geometrical  interpretations,  31,  32.  Genera- 
lization,  33.  Conjugate  lines  with  regard  to  the  complex  sq — r6**K 
34.  A  linear  complex  depends  upon  five  constants,  four  of  which  give 
the  position  of  its  axis,  35.  Formulae  of  the  transformation  of  ray- 
coordinates  corresponding  to  any  displacement  of  the  axes  of  coordi- 
nates, 36 — 38.  Analytical  determination  of  the  axis  of  a  complex 
represented  by  the  general  equation.  Determination  of  k,  39 — 43.  1° 
the  peculiar  case  in  which  k  is  equal  to  zero,  all  rays  meet  the  ans 
of  the  complex,  44.     Rays  passing  through  the  same  point,  45. 

Linear  congrttencies  of  rays.  —  A  linear  congruency,  along  which 
an  infinite  number  of  complexes  intersect  each  other,  is  represented 
by  the  equations  of  any  two  of  them.  Through  a  given  point  of 
space   only  one  ray  passes,    corresponding  to   that  point,  as  there  is 
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only  one  ray  confined  within  a  given  plane,  46.  There  is  in  each 
complex  passing  throngh  the  congruency  one  line  conjugate  to  a  given 
right  line:  all  these  lines  belong  to  one  generation  of  a  hyperboloid, 
the  second  generation  of  which  contains  rays  of  the  congruency.  Ge- 
neration of  a  linear  congruency  by  a  variable  hyperboloid,  47 — 49. 
Characteristic  section  of  a  congruency  to  which  the  axes  of  all  pas- 
sing complexes  are  parallel  The  axis  of  the  congruency  is  a  fixed 
right  line,  perpendicular  to  that  section  on  which  the  axes  of  all 
complexes  meet  at  right  angles,  50,  51.  The  locus  of  points  having 
in  all  complexes  the  same  corresponding  plane  is  a  System  of  two 
right  lines,  the  directrices  of  the  congruency.  Central  plane  parallel 
to  both  directrices  and  equidistant  from  them.  The  directrices  may 
be  real  or  imaginary,  52—54.  In  the  first  case  there  are  amongst 
the  complexes  two  of  a  peculiar  description  [44]  having  both  direc- 
trices as  axes.  All  rays  of  the  congruency  meet  both  its  directrices, 
55.  The  peculiar*  case  in  which  one  of  the  two  directrices  is  infinitely 
distant,  56.  Each  of  any  two  complexes  being  given  by  means  of  its 
constant  k  and  the  position  of  its  axis,  to  determine  both  directrices 
of  the  congruency,  57 — 59.  A  congruency  being  given  by  means  of 
its  two  directrices,  to  determine  the  constants  and  the  axes  of  the 
complexes  passing  through  it.  Gentre  of  the  congruency.  The  two 
secondary  axes  within  the  central  plane,  60.  Locus  of  the  axes  of  all 
complexes  meeting  along  the  same  congruency,  61. 

Linear  configurations  of  rays  represented  by  the  equations  of  three 
linear  complexes.  An  infinite  number  of  congruencies  meet  along  a 
linear  configuration.  Generally  it  is  a  hyperboloid.  Its  rays  constitute 
one  of  its  generations,  while  the  directrices  of  all  congruencies  consti- 
tute the  other,  62.  The  central  planes  of  all  congruencies  meet  in  the 
same  point:  the  centre  of  the  configuration.  Its  diameters  meet  both 
directrices  of  the  different  congruencies,  63.  A  configuration  is  deter- 
mined  by  means  of  three  complexes,  or  by  means  of  three  congruen- 
cies, obtained  by  combining  them  two  by  two.  Three  couples  of 
planes  drawn  through  both  directrices  of  each  of  the  congruencies 
parallel  to  its  central  plane  constitute  a  parallelopiped  circumscribed 
to  the  hyperboloid.  Each  ray  intersects  all  six  directrices.  The  ray 
within  each  of  the  six  planes  is  parallel  to  the  directrix  within  the 
opposite  plane;  the  point  in  which  it  meets  the  directrix  within  the 
same  plane  is  the  point  of  contact.  Three  diameters  determined  by 
both  points  of  contact  within  the  three  couples  of  opposite  planes. 
Imaginary  diameters  correspond  to  imaginary  directrices,  asymptotes 
to  congruent  directrices,   64.     A   hyperboloid   being   given,   we   may 
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return  to  the  congrueucies  and  complexes  which  constitute  it,  65.  The 
equations  of  the  configurations  transformed  into  an  equation  between 
x,  y,  s,  66. 

n.    On  Complexes  of  Luminous  Rays  within  Biaxal  Orystals. 

Complexes  of  doubly  refracted  rays  corresponding  to  complexes 
of  incident  rays,  1. 

Digression  on  double  refraetion.  Huyghens's  principle.  Theauthor's 
construction  presented,  1838.  Auxiliary  ellipsoids.  The  eüipsoid  E,  with 
regard  to  which  the  wave-surface  is  its  own  polar  surface.  The  plane  of 
refraetion,  containing  both  refracted  rays,  passes  through  SS,  the  polar 
line  of  ER,  along  which  the  surface  of  the  crystal  is  intersected  by 
the  front  of  the  incident  elementary  wave  at  that  moment  when, 
within  the  crystal,  the  wave-surface  is  formed,  2 — 6.  The  plane  of 
refraetion  is  congruent  with  the  diametral  plane  of  E,  the  conjugate 
diameter  of  which  is  perpendicular  to  the  plane  of  ineidence  in  0,  7. 
All  rays  incident  within  the  same  plane  are,  after  double  refraetion, 
confined  again  within  the  same  plane,  8.  While  the  plane  of  inei- 
dence turns  round  the  vertical  in  0,  the  corresponding  plane  of 
refraetion  turns  round  that  diameter  of  E,  the  conjugate  diametral 
plane  of  which  is  the  surface  of  the  crystal,  9,  10.  Whatever  may 
be  the  plane  or  curved  surface  met  by  an  incident  ray  in  any  given 
point  0,  all  corresponding  planes  of  refraetion  pass  through  a  fixed 
right  line,  11.  Peculiar  cases  of  complexes.  The  plane  of  refraetion 
perpendicular  to  the  surface  of  the  crystal.  The  incident  and  the  two 
refracted  rays  confined  within  the  same  plane.  A  circular  section  of 
E  falling  within  the  surface  of  the  crystal,  12,  13.  Analytical  deter- 
mination  of  SS,  14.     A  fourth  auxiliary  ellipsoid,  15,  16. 

Complex  of  dottbly  refracted  rays  determined  by  means  of  E.  Its 
equation  depending  upon  the  constants  of  Ey  17,  18.  By  taking  as 
axes  of  coordinates  three  conjugate  diameters  of  E,  two  of  which, 
falling  within  the  surface  of  the  crystal,  are  perpendicular  to  each 
other,  the  general  equation  of  the  complex  becomes  rö  =  ksQ,  the 
constant  k  being  the  ratio  of  the  Squares  of  the  two  reetangular 
diameters,  19.  Geometrical  interpretation,  20.  Refracted  rays  of  the 
complex  passing  through  a  given  point  constitute  a  cone  of  the  second 
order.  .  The  cone  remains  the  same  if  the  given  point  moves  along  a 
right  line,  passing  through  0,  21.  Peculiar  cases,  22 — 24.  A  hyper- 
bola  enveloped  by  the  doubly  refracted  rays  within  any  given  plane. 
Its  determination,  25.  Peculiar  cases.  Geometrical  interpretations, 
26—28.     The  complex  generated  in  three  dififerent  was  by  a  variable 
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linear  congruency,  29.  Peculiar  case  of  a  complex,  the  crystal  being 
cut  along  a  circular  section  of  E.  All  doubly  refracted  rays  meet 
that  diameter  of  E  the  conjugate  plane  of  which  is  the  circular  sec- 
tion, 30.  Peculiar  case  in  which  the  surface  of  the  crystal  is  a  prin- 
cipal  section,  31.  Case  of  uniaxal  crystals,  32,  33.  The  ellipsoid  E 
replaced  by  a  new  ellipsoid,  the  radii  vectores  of  which  indicate  the 
reciprocal  values  of  optical  elasticity,  34. 

Additional  Note. 

Coordinates  of  a  right  line,  1 — 10.  Complexes.  Congruencies. 
Surfaces  generated  by  a  moving  right  line.  Developable  surfaces  and 
curves  of  double  curvature,  11 — 22.  A  new  System  of  coordinates, 
23,  24.     Geometry  of  forces,  25. 
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35. 
Fundamental  Views  regarding  Hechanies. 

(PhilosophicalTransactions  of  the  Royal  Society  of  London,  Bd.  156,  S.  861— 380. 1866.) 

Being  encouraged  by  the  friendly  interest  expressed  by  English 
geometricians,  I  have  resumed  my  former  researches,  which  have  been 
entirely  abandoned  by  me  since  1846.  While  the  details  had  escaped 
from  my  memory,  two  leading  questions  have  remained  dormant  in 
my  mind.  The  first  question  was  to  introduce  right  lines  as  elements 
of  space,  instead  of  points  and  planes,  hitherto  employed;  the  second 
question  to  connect,  in  mechanics,  translatory  and  rotatory  movements 
with  each  other  by  a  principle  in  geometry  analogous  to  that  of 
reciprocity.  I  proposed  a  Solution  of  the  first  question  in  the  geo- 
metrical  paper  presented  to  the  Royal  Society.  I  met  a  Solution  of 
the  second  question,  which  in  vain  I  sought  for  in  Poinsot's  inge- 
nious  theory  of  coupled  forces,  by  pursuing  the  geometrical  way.  The 
indications  regarding  coinplexes  of  forces,  given  at  the  end  of  the 
„Additional  Notes",  involve  it.  I  now  take  the  liberty  of  presenting 
a  new  paper,  intended  to  give  to  these  indications  the  developments 
they  demand,  reserving  for  another  communication  a  succinct  abstract 
of  the  curious  properties  of  coinplexes  of  right  lines  represented  by 
equations  of  the  second  degree,  and  the  simple  analytical  way  of  de- 
riving  them. 

1. 

1.  We  usually  represent  a  force  geometrically  by  a  limited  line, 
i.  c.  by  means  of  two  points  {x'}  y ',  z')  and  (x}  y}  z),  one  of  which 
{x'y  y \  z')  is  the  point  acted  upon  by  the  force,  while  the  right  line 
passing  through  both  points  indicates  its  direction,  and  the  distance 
between  the  two  points  its  intensity.    We  may  regard  the  six  quantities 

(1)      x  —  x\    y—y',    *  —  z',    yz'—y'z,    zx'—e'x}    xy—xy 
as   the    six   coordinates  of  the  force.     The    six    coordinates   of  a   force 
represent  its  three  projeetions   on  the   three  axes  of  coordinates  0Xf 
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OY,  OZ,  and  its  three  moments  with  regard  to  the'same  axes.  By 
means  of  the  three  first  coordinates  the  intensity  P  and  the  direction 
of  the  force;  by  means  of  the  three  last  the  resulting  moment  li  and 

the  direction  of  its  axis;  by  the  quotient  -p  the  distance  of  the  force 

from  the  origin,  and  therefore  its  position  in  space  is  determined. 

Accordingly  we  may,  as  far  as  we  do  not  regard  the  point  acted 
npon  by  the  force,  replace  its  six  coordinates  (1)  by 

(2)  X,  T,  Z,  L,  M,  N. 

But  a  force  depending  upon  five  constants  only,  there  exists  bet- 
ween  these  new  coordinates  an  equation  of  condition,  namely, 

(3)  LX  +  MY+NZ=0, 

which  indicates  that  the  axis  of  the  resulting  moment  R  (the  moment 
of  the  force  with  regard  to  the  origin)  is  perpendicular  to  the  direction 
of  the  force.  In  replacing  the  coordinates  (2)  by  the  equivalent  pri- 
mitive ones  (1),  the  last  equation  becomes  an  identical  one  between 
the  six  point-coordinates  z\  y\  z',  x,  y}  z}  and  therefore  is  involved 
in  the  form  given  to  the  coordinates  of  the  force. 
The  three  last  coordinates, 

yz —  y'z}    zx' —  z'x,    xy'—  x yy 

remain  unchanged  in  replacing  x,  y,  z  by  (x — x')}  (y  —  y),  (z  —  z). 
Consequently  we  may  Substitute  for  them 

Yz'—Zy'y     Zx'—Xz,    Xy'—Yx'. 

Thus;  in  omitting  the  accents  of  x',  y'}  z'y 

(4)  X}    Y,    Z,    Yz  -  Zy,    Zx  —  Xz,    Xy  —  Yx 

become  the  coordinates  of  the  force.  Now  x,  y,  z  denote  the  coordi- 
nates of  any  point  of  the  line  along  which  the  force  acts,  its  inten- 
sity and  direction  being  given  by  X,  Yy  Z.  The  form  of  the  new 
coordinates  (4)  involves  the  equation  of  condition  (3). 

2.  If  any  number  of  given  forces,  represented  by  the  symbols 
(z'f  y\  z'y  x,  y,  z)  or  (X,  Y,  Z,  L,  M,  N),  act  upon  or  pass 
through  given  points,  according  to  the  fundamental  law  of  statics,  the 
resulting  effcct  is  obtained  by  adding  the  corresponding  six  coordinates 
of  the  forces 

x  —  x\    y  —  y'7    z  —  z'f    yz'  —  y'z}    zx'  —  z'x,     xy'  —  xy. 
If  the  six  sums  thus  obtained, 

[E(x-x),    Z(y-y'),    X{?-*\    Ziyz'-y'z),    E{zx-z'x), 

2(xy'—  x'y)} 


(5) 
or 
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2JX,    £Y,    2Z,    £L,     £M,    £N, 
satisfy  the  condition 

(6)  2L.2X+  2JM .  SY  +  ZN .  2Z  =  0, 

and  therefore  assuuie  the  form  of  the  expressions  (1);  they  are  the 
six  coordinates  of  a  resulting  force  which  replaces  the  given  ones.  In 
the  general  case  I  propose  to  call  the  cause  producing  the  resulting 
effect  dyname.  The  six  sums  (5)  or  (6),  not  satisfying  the  last  equatdon 
of  condition,  may  be  regarded  as  the  six  coordinates  of  the  dyname] 
the  first  three  indicating  the  intensity  and  the  direction  of  a  force  P, 
the  last  three  the  intensity  of  a  moment  and  the  direction  of  its  axis. 
In  the  case  of  a  force  (P)  depending  upon  five  constants,  thfe 
moment  and  the  direction  of  its  axis  are  determined  by  means  o¥ 
these  constants,  i.  c,  by  means  of 

(2)  X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 
in  admitting 

LX+  MY  +  NZ=0. 

This  equation  not  being  admitted,  the  corresponding  dyna~  -me 
(P,  R)  depends  upon  six  linear  constants  (2),  independent  of  e^^ch 
other.  There  is  no  relation  admitted  between  the  direction  of  the  fo^»rce 
(P)  and  the  direction  of  the  axis  of  the  moment  (R). 

In  denoting  the  angle  between  both  directions  by  q>,  we  h*™— 

,.N  LX  +  MY+  KZ 

(7)  pB-n =  cos9>. 

3.    A  linear  complex  of  right  lines*)  is  represented  by  a  ho  xno- 
geneous  equation  of  the  first  degree, 

<A(x-x')  +  B(y-y')  +  C{z-z')+  D(ye'-y'z)+E{zx'-^'x) 
{  }   \  +  F(xy'-  x'y)  =  Sl  -  0, 

between  the  six  line-coordinates 

(1)  (x  —  x),  (y  —  y'),  (z  —  z),  (yz'—y'z),  (zx'—z'x),  {xy-x'y), 
regarded  as  variables.  These  quantities  are  simultaneously  the  coor- 
dinates of  a  force.  Let  us  replace  the  homogeneous  equation  (8)  by 
the  general  one  of  the  first  degree, 

(9)  ß  —  1  =z-  Ä  —  0. 

Forces  the  coordinates  of  which  satisfy  this  equation  constitute  a 
linear  complex  of  forces.  The  six  coordinates  of  the  two  points  (x,  y,  £1 
and%  (x,  y}  z)  by  which  the  force  is  determined  may  likewise  be  re- 
garded as  variables  replacing  the  coordinates  (1). 

*)  See  geometrical  Paper,  p.  734,  Philosophical  Tranaactions,  1866.     [S.  475) 
dieser  Ausgabe.] 
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In  order  to  get  the  forces  of  the  complex  %  aeting  upon  any 
given  point  of  space  (#',  y}  z),  we  must  regard  the  coordinates  of 
this  point  as  constant.  On  this  supposition  the  equation  of  the  com- 
plex, which  may  be  written  thus, 

(A  +  Fy  —  Ez')x 

+  (B-Fx'+Dz')y 

+  {C  +  Ex'-Dy')z 

=  Ax'+By'+Cz'+l, 

represents  a  plane.  Therefore  the  geometrical  locus  of  the  second 
points  (x,  yf  z),  by  which  the  forces  aeting  on  the  given  point  (x'f  y}  z) 
are  determined,  is  a  plane.  This  plane  may  be  called  conjugate  to 
the  point  acted  upon. 

In  a  linear  complex  there  are  aeting  upon  each  point  of  Space  forces 
in  aU  diredions,  the  intensity  of  each  force  being  the  segment  on  its 
direction  between  the  point  acted  upon  and  its  conjugate  plane. 

4.  In  supposing  the  forces,  and  consequently  their  coordinates, 
to  be  infinite,  the  equation  (9)  of  the  complex  3  becomes 

£1  =  0. 

This  equation,  therefore,  representing  a  complex  of  right  lines,  indi- 
cates  the  position  of  those  forces  of  the  complex  3  the  intensity  of 
which  is  infinite. 

From  my  geometrical  paper*)  we  deduce  that,  by  a  proper  trans* 
Formation  of  coordinates,  the  funetion  Sl  may  be  reduced,   in  putting 

(11)  c-*ß±**±M% 

v   J  yu*  +  e*  +  f* 

(12)  "  F'=  \fD*  +  E*  +  F\ 
to  the  simple  expression 

F'(xy'-x'y)  +  C'(e-2'). 
Accordingly  the  general  equation  of  the  complex  3  assumes  the  form 

(13)  F\xy  —  x'y)  +  C\z  -  z')  -  1; 

and  in  putting 

(\a\  AD  +  BE+CF  _  C        , 

(15)  -r-==        ---  =  —  ==  klc', 
v     '                                 \/D*  +  E*  +  F*        F  ' 

may  be  written  thus, 

(16)  (*/—  x'y)  +  k(ß  -  z-  Je')  =  0. 

*)  Geometrical  Paper,  p.  746.    [S  494  dieser  Ausgabe.] 
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There  is  in  a  complex  of  right  lines  au  axis  round  which  it  may 
revolve,  and  along  which  it  may  be  displaced  parallel  to  itself,  without 
being  changed.  After  this  double  movement  each  line  of  the  complex 
occupies  the  place  formerly  taken  by  another  of  its  lines.  After  the 
transformation  of  coordinates,  the  axis  of  the  complex  42,  which  may 
be  likewise  called  the  axis  of  the  complex  of  forces  &,  coincides  with 
OZ]  the  origin  being  arbitrarily  chosen  on  0Zy  and  the  axes  OX  and 
0  Y  being  any  two  right  lines  drawn  through  this  point  perpendicular 
to  OZ  and  to  each  other. 

The  form  of  the  last  equation  shows  that  a  linear  complex  of 
forces  S}  like  the  corresponding  complex  of  lines  42,  remains  unaltered 
when  rotating  round  its  axis  or  moving  parallel  to  it,  i.  e.  each  force  of 
the  complex  in  its  new  direction  and  the  new  position  of  the  point 
upon  which  it  acts,  continues  to  belong  to  the  complex  in  retaining 
its  intensity. 

5.  Let 

(17)  £:=  42— 1=0,    £'=  42'—  1  —  0 

represent  any  two  linear  complexes  of  forces.  Congruent  forces  of 
both  complexes,  the  coordinates  of  which  satisfy  simultaneously  both 
equations  (17),  constitute  a  congruency  of  forces.  Their  coordinates 
satisfy  likewise  the  equation 

(18)  S—  S'ee  42  -  42'=  0, 

derived  from  the  primitive  ones  by  eliminating  their  constant  term. 
Hence 

In  a  conyruency,  the  forces  act  along  right  lines  constituting  a  linear 
complex. 

The  forces  of  a  congruency  belonging  simultaneously  to  two  com- 
plexes, those  of  them  passing  through  a  given  point  meet  the  right 
line  along  which  the  two  conjugate  planes  of  the  point  in  the  two 
complexes  intersect  each  other. 

In  a  congruency,  there  act  on  every  point  of  space  an  infinite 
number  of  forces  along  right  lines  constituting  a  plane,  their  inten- 
sity being  given  by  the  distance  of  the  point  acted  upon  from  the 
points  of  a  given  right  line  confined  within  that  plane. 

6.  Let 

(19)  £-42—  1=0,     Ä'==ß'— 1  — 0,     £'  =  42"— 1=0 

represent  any  three  linear  complexes  of  forces.  Forces,  the  coordinates 
of  which  satisfy  simultaneously  the  three  equations,  constitute  a  double 
congruency  of  forces.  Hence  we  derive  immediately  the  following 
theorem:  — 
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In  a  double  congruency  of  forces  there  is  passing  through  cach  point 
of  space  one  Single  force  of  given  directum  and  given  intensity. 

The  intensity  of  the  force  is  equal  to  the  distance  between  the 
point  acted  upon  and  the  point  where  the  three  planes  conjugate  in 
the  three  complexes  meet. 

7.  We  may  derive  from  the  equations  (19)  the  two  following: 

(20)  Ä—  Ä'=0,     £1—  Ä'=0. 

The  coordinates  of  forces  of  the  double  congruency  satisfy  likewise 
both  equations  (20),  the  System  of- which  represents  a  congruency  of 
right  lines. 

The  forces  of  a  double  congruency  ad  upon  right  lines  which  con- 
stitide  a  congruency. 

I  proved  in  the  geometrical  paper  that  all  lines  of  a  congruency 
intersect  two  given  lines.     Hence 

AU  forces  constüuting  a  double  congruency  meet  two  fixed  lines. 

8.  In  following  our  way  we  meet  congruent  forces  of  four  com- 
plexes constituting  a  threefold  congruency.  Their  coordinates  satisfy 
simultaneously  the  equations  of  the  four  complexes, 

(21)  £  =  0,    £'-0,     £"=0,    £"'=0, 
as  well  as  the  equations 

(22)  S  —  S'=0,    £-£"=0,     £-£'"=0 

derived  from  them,  the  System  of  which  represents  a  rectilinear  hyper- 
boloid.     Hence 

The  forces  belonging  to  a  threefold  congruency  act  along  the 
generatrices  of  a  hyperboloid  *),  the  points  of  which  are  the  points 
acted  upon.  There  are  conjugated  to  such  a  point  in  the  four  com- 
plexes of  forces  (21)  four  planes  meeting  in  another  point  of  the 
same  generatrix.  The  distance  between  the  two  points  represents  the 
intensity  of  the  corresponding  force,  varying  if  the  point  acted  upon 
move  on  the  generatrix. 

9.  There  are  only  two  forces  belonging  simultaneously  to  five 
complexes,  i.  e.  there  are  two  right  lines,  on  each  point  of  which  one 
Single  force  of  given  intensity  acts  along  its  direction.  Indeed  by 
means  of  the  five  equations  of  the  complexes,  we  may  determine,  by 
elimination,  five  of  the  six  coordinates,  which,  for  simplicity,  may  be 
denoted  by  X,  Y,  Z,  L9  M}  N,  as  linear  functions  of  the  sixth. 
Accordingly  the  equation  of  condition, 

LX  +  MY+NZ  =  0, 

*)  Geometrical  Paper,  p  757.    [S.  506  dieser  Ausgabe.] 
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inay  be  transformed  into  an  equation  of  the  second  degree  with  regard 
to   the  sixth  coordinate. 

10.  In  the  complexes  hitherto  considered,  the  forces  acting  along 
a  right  line  vary  in  intensity  when  the  point  acted  upon  moves  on 
that  line.  According  to  the  more  usual  notion  there  is,  along  a  given 
line,  one  single  force  of  given  intensity  acting  upon  any  point  of  the 
line.  In  order  to  represent  complexes  of  such  forces,  we  replace  the 
coordinates  (1),  made  use  of  hitherto,  either  by  the  coordinates 

(2)  X,  Y,  Z,  L,  M,  N 
in  admitting  the  equation  of  condition 

(3)  LX  +  MY  +  NZ=0, 
or  by  the  coordinates 

(4)  X,  Y,  Z,  Yz  —  Zy,  Zx—  Xz,  Xy  —  Yx. 

In  both  Systems  of  coordinates  there  is  no  trace  left  of  the  point 
acted  upon  by  the  force.  The  same  coordinates  belong  to  right  lines 
and  the  homogeneous  equation 

(23)  AX  +  BY+CZ+DL  +  EM  +  FN=Q  =  Q 

represents  the  same  linear  complex  of  lines  which  was  formerly  repre- 

sented  by  the  equation 

&  =  0. 
Put 

(24)  ^=<J>—1=0. 

All  forces,  the  coordinates  of  which  satisfy  this  equation,  con- 
stitute  such  a  new  complex.  It  is  essential  not  to  confound  such 
complexes  with  the  former  ones.") 

11.  The  coordinates  xf  yy  z  of  any  point  on  the  direction  of  a 
force  are  introduced  in  making  use  of  the  coordinates  (4).  Accord- 
ingly  the  equation  of  the  complex  *P  becomes 

(25)  AX+BY+CZ+D(Yz—Zy)  +  E(Zx-Xz)  +  F(Xy—Yx)  =  l 

If 

Yz  =  Zy} 

Zx  =  Xzf 

Xy  =  Yx, 

the  corresponding  forces  pass  through  the  origin;  for  these  forces, 
belonging  to  the  complex   */f,  we  obtain 

AX+  BY+CZ=  1. 
Let 

x  =  az}     y  =  bz 
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indicate  the  direction  of  any  of  these  forces,  we  obtain 

X  =  aZ,     Y=bZ, 
whence 

l 


Z=-.  — t- 


Aa+Bb  +  C 
and  the  intensity  of  the  force 


If  the  System  of  coordinates  is  displaced  parallel  to  itself,  any 
point  (x0,  y0)  r0)  becoming  the  new  origin,  X,  Y,  Z  remain  unaltered, 
while  x}  y}  z  are  replaced  by  (x  +  *0)a  0/  4~  ?/<>);  iß  +  *0)-  Accord- 
ingly  the  equation  (25)  is  transformed  into  the  following  one: 

AX  +  BY+  CZ  +  D(l'(*+  *0)  -  Z(y  +  y0)) 

+  £(Z(*  +  *0)  -  X(z  +  *„))  +  F  (X  (y  +  y0)  -  Y(x  +  r0))  -  1 . 

In  putting  #,  j/,  2  =  0,  the  following  relation 

(27)     (A-  Ez0+Fy0)X+  (B-\-Dg0-Fx0)  Y+(C-Dy0+  Ex0)Z=  1 

is  obtained  between  the  coordinates  of  forces  passing  through  the  new 
origin.     Let,  in  the  primitive  System  of  coordinates, 

x—  x0  =  a(z  —  z0), 

y  — 2/0  =  *(*  —  *o) 

indicate  the  direction  of  any  such  force,  its  intensity  is 


p_  y1+a*+b* 


(A-Ez0  +  Fy0)a  +  (B  +  Uz0  -  Fx0)b  +  {C-  Dy0  +  Ex,) 

1 


(A  -  Ee0  +  Fy0)  cob*  +  (B  +  Dz0-  Fx0)  cos  (5  +  (C-  Dy0  +  jKa:0)  cos  y 

1  

A  CO80  +  2?  cosß  -f"  Ccos y  +  Z>  (*0  cosß  —  y0  cos  y)  -f-  2£(<r0  cos  y  —  s0  cosa) 

+  F(y0  cos  a  —  ä0  cos  (5) 

There  is  one  force   passing  simultaneously  through  both  origins, 
determined  by  the  relations 

oc0:y0:z0  =  X:Y:  Z} 

by  which  the  last  expression  for  P  is  reduced  to  the  former  (26). 
The  force  acting  along  the  same  right  line  is  the  same.  All  other 
forces  of  the  complex  *P  passing  through  the  primitive  origin,  when 
displaced  parallel  to  themselves,  so  as  to  meet  the  new  origin,  generally 
change  their  intensity.  This  intensity  is  not  changed  if,  the  direction 
of  the  force  remaining  the  same, 
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E*»  =  FyQf 
Dz0  =  Fx0} 
Dy0  =  Ex0, 

i.  e.  if  the  new  origin  describes  what  we  may  call  a  diameter  of  the 
complex.  We  do  not  enter  into  any  detail,  because  the  results  thos 
obtained  would  be  involved  in  the  following  developments. 

12.  Indeed,  in  so  transforming  the  arbitrary  System  of  rectan- 
gular  coordinates  —  as  we  did  in  the  case  of  complexes  3  —  that 
the  new  axis  OZ  coincides  with  the  axis  of  the  complex  of  lines  $, 
the  equation  (24)  is  replaced  by  the  equation 

(28)  N+Jc(Z-  k')  =  0, 

h  and  Je'  retaining  their  signification  of  No.  4,  and  may  be  written  thus, 

(29)  P(<J  cos  v  +  Je  cos  y)  =  Tele', 

in  denoting  by  y  and  v  the  angles  which  the  directions  of  the  forces 
and  of  the  axes  of  their  moments  make  with  OZy  and  by  ö  the 
distances  of  the  lines  along  which  the  forces  act  from  the  origin. 
Hence  we  conclude  that  the  intensities  of  forces  of  the  complex  are 
the  same  if 

(30)  d  cos  v  +  Je  cos  y  «=  const. 

That  is  especially  the  case  if  the  line  along  which  a  force  acts  be 
displaced  parallel  to  OZ  or  turned  round  it.     Hence 

A  force  of  a  complex  V  which,  ivhile  retaining  ite  intensity,  is  dis- 
placed parallel  to  the  axis  of  the  complex  or  turns  round  it}  in  all  its 
new  positions  continues  to  bclong  to  the  complex. 

13.  The  lines  along  which  congruent  forces  of  any  two  com- 
plexes W  act  constitute  a  linear  complex  of  lines.  The  congruent 
forces  of  three  complexes  W  are  directed  along  lines  of  a  congruency, 
and  consequently  ineet  two  fixed  lines,  there  is  one  force  passing 
through  each  point  of  space,  and  one  confined  within  each  plane  traversing 
it.  The  congruent  forces  of  four  complexes  Ur  are  directed  along  the 
generatrices  of  a  hyperboloid,  their  intensity  only  varying  from  one 
generatix  to  another.  Finally,  five  complexes  W  meet  along  two 
forces  (either  real  or  imaginary). 

14.  A  dyname,  determined  by  its  six  linear  coordinates, 

(2)  X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 

represents  the  effect  produced  by  two  forces  not  intersecting  each 
other,  the  points  acted  upon  not  being  regarded.  The  six  sums  of 
the  corresponding  coordinates  of  both  forces  are  the  six  coordinates  of 
the  dyname.     Reciprocally,  a  dyname,    the   coordinates  of   which  are 
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given,  may  bc  resolved  into  equivalent  pairs  of  forces;  but  a  dynaine 
depending  upon  six,  a  pair  of  forces  upoii  ten  constants,  four  of  these 
ten  constants  may  be  chosen  arbitrarily.     Let 

x>    Vi    8)     Ly    M)    Ny 


/      *     f      f      * 

X  ,   1J  ,   Z  ,    L  ,    M  ,    X 


7 


be  the  coordinates  of  such  a  pair  of  forces.     The  following  relations, 

X  +  z'=X,      y+y'=Y,      Z  +  z'=Z, 

take  place,  and  besides  the  following  two: 

lx  +  MV   +  A'£  =  0, 

L  X  -\-  M  tj  -\-  N  Z  =  0. 

The  last  equation  may  be  developed  thus, 

(/,  _  t)(X-x)  +  (M-  M)(Y-y)  +  (.V-  s)(Z-  z)  -  0, 

and  reduced  by  means  of  the  preceding  one  as  follows: 

ILx  +  My  +  Nz 
+  Xl  +  Ym  +Zn 
=  LX+  MY+NZ. 

If  the  coordinates  of  the  dyname  be  regarded  as  constant,  x,y,z, 
i,  m,  \  as  variable,  this  equation  represents  a  linear  complex  of 
forces.  By  interchanging  the  two  forces  we  meet  again  the  same 
equation.     Hence 

A  dyname  may  be  resolved  into  pairs  of  forces,  the  forces  of  all 
pairs  constitute  a  linear  complex. 

We  must  desist  from  entering  into  any  further  detail. 

15.  Any  number  of  dynames  being  given,  the  coordinates  of  the 
resulting  dyname  are  obtained  by  adding  the  coordinates  of  the  given 
ones.     If  the  six  sums  are  equal  to  zero,  equilibrium  exists. 

16.  Dynames  (P,  R)  the  coordinates  of  which  satisfy  the  linear 
equation 

(32)  V.=  AX  +  BY+CZ  +  BL  +  EM+FN-  1=0, 

constitute  a  complex  of  dynames.  In  supposing  P  and  R,  and  there- 
fore  the  coordinates  of  the  dyname,  infinite,  the  last  equation  becoming 
homogeneous, 

(33)  AX  +  BY+  CZ+DL  +  EM+  FN=Q 

represents  a  complex  of  two  variable  lines. 8) 

Dynames  the  coordinates  of  which  satisfy  simultaneously  two  linear 
equations, 
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V  =  0,     W=  0, 

constitute  a  congruency  of  dynames.    In  eliminating  the  constant  term, 

the  resulting  equation, 

W  —  &=  0, 

represents  a  complex  of  two  variable  lines.8) 

n. 

1.  We  determine  a  force  producing  repulsion  or  attraction  by 
raeans  of  two  points  in  space,  one  of  which  is  the  point  acted  upon. 
In  quite  an  analogous  way  we  may  represent  a  rotation,  or  the  force 
producing  it,  by  means  of  two  planes, 

'  l?x  +  u'y  +  v'b  =  1, 

*  '  \tx  +  uy  +  vz  =  1% 

the  coordinates  of  which  are  t'}  u'?  v  and  t,  tf,  v,  one  of  the  two 
planes  (t\  w',  t/)  being  acted  upon.  The  right  line,  along  which  both 
planes  meet,  is  the  axis  of  rotation.  The  plane  acted  upon  (t'f  u'f  v) 
inay  in  a  double  way  turn  round  the  axis  of  rotation  in  order  to 
eoineide  with  the  second  plane  (£,  u,  v);  but  there  is  no  more  ambi- 
guity  in  admitting  that  during  the  rotation  the  rotating- plane  does 
not  pass  through  the  origin,  and  consequently  its  coordinates  do  not 
becoine  infinite.  (In  an  analogous  way  we  determine  the  distance  of 
two  points.) 

Let  us  regard  the  six  quantities, 

(2)  t  —  t't     u  —  u}     v  —  v\     uv  —  u'v,     vt'—  v  t,     tu  —  t'n, 

as  the  six  coordinates  of  the  rotatory  force,  as  they  are  the  six  coor- 
dinates of  its  axis  of  rotation.  As  far  as  we  do  not  regard  the  plane 
acted  upon  by  the  rotatory  force,  we  may  replace  them  by  the  follo- 
wing  six, 

(3)  3E,   %   3,   2,   9Ä,    % 
in  admitting  the  equation  of  condition, 

(4)  2X  +  2Ä2)  +  W3  —  0. 

Finally  we  may  write  the  coordinates  (2)  in  the  following  way, 

(5)  x,   8,3,   9» -3«,   &-Xv,  x«-g)*, 

(/,  u,  v)  being  any  plane  passing  through  the  axis  of  rotation. 

2.  The  notation  of  the  preceding  number  being  rather   unusual, 
it  appears  suitable  to  introduce  a  few  remarks  before  proeeeding. 

In  referring  to  the  „Additional  Notes"  of  the  geometrical  paper*), 
we  get 

*)  Philosophical  Transactions,  1865,  p.  770.     [S.  528  dieser  Ausgabe.] 


X* 

+  W  +  32 

=  r, 

s* 

=  an*, 
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(6)  X :  r  :  Z  =  cos  k  :  cos  p.  :  cos  v, 

(7)  L  :  M:  N  =  cos  a  :  cos  /J  :  cos  y ; 
and  in  putting 

(8) 

(9) 

there  results 

(10) 

Here  the  angles  made  by  the  axis  of  rotation  with  the  three  axes  of 
coordinates  (JX}  OY,  OZ  are  denoted  by  A,  p,  v\  the  angles  made 
with  the  same  axes  of  coordinates  by  the  right  line  perpendicular  to 
the  plane  c  ntaining  the  origin  and  the  axis  of  rotation  by  a,  ß,  y; 
d  denotes  the  distance  of  the  axis  of  rotation  from  the  origin;  finally, 
let  us  call  P  the  intensity  of  the  rotatory  force,  R  its  moment,  and 
the  right  line  passing  through  the  origin  and  making,  with  the  three 
axes  of  coordinates,  the  angles  a,  ß,  y,  the  axis  of  the  moment 

3.  Both  the  intensity  (P)  and  the  moment  (ß)  of  a  rotatory 
force  depehd  only  upon  the  position  of  the  origin;  they  do  not  depend 
upon  the  direction  of  the  axes  of  coordinates.  Indeed  p  and  p'  de- 
noting  the  distance  of  the  planes  (t7  u}  v)f  (t\  u}  v'),  by  means  of 
which  a  rotatory  force  (t ' uv \  tuv)  is  determined,  from  the  origin, 
and  co  the  angle  between  the  planes,  we  have 

(ii)  <p»  =  (t  -  o«  +  (« -  «o*  +  (» -  *y  -  y  +  -^  -  *-fj°  ■ 

Again,  the  intensity  (P)  being  given  aecording  to  (10),  the  moment 
öf  the  rotatory  force  (K)  remains  the  same  when  the  axis  of  rotation 
gets  into  any  other  position,  as  long  as  ö,  the  distance  of  the  axis 
from  the  origin,  does  not  change,  and  in  particular  when  the  axis  of 
rotation  turns  round  the  axis  of  the  moment. 

4.  The  six  coordinates  of  an  ordinary  force  {x  y  z\  xyz)  remain 
the  same  when,  the  mutual  distance  of  the  two  points  (x'y'z)  and 
(x,  yy  z)  not  being  altered,  the  point  (x'}  y\  z')  acted  upon  moves 
along  the  direction  of  the  force.  So  do  the  six  coordinates  of  a 
rotatory  force  [t'uv'}  tuv)  when,  P  remaining  the  same,  the  plane 
(t\  u',  v)  acted  upon  rotates  round  the  axis  of  rotation.  A  repulsive 
or  attractive  force  may  act  on  each  point  of  its  direction,  a  rotatory 
force  on  each  plane  passing  through  its  axis.     Let 

t x  +  u'y  +  v'z  —  1  =  s'=  0, 
tx  +«y  +  vz  — l  =  s  =  0, 
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be  the  equations  of  the  planes  (f,  u,  v')  and  (t,  u,  v)  by  which  a 
rotatory  force  is  determined.  In  denoting  by  p'  and  p  any  two  arbi- 
trary  constants,  the  following  equations, 

s  —  fiV=  0, 

s' —  ps  =  0, 

represent  any  two  new  planes  passing  through  the  axis  of  rotation. 
Let  (t0',  u0';  t>0')  and  (*0,  «0,  v0)  be  the  corresponding  Symbols  of  the 
new  planes.  The  first  of  the  two  planes,  depending  npon  the  constant 
p',  may  be  regarded  as  any  plane  acted  npon  by  the  rotatory  force, 
and  accordingly  the  second  plane,  depending  upon  the  constant  p,  may 
be  determined  so  that  the  intensity  of  the  rotatory  force,  and  there- 
fore  its  moment,  shall  not  be  changed.     In  this  snpposition 

fr  b         =      C-Q  C-Q     , 


u  —  u  = 

»0 

w0. 

whence  we 

derive 

v  — 1/  = 

^0 

2. 

'*Q9 

There 

are  three  values  of  p', 

t       u 

V 

9  . 

indicating  planes  acted  upon  parallel  to  OX,  OY,  0Z\  let  G,  H,  1 
be  the  points  in  which  the  corresponding  second  plane  meets  the  same 
axes.  If  any  other  plane  passing  through  the  axis  of  rotation  and 
intersecting  the  axes  of  coordinates  in  the  points  G\  H'f  V  is  taken 
as  the  plane  acted  upon  by  the  rotatory  force,  the  corresponding 
second  plane  intersects  the  same  axes  in  three  points  6f„  Hl9  /,,  such 
that  the  three  couples  of  points, 

0,  G    and    G'  G, 

0,  H  and   H'}  H, 

0,  /    and    /',    7, 

constitute,  on  the  three  axes  of  coordinates,  three  Systems  of  har- 
monic  points.4) 

5.  If  any  force  be  given,  its  intensity  (P)  is  quite  independent 
of  the  axes  of  rectangular  coordinates,  which  may  be  arbitrarily 
chosen,  but  its  moment  (R)  depends  upon  the  choice  of  the  origin. 
The  point  upon  which  the  force  acts,  if  free,  is  impelled  along  a 
given  line.  If  the  point  acted  upon  be  attached  to  any  fixed  point, 
the  translatory  movement  is  changed  into  a  rotatory  one.  Any  plane 
perpendicular  to  the  direction  of  the  force  revolves,  if  one  of  its  points 
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be  fixed,  round  an  axis,  confined  within  the  plane,  passing  throngh 
the  fixed  point  and  perpendicnlar  to  the  direction  of  the  force.  This 
axis  is  the  axis  of  the  moment  of  the  force  with  regard  to  the  fixed 
point  which  in  the  considerations  of  Part  L  was  the  origin  of  coor- 
dinates.  The  cause  producing  the  double  effect  is  called  force.  This 
definition  involves  that  the  direction  of  the  force  and  the  direction  of 
the  axis  of  its  moment  be  perpendicular  to  each  other.  If  there  is  a 
moment,  the  axis  of  which  is  not  perpendicular  to  the  direction  of 
the  translatory  movement  produced,  the  cause  of  it  is  no  more  a  mere 
force:  we  called  it  a  dyname. 

If  any  rotatory  force  be  given,  both  the  intensity  of  the  force 
and  the  intensity  of  its  moment  are  independent  of  the  direction  of 
the  axes  of  coordinates,  only  both  depend  upon  the  position  of  the 
origin  (3).  A  plaue  perpendicular  to  the  axis  of  rotation  remains  the 
same  during  the  revolution.  If  there  is  another  invariable  plane,  i.  e. 
a  plane  not  able  to  turn  round  any  axis  confined  within  it,  and  there- 
fore,  this  axis  being  infinitely  distant,  not  able  to  be  displaced  parallel 
to  itself,  the  revolution  is  stopped  and  transformed  into  a  translatory 
movement  of  the  plane  acted  upon.  Indeed  the  intersection  of  the 
two  invariable  planes  becoming  an  invariable  line,  able  only  to  move 
along  its  own  direction,  the  plane  acted  upon  and  all  the  planes  con- 
nected with  it  are  displaced  along  the  invariable  line.  The  movement 
along  this  direction  may  be  decomposed  into  three,  along  the  axes  of 
coordinates.  The  cause  producing  the  double  movement  is  called 
rotatory  force.  If  the  condition  that  both  axes  (of  rotation  and  of 
translation)  are  perpendicular  to  each  other  be  not  fulfilled,  we  shall 
call  it  a  (rotatory)  dynamc.  If  any  point  of  the  line,  moveable  only 
along  its  own  direction,  be  fixed,  it  endures  a  pressure  along  that 
line  which  is  proportional  to  the  translatory  movement,  and  may  be 
likewise  decomposed  along  the  axes  of  coordinates. 

6.  Let  us,  in  order  to  confirm  in  the  analytical  way  the  general 
views  of  the  last  number,  consider  a  rotation  the  axis  of  which  is 
confined  in  the  plane  XY}  and  within  this  plane  directed  parallel  to 
OX  Let  us  admit,  too,  that  the  plane  acted  upon,  passing  through 
the  axis  of  rotation,  is  parallel  to  OZ.  Under  these  conditions,  the 
symbol  for  the  rotation  being  (OuO,  Ouv)}  its  coordinates  are 

0,    0,    v}     — uv,     0,  0. 

Accordingly  OZ  is  the  axis  of  the  moment;  we  obtain 
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and  in  putting 

öv  =  —  tanra, 

we  have 

r»              tan  öl        m  tan  cd 

*  = y->      »  — —  -p- 

Here  &  denotes  the  angle  of  rotation,  taken  in  starting  from  the  plane 
acted  upon  in  the  direction  from  OZ  to  OY.  In  passing  to  infini- 
tesimal, the  last  equation  becomes 

*■ — £,  k — j. 

7.  When  two  rotations  take  place  simultaneously,  there  is  a 
resulting  one  in  the  case  only  where  both  axes  of  rotation  are  con- 
fined  within  the  same  plane.     Let 

£ ,   9 ,   3 ,   9»  -  3«  ,   3<  -  3« ,   Xu  —  g*  , 
*',   9',   3',   9V-8V,   8'«'-*v,  3EV-9Y, 

be  the  six  coordinates  of  the  rotation,  (t}  u,  v)  and  (t'7  u\  v')  being 
any  two  planes  containing  their  axes.  If  both  axes  be  confined  in 
the  same  plane,  t\  u'7  v'  may  be  replaced  by  t}  u}  v.  In  this  suppo- 
sition,  by  adding  the  corresponding  coordinates,  we  get 

S  +  3E',   9  +  9',   3  +  8', 
(9+9')»-(3+8>,   (8+3')M*+*>,   (S+*>-(9+9')'- 

These  six  sums  are  the  coordinates  of  a  new  rotation,  the  axis  of 
which  is  within  the  same  plane  (t,  u9  v).  Here  the  three  equations 
of  condition, 

£  +  X'=o,   9  +  9'=o,   3  +  3'=o, 

which  render  the  six  coordinates  of  the  resulting  rotation  equal  to 
zero,  are  sufficient  to  express  that  equilibrium  exists. 

In  the  general  case,  were  both  axes  of  rotation  are  not  confined 
within  the  same  plane,  the  six  sums  of  coordinates 

*  +  £',   9  +  9',   3  +  8', 
(9»  +  9V)-  (3«  +  3'«'),   (8*  +  8'*')  -  @v  +  sv), 

(3£m  +  xv)  _  du  +  $ Y), 

are  the  coordinates  of  a  dyname.  When  equilibrium  exists  we  get,  in 
order  to  express  that  all  resulting  effect  be  destroyed,  six  eqnations 
of  condition  by  puttiug  the  six  coordinates  equal  to  zero. 

8.  By  generalizing,  the  following  theorem  is  immediately  derived:  — 
Any  number  of  rotatory  forces  acting  simultaneously,  the  coordinates 

of  the  resulting  rotatory  force,  if  there  is  such  a  force,  if  there  is  not, 
the  coordinates  of  the  resulting  rotatory  dyname,  are  obtained  by  adding 
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the  coordinates  of  tJie  given  rotatory  forces.     In  tlie  case  of  equilforinm 
the  six  sums  obtained  are  equal  to  sero. 

Accordingly  the  given  rotatory   forces  (or  rotations)  being  repre- 
sented  by  the  general  Symbols  {t'nv,  tuv),  their  coordinates  are 

t    t'y  U     U,  V    V    ,  UV UV,  Vt' V't,  tii     t'tl, 

and 

Z{t  —  f),    Z(u  —  u),    Z(y  —  v), 

Z{uvf —  uv),     Z(vtf —  v't),     Z{tu —  t'u), 
the  coordinates  of  the  resulting  force  or  dyname. 

9.  The  theorem  of  the  last  nnmber  embraces  the  statics  of 
rotatory  forces  as  the  analogous  theorem  of  Part  L,  No.  2  involves  the 
statics  of  ordinary  forces.  We  gave  this  theorem  äs  the  expression 
of  known  statical  laws.  Inversely  we  niight,  having  previously  stated 
the  theorem  in  a  direct  way,  deduce  from  it  the  theorems  of  statics. 
Indeed  the  theorem  follows  from  the  mere  consideration  that  the  cor- 
responding  coordinates  of  forces,  —  the  three  first  of  which,  X,  Y,  Z, 
are  represented  by  segments  of  right  lines;  the  three  last,  L,  M,  JV, 
by  areas,  —  indicating  homogeneous  quantities,  may  be  added,  and 
after  addition  the  sums  obtained  interpreted  in  the  same  way. 

The  following  numbers  will  show  the  application  of  the  new 
theorem,  and  of  its  inverse,  regarding  decomposition  of  rotatory  forces 
or  dynames. 

10.  Any  number  n  of  rotatory  forces  acting  simultaneously  on 
the  same   plane  (t\  u,  v')  may  be  represented  by  Symbols,   t',  u',  v 
being   the  same  in   all.     By  adding  their  coordinates,   the  six   sums 
obtained  (2)  may  be  written  thus, 

Et  —  nt',  Zu  —  nu,  Zv  —  nv, 

Zu  .  v  —  Zv  .  «',     Zv  .  t'—  Zt .  v,     Zt .  u  —  Zu  .  t'i 

or  in  putting 

2Jt  =  nft,  Zu  =  hq,  Zv  =  na, 

thus 

»(»  -  t'),         n(ff  -  u),         n(ö  -  v'), 

n(Qv' —  <su),    n(pt' —  &v'),     n(^w'~  Qt'). 

These  expressions  are  the  coordinates  of  the  resulting  rotatory  force; 
d,  q,  6  are  the  coordinates  of  a  plane,  replacing  in  the  theory  of 
rotation  the.  centre  of  gravity,  which  may  be  called  the  central  plane 
of  the  given  planes  (t,  u,  v),  by  which,  the  plane  acted  upon  (t\  u',  v') 
being  given,  the  rotatory  forces  are  determined.     The  resulting  axis 

Placker,  Werke.  I.  36 
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of  rotation  is  the  intersection  of  the  given   plane  (t'9  u'7  v')  and  the 
central  plane  (#,  q,  g).     The  intensity  of  the  resulting  force  is 

n  yp  _  ty  +  (Q  _'  ^y  +  (,-_  ^jt . 

In  the  case  of  equlibriuin, 

d*  =  t'?     q  =  u,     6  =  v', 

i.  e.  £Äe  central  plane  is  congruent  wifh  the  plane  acted  upon  by  tiic  given 
rotatory  forccs. 

11.    A  rotatory  force, 

(t'yu,v'7  tuv), 

may  be  decomposed  into  three, 

(t'u'v,  t'u'v),    (t'u'v',  t'uv'),    (t'u'v',  /mV)*), 

the  six  coordinates  of  which  are 

0             0         v  —  v      —u'(v  —  v')  t'(v  —  v')                 0 

0        u  —  u         0               v'(u  —  xi)  0             —t'{u  —  u*) 

t  —  t'O             0                       0            —  v'(t-t')  u\t-t'). 

In  adding  these  coordinates,  we  get 

t  —  t',     u  —  u \     v  —  v'9          uv' —  u'v,  vt' —  v't,          tu' —  t'u, 

i.  c.  the  coordinates  of  the  coinposed  given  rotatory  force. 

The  three  axes  of  the  decomposed  rotatory  forces  are  the  inter- 
sections  of  the  plane  acted  upon  by  (t\  u\  v'),  with  the  three  planes 
of  coordinates  XY,  XZ,  YZ}  constituting  a  triangle,  the  angles  of 
which  fall  into  the  three  axes  of  coordinates. 

The  given  rotatory  force  is  thus  decomposed  into  three  equivalent 
ones,  the  intensity  of  which  is 

5ß  cos  v  =  (y  —  /;')  =  3, 
^J  cos p  =  (n  —  ?/')  =  2), 
SßcosA  =  (*  —t')=*  3E. 


In  putting 


yt'*+  u'*  =  - 


r 


yt'*  +  v2  =  -, 

yu'*+V~*  =  1, 
r      '  p 

*)  The  deconiposition  and  recomposition  of  rotatory  forces  acting  upon  a 
given  plane,  as  well  as  of  ordinary  forces  acting  upon  a  given  point,  is  immedia- 
tely  derived  frora  the  principle  of  the  coexistence  of  infinitesimal  movements, 
which  may  be  replaced  by  the  causes  producing  them,  i.  e.  by  forces. 
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r,  q,  p  denote  the  distances  within  the  planes  XY,  XZ,  YZ  of  the 
axes  of  the  decomposed  forces  from  the  origin,  and 

8      V       * 
-  -}    • -f    — 

r         q        p 

represent  the  three  corresponding  moments.  These  moments  do  not 
change  if,  within  the  planes  of  coordinates,  the  axes  of  rotation  revolve 
round  the  origin,  and  especially  become  parallel  to  an  axis  of  coor- 
dinates; —  for  instance,  if  the  corresponding  axis  become  parallel  to 

OY  or  0Z}  is  equivalent  to   one  single  coordinate   — ^ — ,  replacing 

both  former  ones  — u(y  —  v')  and  t'{v  —  v'). 

12.  Any  number  of  rotatory  forces  being  given,  by  decomposing 
each  into  three,  the  axes  of  which  are  confined  within  the  three 
planes  of  coordinates,  and  by  recomposing  again  the  forces  having 
their  axes  in  the  same  plane,  the  following  values  are  obtained  for 
the  intensities  and  the  moments  of  the  three  resulting  new  forces: 


in  putting,  for  brevity, 


EU, 

—  ; 
n 

2®, 

X 

2&, 

*2, 

P 

n 

3 

=  -  -  , 

X 

£$- 

=  ?3. . 

r  q 

In  the  general  case  the  three  resulting  rotatory  forces  constitute,  if 
compounded,  a  (rotatory)  dyname.  In  denoting  the  intensity  of  its 
force  and  moment  by  77  and  P,  we  have 

CSE)'  +  (£g)'  +  {zgy  -  n; 

while  the  ratios 

Z&  :  2JSI) :  2Q  =  cos  l :  cos  m  :  cos  n, 

de       sj)        ft 

27,—  :  27  —  :  27  —  =  cos  a  :  cos  b  :  cos  c 

-p  q  r 

give  the  angles  l,  m,  n  and  a,  b,  c,  made  by  the  axes  of  rotation 

and  the  axes  of  the  moments  with  OX,  OY,  OZ. 

36* 
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If 

cos  l  cos  a  +  cos  m  cos  b  -f-  cos  n  cos  c  =  0, 

tbe  resulting  dyname  degenerates  into  a  inere  rotatory  force  of  given 
intensity  and  position  in  space. 
In  the  case  of  equilibrium 

Zdc  =  0,      Z2)  -  0,      2#  =  0, 

p  '  q  '  r 

If  only  tbe  tbree  last  of  tbese  six  equations  equivalent  to  the  fol- 
lowing  ones, 

«_0,     ^>  =  0,     «8-0, 

are  satisfied,  jt,  x,  p  become  infinite;  accordingly  the  three  axes  of 
the  rotatory  forces  (10)  are,  within  three  planes  of  coordinates,  at  an 
infinite  distance,  and  consequently  the  corresponding  rotatory  move- 
ments  are  replaced  by  translatory  ones;  parallel  to  the  planes  of  coor- 
dinates.  The  three  movements  thus  obtained  give  a  resulting  move- 
ment of  the  same  kind. 

If  only  the  first  three  of  the  six  equations  are  satisfied,  jty  x,  g 
becoming  equal  to  zero;  the  resulting  axis  of  rotätion  passes  through 
the  origin. 

13.  After  this  digression,  by  which  a  füll  analogy  between  or- 
dinary  forces  and  forces  producing  rotätion  is  stated,  we  may  proceed 
l>y  giving  most  succinct  indications  only. 

With  regard  to  rotations  and  forces  producing  them,  we  have  to 
distinguish  two  diiferent  kinds  of  complexes  corresponding  to  their 
different  Systems  of  coordinates.  We  shall  first,  in  making  use  of  the 
coordinates 

t    t\  U    —     U,  V    V',  UV—    UVy  Vt' V'ty  tU     t'Uy 

consider  a  complex  of  rotations,  the  coordinates  of  which  satisfy  the 
equation 

D(t  —  f)  +  E(u  -  u)  +  F(v  —  O 

+  A(uv'—  uv)  +  B(vf—  vt)  +  C(tu  —  t'u)  —  1, 

which,  for  brevity,  may  be  written  thus, 

&  =  H—  1=0. 

In  regarding  t \  u}  v'  as  constant,  any  fixed  plane  traversing 
space  is  the  plane  acted  upon  by  the  rotatory  forces,  and  therefore 
containing  the  axes  of  rotätion.  The  coordinates  of  the  second  planes 
{ty  w,  v)y  by  means  of  which  the  corresponding  rotations  of  the  com- 
plex  are    determined,    remaining    variable,    the    same    equation    repre- 
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senting  the  couiplex  now  represents  a  point,  where  all  second  planes 
meet.     The  equation  of  this  point  may  be  written  thus, 

(D  +  Cu  —  Bv')t 
+  (E  —  Ct'  +  Av')u 
+  (F+Bt'—Au)v 
—  Dt'+  Eu'+  Fv'+  1 ; 

whence  the  following  coordinates  of  the  point  are  obtained, 

_  _  .P  +  Cu'—  Bv* 
X~  D~t'+Eu'+  Fv'+'l' 


{'+  Eu'+  Fv'+ 
F  +  Bt'—  Au 


V  ~  2>Y+  Eu'+  Fv'+  1 ' 


Dt'+  Bu'+  Fv'+  1 

We  shall  call  this  point  the  point  conjugate  to  the  plane 
(*',  u,  v), 

Any  plane  traversing  space  may  be  regarded  as  acted  upon  by  the 
forces  of  tlie  complex,  each  night  line  it  confines,  as  an  axis.  The 
rotation  corresponding  to  each  axis  is  determined  by  a  second  plane, 
traccd  through  the  conjugate  point  and  the  axis. 

The  intensity  Sß  of  each  rotatory  force  is  thus  immediately  given. 

^ß  becomes  infinite   for  all  rotations  the  second  planes  of  which  pass 

through  the   origin.     In  considering  exclusively  rotations  of  this    de- 

scription,  the  six  coordinates  of  which  are  likewise  infinite,  the  equation 

of  the  complex  becomes 

#=0. 

Being  now  homogeneous ,  it  represents  a  linear  complex  of  axes  or 

right  lines,   idcntical  with  the  complex  represented  in  Part  1.  by  the 

equations 

ß  =  0,   or    0>  =  0. 

It  would  be  beyond  the  limits  of  this  paper  to  develope  here  the 
theory  of  linear  complexes  of  rotations.  Let  me  observe  only  that,  in 
taking  for  OZ  the  axis  of  the  complex  H,  which  may  be  regarded 
likewise  as  the  axis  of  the  complex  of  rotations  &,  the  general  equa- 
tion of  the  complex  assumes  the  following  form, 

v  —  v'+  x(tu' — t'u)  —  XX, 

in  denoting  by   x   and  x'  two  constants,  and   may  in  retaining  the 
former  notation  be  written  thus, 

5ß  (cos  v  -\-  x-  ^pj  =  XX  . 
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There  are  amongst  the  rotations  of  the  complex  such  transformed 
into  translations.    They  will  be  determined  in  putting  d  =  oo,  whence 

*ß  cosi/  =  xx'. 

14.  The  congruent  rotations  of  any  two  complexes, 

®  _  0,     ®'=  0, 

constitute  a  congruency  of  rotations.  Any  plane  being  given,  there  is 
in  each  complex  a  point  conjugate  to  the  plane;  the  line  joining  both 
points  may  be  called  conjugate  in  the  congruency  to  the  given  plane. 
Each  plane  passing  through  the  conjugate  line  intersects  the  given 
plane  along  an  axis  of  rotation.  Therefore  all  axes  within  the  plane 
meet  in  the  sante  point}  where  it  is  intersected  by  its  conjugate  line. 
Among  the  axes  there  is  one  confined  in  the  plane  passing  through 
the  origin;  in  the  corresponding  rotation  Sß  becomes  infinite.  Again, 
there  is  one  rotation  transformed  into  a  displacement  parallel  to  the 
given  plane. 

In  aecordance  with  these  results,  the  equation 

derived  from  the  preceding  ones  by  eliminating  their  constant  term, 
represents  a  linear  complex  of  axes. 

15.  The  congruent  rotations  of  three  complexes, 

0  =  0,     ®'=  0,     <§>"=0, 

constitute  a  double  congruency  of  rotations.  Any  plane  traversing  space 
being  given,  there  is  another  plane  passing  through  the  three  points 
conjugate  in  the  three  complexes  to  the  given  one.  This  plane  may 
be  called  conjugate  in  the  double  congruency  to  tJte  given  plane.  There  is 
within  the  given  plane  one  Single  axis  of  rotation  eoineiding  with  the 
intersection  of  both  planes,  that  given,  and  its  conjugate  one. 

The  axes  of  rotation  belonging  to  a  double  congruency  constitute 
a  linear  congruency  of  right  lines,  represented  by 

&  —  ®'=  0,     ®  —  <§>"=  0, 
and  consequently  meet  two  fixed  lines. 

16.  The  axes  of  the  congruent  rotations  of  four  complexes  are 
directed  along  the  generatrices  of  a  hyperboloid.  Hence  we  conclude 
that  all  axes  of  rotation  are  confined  within  the  tangent  planes  of  the 
hyperboloid.  Such  a  plane  being  given,  its  four  conjugate  points  in 
the  four  complexes  are  within  the  same  conjugate  plane,  intersecting 
the  given  tangent  plane  along  the  axis  of  rotation  which  it  contains. 
There  is  within  the  given  tangent  plane  a  line  of  the  other  gen  erat  ion 
of  the  hyperboloid.    When  the  tangent  plane  revolves  round  this  line, 
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the  corresponding  axis  of  rotation,  in  revolving  simultaneously,  in 
all  its  positions  intersects  the  line  in  a  point  which  describes  it, 
while  the  axis  of  rotation  describes  the  hyperboloid. 

17.  There  are  two  rotation s  coincident  in  five  complexes. 

18.  The  second  kind  of  complexes  of  rotations  is  represented  by 
the  equation 

DI  +  Ef)  +  FQ  +  AÜ  +  BW  +  C91  —  1, 

in  regarding  3E,  ?),  3;2,  ÜK,  9t,  involving  the  condition 

2X  +  3R?)  + 913  =  0, 

as  variable  coordinates.  All  discussions  regarding  the  new  complexes 
are  analogous  to  former  ones. 

10.  In  not  admitting  the  last  equation  of  condition,  the  complex 
of  rotations  of  the  second  kind  is  replaced  by  a  complex  of  (rotatory) 
dynames. 

III. 

From  the  notions  developed  in  Parts  I.  and  IL  we  immediately 
obtain  two  general  theorems,  constituting  the  base  of  statics.  In  a 
similar  way,  as  d'Alembert's  principle  is  derived  from  the  „prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,"  both  theorems  may  be  transformed  into 
fundamental  theorems  of  mechanics. 

Any  forces  acting  upon  a  rigid  body  may  be  resolved  into  forces 
producing  translation  and  forces  producing  rotation.  In  the  case  of 
tquilibrium,  neither  a  translatory  nor  a  rotatory  movement  takes 
place,  i.  e.  the  resulting  forces  of  both  kinds  become  equal  to  zero. 

In  denoting  the  ordinary  forces  by 

(x'9  y',  *',    x,  y,  z)y 

the  rotatory  forces  by 

(*',  u,  v,     t,  u,  v), 

the  equations  of  equilibrium  are 

Z(x  —  x')-0,    £(y-y')  =  0,    Z(z-z')  =  0, 
E{t  —  t' )  =  0,     £(u  —  h)  =  0,     £(v  -  v)  —  0. 

In  putting,  n  being  the  number  of  forces, 

Zx'~  ng',  2y=^  ny,  22$'=  n%\ 
Et—znl,  £y=EEnfi9  E8  =  nt>  , 
2  t'  ==  n&',  £u'=  yiq',  Zv'=  nö', 
ZtE^nft,         HuEF^ng,         2Jv=ntS, 

(%>  Vi  O  an<*  (§>  Vy  £)  are  ^he  centres  of  gravtty  of  the  two  Systems 
of  points  (x'}  y\  z')  and  (x,  y}  z)\  likewise  (#',  g'}  a')  and  (#,  q,  ö) 


37. 

G6om6trie  nouvelle  de  1'espace. 

(Les  Mondes,  Revue  hebdomaire  des  sciences,  Band  13,  S.  79—84.  1867.) 

Supposons  un  nombre  infini  de  lignes  droites  tellement  distribuees 
dans  1'espace,  que  Celles  qui  sont  renfermees  dans  un  plan  donne  quel- 
conque  enveloppent  ime  courbe  de  wme  classe.  II  en  resultera  que 
Celles  de  ces  lignes  droites  qui  passent  par  un  point  donne  quelconque 
constituent  un  cöne  du  nme  ordre  ayant  son  centre  en  ce  point.  En 
effet,  considerons  les  courbes  enveloppees  dans  des  plans  passant  par 
un  axe  pris  arbitrairement;  les  tangentes  ä  ces  courbes  vont  couper 
toutes  l'axe,  qui  ne  sera  pas  coupe  par  les  tangentes  ä  d'autres  courbes 
enveloppees.  Dans  chacun  des  plans 7  n  tangentes  ä  la  courbe  que  ce 
plan  renferme  vont  passer  par  un  point  de  Taxe,  pris  lui-meme  arbi- 
trairement  et  par  consequent  quelconque.  D'oü  Ton  conclut  que  les  n 
tangentes  passant  dans  les  düferents  plans  par  un  meine  point  de  Faxe, 
c'est-ä-dire  par  un  point  quelconque  de  1'espace,  constituent  un  cöne 
de  nm*  ordre. 

«Tai  appele  complexe  (complexus)  de  lignes  droites  du  n™6  degre 
Tensemble  des  lignes  droites  jouissant  de  cette  double  proprietär  1°  les 
lignes  renfermees  dans  un  plan  quelconque  traversant  l'espace  en- 
veloppent dans  ce  plan  une  courbe  de  nme  classe-,  2°  tout  point  de 
l'espace  est  le  centre  d'un  cöne  de  nme  ordre,  engendre  par  les  lignes 
passant  par  ce  point. 

II  resulte  immediatement  de  cette  definition  qu'on  peut  regarder 
egalement  un  complexe  de  lignes  droites  du  nme  degre,  ou  comme  un 
complexe  de  courbes  de  nmo  classe,  dont  chaque  plan  de  l'espace  en 
renferme  une,  ou  comme  un  complexe  de  cönes  de  nme  ordre,  dont 
chaque  point  de  l'espace  est  un  centre. 

On  peut  aller  plus  loin  en  reunissant,  d'une  part,  toutes  les  courbes 
du  complexe  dont  les  plans  passent  par  une  ineme  ligne  droite  quel- 
conque,  de  l'autre,   tous   les  cönes  du  complexe  dont  les  centres  soiit 
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situes  sur  cette  nieme  ligne.  L'on  obtient  ainsi  des  surfaces  tres 
remarquables  que  j'ai  nonimees  surfaces  du  complexe,  engendrees  a  la 
fois  par  des  courbes  de  nmo  classe,  dont  les  plaiis  passent  par  une 
ligne  droite  donnee  quelconque,  et  enveloppees  par  des  cönes  de  nmc 
ordre,  dont  les  centres  sont  situes  sur  cette  meme  ligne  droite. 

Toutes  les  tangentes  ä  la  surface  du  complexe,  qui  appartiennent 
en  meme  temps  au  complexe  lui-meme,  coupent  une  meme  ligne  droite, 
lieu  des  centres  des  cönes  formes  par  ces  tangentes  et  intersection 
commune  des  plans  des  courbes  enveloppees  par  elles.  Cela  revient  ä  dire 
que  cette  ligne  droite  est  une  ligne  n-tuple  de  la  surface.  Un  plan 
quelconque  coupe  cette  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  point 
w-tuple  sur  la  ligne  w-tuple.  A  tout  cöne  circonscrit  a  la  surface, 
correspond  un  plan  w-tuple  passant  par  la  ligne  w-tuple.  Si  le  plan 
secant  passe  par  la  ligne  N-tuple  ou  multiple,  cette  ligne  sera  une  ligne 
w-tuple  de  la  courbe  situee  dans  ce  plan,  comme  eile  est  une  arete 
w-tuple  de  tout  cöne  dont  le  centre  est  situe  sur  eile. 

Toutc  surface  (Tun  complexe  du  nme  degre  est  en  manc  tcmps  de  Vordre 
et  de  la  classe  n2.1) 

Pour  le  prouver,  faisons  remarquer  d'abord  que  Vordre  d'une  sur- 
face est  celui  de  ces  sections  planes.  Celles  de  ces  courbes  dont  les 
plans  passent  par  la  ligne  n-tuple  de  la  surface  sont  de  la  nme  classe 
et  par  consequent  de  l'ordre  w(w  —  1).  Mais  cet' ordre  s'eleve  a  w2  a 
cause  de  la  ligne  w-tuple  conjuguee  ä  la  courbe,  et  qui  n'entre  pas 
dans  la  determination  de  la  courbe  au  moyen  de  ses  tangentes.  C'est 
Fordre  general  des  courbes  d'intersection  et  de  la  surface. 

D'autre  part,  un  cöne  circonscrit,  ayant  son  centre  sur  la  ligne 
w-tuple,  est  du  wme  ordre,  par  consequent  de  la  classe  n(n  —  1);  mais 
ici  encore,  ä  cause  de  Tarete  n-tuple  conjuguee  au  cöne,  la  classe 
s'eleve  ä  n2.  D'ailleurs  la  classe  d'une  surface  est  celle  de  ses  cönes 
circonscrits.  Donc  la  classe,  ainsi  que  Tordre  des  surfaces  d'un  com- 
plexe du  wme  degre,  sont  n2. 

Si  le  complexe  est  du  premier  degre,  les  surfaces  du  complexe 
deviennent  des  lignes  droites;  les  cönes  qui  les  enveloppent  devien- 
nent  ä  leur  tour  des  plans,  et  les  courbes  qui  les  engendrent  des 
points. 

Si  le  complexe  est  du  deuxieme  degre,  ses  surfaces  qui  posse- 
dent  une  ligne  double  sont  du  quatrieme  degre  et  de  la  quatrieme 
classe. 

S41  est  du  quatrieme  ordre,  la  surface  est  coupee  par  la  ligne 
double  en  quatre  points.  Les  quatre  cönes  circonscrits  du  second 
ordre  dont  ces  points  sont  les  centres  degenerent  en  systemes  de  deux 
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plans.     Chacuu  des  plans   touche  la  surface  suivant  uue  courbe  de  la 
deuxieine  classe.2) 

S'il  est  de  la  quatrieme  classe,  la  surface  est  touchee  par  quatre 
plans  passant  par  la  ligne  double.  Dans  ces  quatres  plana  les  courbes 
enveloppees  de  la  deuxieine  classe  degenerent  en  systemes  de  deux 
points.  En  chacun  de  ces  points  singuliers,  la  surface  est  le  centre 
d'un  cöne  du  second  ordre  dont  les  aretes  sont  tangentes  a  la  surface.2) 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  bornerons  aux  complexes  du 
second  degre.  Les  surfaces  de  ces  complexes  sont  faciles  a  construire 
au  moyen  de  Celles  de  leurs  tangents,  des  courbes  d'intersection  et  des 
cones  circonscrits  qui,  en  meme  temps,  sont  lignes,  courbes  et  cönes 
du  complexe.  Ainsi,  par  exemple,  deux  courbes  quelconques  (parmi 
celles  qui  sont  enveloppees  par  les  lignes  du  complexe)  etant  donnees, 
la  surface  passant  par  les  deux  courbes  aura  pour  ligne  double  l'inter- 
section  des  deux  plans  qui  renferment  les  deux  courbes  donnees.  Lorsqu'en 
outre  on  donne  une  ligne  droite  qui  rencontre  la  ligne  double  de  la 
surface,  appartenant  au  complexe  et  touchant  la  surface,  le  cöne  cir- 
conscrit  ä  la  surface,  et  dont  le  centre  coincide  avec  le  point  de  ren- 
contre de  la  ligne  double  et  de  la  ligne  donnee,  est  completement 
determine.  En  efFet,  il  a  pour  aretes,  outre  la  ligne  donnee,  les  deux 
couples  de  tangentes  que  Ton  peut  mener  de  son  centre  aux  deux 
courbes  donnees. 

Lorsque  deux  cones  circonscrits  ä  la  surface  sont  donn£s,  la  ligne 
droite  qui  Joint  leurs  centres  est  la  ligne  double  de  la  surface.  Si 
Ton  donne  en  outre  une  ligne  droite  rencontrant  la  ligne  double  et 
touchant  la  surface,  la  courbe  d'intersection  dans  le  plan  passant  par 
les  deux  lignes  droites,  par  la  ligne  double  et  la  ligne  donnee,  est 
determinee  par  cinq  de  ces  tangentes,  par  la  ligne  donnee,  et  les  deux 
couples  d'aretes  suivant  lesquelles  les  deux  cones  donnes  sont  coupes 
par  le  plan. 

Etant  donnees  deux  lignes  du  complexe  tangentes  ä  la  surface,  et 
en  meme  temps  soit  deux  courbes  du  complexe  appartenant  ä  la  sur- 
face, soit  deux  cones  du  complexe  circonscrits  ä  la  surface,  Ton  ob- 
tient,  d'apres  ce  qui  prec&de,  dans  le  premier  cas,  deux  cones  circon- 
scrits ä  cette  meme  surface,  dans  le  second,  deux  courbes  situees  sur 
eile.  On  a  ainsi,  dans  les  deux  cas,  deux  sections  de  la  surface  et  deux 
cones  circonscrits.  Mais  la  surface  n'est  pas  encore  determinee;  pour 
quelle  le  soit  completement  il  suffit  de  counaitre  une  troisieme  ligne 
du  complexe,  tangente  a  la  surface.  On  obtient  alors  une  troisieme 
section  de  la  surface  et  im  troisieme  cöne  circonscrit. 

Un  plan  quelconque  niene  par  la  ligne  double  de  la  surface  coupe 
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les  trois  cönes  suivant  trois  couples  d'aretes,  tangentes  ä  la  courbe 
dans  le  plan;  d'autre  part,  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  double 
vont  concourir  trois  couples  de  tangentes  a  ces  trois  courbes,  situees 
sur  le  cöne  circonscrit  ä  la  surface  dont  ce  point  est  le  centre. 

Pour  construire  un  complexe  du  deuxieme  degre,  il  suffit  qu'on  con- 
naisse  deux  de  ses  surfaces,  et  Tune  quelconque  de  ses  lignes.  En  effet, 
tout  plan  passant  par  la  ligne  donnee  coupera  les  deux  lignes  doubles 
des  deux  surfaces  en  deux  points,  qui  sont  les  centres  de  deux  cönes 
circonscrits.  Les  quatre  aretes  des  cönes  contenues  dans  le  plan, 
jointes  ä  la  ligne  donnee  qu'il  renferme,  determinent  une  courbe  nou- 
velle du  complexe,  dont  chaque  tangente  peut,  dans  la  construction 
precedente,  remplacer  la  ligne  donnee. 

On  obtiendra  de  meme  le  cöne  du  complexe  dont  un  point  de  la 
ligne  donnee  soit  le  centre,  et  ensuite  le  cöne  dont  le  centre  est  un 
point  quelconque  de  Pespace.  Si,  en  particulier,  le  point  donne  est 
situe  sur  une  ligne  donnee  a  Tinfini,  le  cöne  degenere  en  un  cylindre 
du  second  ordre  forme  par  les  lignes  paralleles  du  complexe. 

Avant  d 'aller  plus  loin,  je  ferai  une  Observation  generale.  Une 
courbe  plane  est  determinee  dans  son  plan  ou  par  ses  points,  ou  par 
ses  tangentes,  en  nombre  infini  (<x>);  une  surface  Test  ou  par  ses 
points,  ou  par  ses  plans  tangents  en  nombre  infini  (oo2);  un  complexe 
enfin  par  ses  lignes  droites  en  nombre  infini  (oo8). 

La  double  maniere  de  determiner  une  courbe  dans  son  plan,  une 
surface  dans  Fespace,  constitue  le  principe  de  reciprocite.  Dans  les 
complexes,  le  meme  principe  se  presente  sous  un  aspect  different. 
C'est  la  ligne  droite  elle-meme,  prise  comme  element  de  1'espace,  qui  a 
une  signification  double.  En  effet,  eile  peut  etre  consideree  comme  un 
rayon  decrit  par  un  point,  ou  comme  un  axe  enveloppe  par  un  plan 
tournant.  De  la  resulte,  dans  la  theorie  des  complexes,  une  symetrie 
qui  n'existe  pas  dans  la  theorie  des  courbes  et  des  surfaces. 

En  nous  restreignant  au  second  degre,  une  courbe  plane  est 
determinee  ou  par  deux  couples  de  points  et  un  cinquifeme  point,  ou 
par  deux  couples  de  tangentes  et  une  cinquieme  tangente.  Dans  la 
determination  des  surfaces,  les  deux  couples  de  points  sont  remplaces 
par  deux  coniques  auxquelles  se  Joint  un  point,  les  deux  couples  de 
tangentes  par  deux  cönes  circonscrits  auxquels  se  Joint  un  plan  tangent 
a  la  surface. 

Dans  la  determination  des  complexes,  ces]  deux  coniques,  ainsi 
que  les  deux  cönes  sont  remplaces  par  deux  surfaces  du  complexe, 
auxquelles  se  Joint  une  de  ses  lignes  droites. 

Les  surfaces  du  complexe,  d*une  immense  variete  des  formes,  sont 
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tres-faciles  ä  construire  et  a  discuter.     Je  n'etablirai  qu'une  seule  de 
leurs  proprietes  generales. 

Considerons  un  plan  quelconque,  passant  par  la  ligne  double  de 
la  surface  et  Tun  quelconque  des  poiuts  de  cette  meme  ligne.  Ce  point 
est  le  centre  d'un  cöne  circonscrit  dont  deux  aretes  touchent  la  courbe 
dans  le  plan.  11  en  resulte  que  le  plan  polaire  de  la  ligne  double, 
par  rapport  au  cöne,  passe  par  le  pole  de  la  meme  ligne  par  rapport 
ä  la  courbe.  Le  cöne  change,  si  son  centre  se  meut  sur  la  ligne 
double,  la  courbe  change  si  son  plan  tourne  autour  d'elle;  mais  quel 
que  soit  le  cöne,  quelle  que  soit  la  courbe,  le  plan  polaire  du  cöne 
passe  toujours  par  le  pole  de  la  courbe.     Ainsi: 

En  faisant  tourner  une  courbe  d'un  complexe  autour  d'un  axe  quel- 
conque, situe  dans  son  plan,  la  courbe  variable  engendre  une  surface  du 
complexe,  tandis  que  le  pole  de  Vaxe  (devenant  ligne  double  de  la  sur- 
face) par  rapport  ä  la  courbe,  decrit  une  ligne  droite.  La  meme  ligne 
droite  est  envehppee  par  le  plan  polaire  de  Vaxe,  par  rapport  ä  un  cöne 
variable,  circonscrit  ä  la  surface,  dont  le  centre  se  meut  sur  Vaxe,  ligne 
double  de  la  surface. 

Jai  appele  la  ligne  droite,  lieu  des  pöles,  et  renveloppee  des  plans 
polaires  la  ligne  polaire  de  la  surface. 

En  prenant  pour  la  ligne  double  de  la  surface  une  ligne  meme 
du  complexe,  eile  devient  sa  propre  polaire,  de  maniere  qu'elle  est 
touchee  par  toutes  les  courbes  du  complexe,  et  que  tous  les  cönes  cir- 
conscrits  se  coupent  suivant  eile. 

En  faisant  passer  la  polaire  ä  l'infini,  Ton  obtient  un  autre  genre 
de  surfaces  de  complexes  particuliers.  Les  courbes  du  complexe,  par 
lesquelles  eile  est  engendree,  sont  dans  des  plans  paralleles  entre  eux, 
les  cönes  du  complexe  circonscrits  ä  la  surface,  degenerent  en  cylindres 
dont  les  axes  sont  dans  les  plans  paralleles  des  courbes. 

Ainsi,  dans  un  complexe  du  second  degre,  ä  tout  Systeme  de  plans 
paralleles  correspond  une  ligne  droite  unique,  que  j'ai  appelee  le  diamlirc 
conjugue  du  Systeme  de  plans  paralleles.  Tout  Systeme  de  plans  paral- 
leles a  son  diametre  conjugue. 

«Fajoute  que  la  direction  des  diametres  conjugues  est  determinee 
au  moyen  d'une  surface  du  second  degre.  II  en  resulte,  immediatement, 
qu'un  complexe,  de  meme  qu'une  surface  du  second  degre,  a  un  nonibre 
infini  de  trois  diametres  conjugues,  et  en  particulier  un  Systeme  de 
trois  axes.  Mais,  en  general,  les  trois  diametres  conjugues  ne  se  cou- 
pent pas,  ce  sont  trois  aretes  d'un  parallelepipede ,  determine  par  enx; 
les  trois  aretes  paralleles  et  opposes  du  meme  parallelepipede  sont  les 
axes  de  trois  cylinders   conjugues.  formes  par  les  lignes  du  complexe. 
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Je  me  propose  de  publier  prochainement  un  traite  des  complexes 
du  second  degre,  analogue  au  traite  des  courbes  et  des  surfaces  de  ce 
meme  degre.  Je  me  sers  de  la  methode  analytique  dont  j'ai  donne 
les  principes  fondamentaux  dans  deux  memoires,  que  la  Societe  Royale 
de  Londres  a  bien  voulu  inserer  dans  ses  Transactions.  L'on  trou- 
vera  dans  ces  memes  memoires,  la  theorie  du  complexe  du  premier 
degr£;  celle  des  lignes  congruentes  dans  deux  de  ces  complexes,  qui 
tout  vont  passer  par  deux  lignes  fixes;  celle  des  lignes  congruentes  ä 
trois  complexes,  constituant  une  surface  reglee  du  second  degre.  Ils 
contiennent  en  outre  l'application  ä  la  double  refraction,  ä  des  con- 
sid£rations  geometriques  et  generales  et  tout  particulierement  ä  des 
yues  nouvelles  concernant  la  mecanique. 

En  redigeant  Texpose  succint  qui  precede,  j'ai  donne  pour  ainsi 
dire  la  traduction  du  procede  analytique  par  lequel,  en  g^ometrie  pure, 
on  resout  les  questions,  qui  fönt  plus  particulierement  ressortir  le  rap- 
port  qui  existe  entre  les  courbes  planes,  les  surfaces,  les  complexes, 
et  l'analogie  des  methodes  de  discussion.  Cette  analogie  est  complete, 
j'en  aurai  pu  rapporter  d'autres  exemples.  Teile  est  la  theorie  du  con- 
tact  des  complexes,  la  determination  du  complexe  du  premier  degre, 
tangent  ä  im  complexe  d'un  degre  superieur  suivant  l'une  de  ses 
lignes  droites,  et  celle  d'un  complexe,  du  premier  degre,  polaire  d'une 
ligne  droite  quelconque  par  rapport  ä  un  complexe  donne  du  second 
degre:  le  tout  emanant  immediatement  de  la  theorie  analytique  et 
generale  que  j'ai  donn£e  dans  le  cas  des  courbes  planes  et  des  sur- 
faces." *) 


*)  [Die  Redaction  der  Zeitschrift  „Les  Mondes"  hat  hieran  folgende  Bemer- 
kung gefügt:  Sous  la  direction  de  M.  Plucker  beauconp  des  surfaces  mentionne'es 
dans  cette  note  ont  ete*  modelees  en  bois  par  M.  Epkens  de  Bonn.  M.  Hempel 
(Quai  des  Grands-Augustins  No.  56)  a  bien  voulu  se  charger  de  fournir  ces  modeles 
conatruits  avec  precision  et  ellgance,  sans  augmentation  de  prix.] 
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construction. 

(Annali  di  matematica,  Band  1,  S.  160—169.  1867.) 

1.    Une   ligne  droite,  qui  dans  Tespace   se   meut   d'une    maniere    -= 

continue,  decrit   une  surface,  dite  reglee.    Pour  determiner  le  mouve 

ment  de    la  ligne  droite ,    il    faut    que  les   quatre    quantites    dont 


position  depend,  soient  donnees  en  fonction  d'une  quatrieme  variable^.  ^, 
par  ex.  du  temps.  Ces  quatre  quantites,  constantes  pour  une  positionci— ai 
donnee  de  la  droite,  mais  variables  d'une  position  ä  une  autre,  onlB"~t 
ete  appelees  par  moi  coordonnees  de  la  ligne  droite.  En  eliminant  le^»e 
teinps,  on  obtient  trois  equations  entre  les  quatre  coordonnees;  ca=—  s 
trois  equations  representent  trois  complexes  de  lignes  droites.  Le^«  s 
droites  dont  les  coordonnees  satisfont  aux  trois  Equations,  appartenanflr—  -t 
ä  la  fois  aux  trois  complexes,  constituent  une  surface  reglee. 

2.  Une  surface   reglee   peut  etre  regardee    comme   la   trajectoir 
d'une    droite    projetee    dans   Tespace    sous   Taction   de   forces   qui   lur~ 
soient   appliquees.      C'est    d'une    maniere    tout-ä-fait   analogue    qu'un 
courbe  gauche  est  la  trajectoire  d'un  point  materiel  attire*  ou  repouss^^^ 
par    des    forces.      La    courbe    gauche    est    Tarete    de    rebroussemenO 
d'une  surface   developpable   qui  peut  etre  considere*e  elle-meme  comm^ 
Tenveloppe    d'un   plan    sur    lequel    agissent    des    forces    rotatoires.  *^ 

Mais  je  laisse  de  cöte  la  question  mecanique,  dont  je  me  propose* 
de  faire  ressortir  plus  tard  la  portee,   et  n'aborde  ici  que  la  question 
geometrique. 

3.  Dans  un  complexe  du  nmo  degre  les  droites  se  groupent  de 
maniere  que  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  point  donne  quel- 
conque   constituent  un   cöne   du  nme  ordre,  et  que  toutes   les   droites 

*)  Fundamental  views  regarding  Mechanics.    (Philos.  Trans.  1866.  pag.  379.) 
[S.  559  dieser  Ausgabe.] 
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comprise8  dans  un  meme  plan  enveloppent  une  courbe  de  la  nme  classe. 
«Tai  appele  ces  cones  et  ces  courbes  cones  et  courbes  du  coniplexe.*) 

En  faisant  tourner  un  plan  autour  d'une  droite  fixe  quelconque,  la 
courbe  du  complexe,  situee  dans  le  plan  mobile,  engendre  une  surface 
qui  en  meme  temps  est  Tenveloppe  du  cöne  du  complexe,  dont  le  sommet 
decrit  la  meme  droite  fixe.  «Tai  appele  la  surface  ainsi  determinee 
une  stirface  du  complexe  et  la  droite  fixe  son  diametre.  La  surface  est 
de  l'ordre  et  de  la  classe  m2;  et  son  diametre  est  une  ligne  multiple 
suivant  le  nombre  n.1) 

4.  La  Classification  des  surfaces  reglees,  d'aprfes  les  degr£s  des 
trois  complexes  auxquels  leurs  generatrices  appartiennent,  est  analogue 
a  la  Classification  des  courbes  gauches  d'apres  les  ordres  des  deux 
surfaces  dont  elles  constituent  l'intersection.  Si  n,  p}  q  sont  les 
degres  des  trois  complexes,  le  Symbole  [»,  .p,  q]  indiquera  l'origine  et 
la  nature  de  la  surface  reglee,  lieu  des  droites  communes  aux  trois 
complexes.  On  prouve  aisement  qu'en  general  le  degre  (ordre  et 
classe)    de   la   surface  est  egal  ä  2npq  (voyez  la  Note). 

Supposons  que  le  degre  de  la  surface  reglee  soit  2N.  Dans  le  cas 
que  le  nombre  N  est  premier,  la  seule  origine  possible  **)  de  la  surface 
est  designee  par  le  Symbole  |  N,  1,  1].  Si  au  contraire  le  nombre  N  n'est 
pas  premier,  l'origine  de  la  surface  ne  sera  plus  unique.  A  chaque  mode 
de  decomposition  du  nombre  N  en  trois  facteurs  correspond  un  mode 
particulier  de  generation.  Ainsi  par  ex.  les  surfaces  r^glees  du  hui- 
ti&me  degr^  peuvent  se  rapporter  a  Tun  ou  ä  Tautre  des  deux  sym- 
boles  [4,  1,  1],  [2,  2,  1].  On  obtient  ainsi  deux  espfeces  de  sur- 
faces reglees  de  nature  trfcs-differente,  selon  qu'on  prend  pour  gene- 
ratrices les  droites  communes,  ou  ä  un  complexe  du  quatrieme  degre 
et  ä  deux  complexes  lineaires,  ou  ä  un  complexe  lineaire  et  a  deux 
complexes  du  deuxifeme  degre. 

5.  J'ai  demontre  ailleurs  que  les  droites  communes  ä  deux  com- 
plexes lineaires  rencontrent  deux  droites  fixes,  que  j'ai  appelees  direc- 
trices,  et  que  vice-versä  toute  droite  appuyee  aux  deux  directrices  appar- 
tient  ä  la  fois  aux  deux  complexes.  Consequemment  la  construction  des 
surfaces  reglees  qui  correspondent  au  symbole  [n,  1,  1]  revient  a  choisir 
parmi  les  droites  d'un  complexe  du  nme  degre  Celles  qui  coupent  deux 
directrices  rec^ilignes  fixes.    On  y  parvient  de  deux  manieres  correlatives. 

*)  Voir  le  Journal  Les  Mondes  10  janvier  1867.     On  a  new  geometry  of 
Space  (Phil.  Trans.  1865,  p.  751).     [Vgl.  S.  498  dieser  Ausgabe.] 

*•)  lei  on  ne  considere  pas  le  cas  d'une  surface  re'glee  qui  ne  soit  pas  le 
Systeme  complet  des  droites  communes  a  trois  complexes:  cas  analogue  u  celui 
d'une  courbe  gauche  qui  ne  soit  pas  l'intersection  cotnplote  de  deux  surfaces. 
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Designons  par  A  et  B  les  deux  directrices.  Qu'on  fasse  passer 
par  A  un  plan,  qui  renfermera  une  courbe  de  la  nme  classe  envelop- 
pee  par  les  droites  du  complexe,  et  qui  coupera  B  en  un  point  unique. 
Menons  par  ce  point  les  n  tangentes  ä  la  courbe.  En  faisant  tourner 
le  plan  autour  de  la  directrice  A,  ces  n  tangentes ,  variables  d'une 
position  du  plan  ä  l'autre  et  appuyees  constamment  ä  Fautre  direc- 
trice B}  engendreront  la  surface  reglee  demandee. 

Qu'on  decrive  le  cöne  du  complexe  dont  un  point  de  A  est  le 
sommet.  Le  cöne  6tant  du  nme  ordre,  n  de  ses  aretes  vont  rencontrer 
B.  Si  le  sommet  du  cöne  variable  decrit  la  directrice  Ay  ces  n  aretes 
appuyees  ä  B  engendreront  la  surface  reglee. 

II  n'y  a  qu'une  seule  ligne  droite  qui  passe  ä  la  fois  par  un 
point  donne  et  par  les  deux  directrices ;  d'oü  Ton  conclut  que  l'ensemble 
des  generatrices  est  le  meme  dans  les  deux  generations,  que  nous  venons 
de  signaler. 

En  remplayant  Tune  par  Fautre  les  deux  directrices  A  et  B,  on 
n'obtient  pas  des  generations  nouvelles  de  la  surface  reglee;  seulement 
l'une  des  deux  generations  se  transforme  dans  Fautre. 

Dans  la  premiere  generation,  chacune  des  droites  du  complexe, 
situees  dans  le  plan  tournant  autour  de  A  et  coupant  B  en  un  seul 
point,  decrit  une  nappe  de  la  surface,  de  maniere  que  celle-ci  se  par- 
tage  en  n  nappes  passant  toutes  par  B.  De  meme  dans  Fautre  gene- 
ration la  meme  surface  se  partage  d'une  maniere  differente  en  n  nap- 
pes, decrites  par  les  n  generatrices  issues  d'un  meme  point  de  A]  c'est- 
ä-dire  que  ces  nouvelles  nappes  se  coupent  suivant  la  directrice -4.  Donc 
les  deux  directrices  sont  des  lignes  wtuples  pour  la  surface  reglee. 

6.  On  peut  enoncer  ces  modes  de  generation  d'une  maniere  un  peu 
differente,  en  egard  que  la  courbe  du  complexe  situee  dans  un  plan  tour- 
nant autour  de  A  engendre  la  surface  du  complexe  dont  A  est  le  diametre. 

Une  surface  du  complexe  et  une  droite  B  etant  donnee,  menons 
aux  courbes  d'intersection  de  la  surface  avec  les  plans  passant  par  son 
diametre  A  les  tangentes  qui  se  coupent  sur  B.  Toutes  ces  tan- 
gentes appartiennent  a  une  surface  reglee  de  Fespece  fw,  1,  1].  On 
obtient  la  meme  surface  reglee  en  prenant  parmi  les  aretes  des  cönes 
circonscrits  ä  la  surface  du  complexe  et  ayant  leurs  sommets  sur  le 
diametre  A,  Celles  qui  sont  rencontrees   par  la  droite  donnee  B. 

La  surface  reglee  reste  encore  la  meme,  si  Ton  prend  pour  sur- 
face du  complexe  celle  qui  a  pour  diametre  B,  et  pour  droite  donnee 
la  droite  A.  On  conclut  de  lä  que  les  droites  d'un  complexe  du  n™ 
degre  qui  sont  tangentes  ä  la  fois  ä  detix  quelconques  de  ses  surfaces, 
constituent  une  surface  reglee  de  Vespece  [n,  1,1]. 
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7.  On  etablit  aisement  une  propriete  interessante  des  surfaces 
reglees  de  Tespece  [w,  1,  1J.  Tout  hyperboloide  passant  par  les  deux 
directrices  joue,  par  rapport  ä  une  teile  surface,  un  röle  analogue  ä 
celui  du  plan  par  rapport  ä  une  courbe  gauche. 

Par  les  deux  directrices  rectilignes  de  la  surface  reglee  on  peut 
faire  passer  une  infinite  d'hyperbolo'ides,  chacun  d'eux  etant  determint' 
par  une  troisieme  droite  quelconque  qui  ne  rencontre  pas  les  deux 
directrices  donnees.  La  surface  reglee,  dont  Tordre  est  2w,  est  coupee 
par  la  troisieme  droite  en  2n  points.  Par  chacun  de  ces  points  passe 
une  generatrice  unique,  appartenant  ä  la  fois  ä  la  surface  reglee  et  ä 
Thyperboloide;  d'oü  Ton  conclut  que  tout  hyperboloide,  passant  par  les 
deux  directrices  rectilignes  de  la  surface  reglee,  la  coupe  en  outre 
suivant  2n  generatrices. 

Ces  2n  generatrices  forment,  avec  les  deux  directrices,  Tinter- 
section  complete  des  deux  surfaces;  car  chacune  de  ces  dernieres,  etant 
une  ligne  ntuple  pour  la  surface  d'ordre  2w,  represente  n  droites 
(coincidentes)  communes. 

Trois  generatrices  de  la  surface  regime  determinent  un  hyper- 
boloide passant  par  les  deux  directrices.  On  pourra  donc  considerer 
les  hyperboloides  tangents  suivant  une  ou  plusieurs  generatrices,  les 
hyperboloides  osculateurs,  etc.,  de  la  meme  maniere  qu'on  procede  avec 
les  plans  par  rapport  ä  une  courbe  gauche.*) 

8.  Nous  nous  contenterons  d'ajouter  quelques  remarques  par 
rapport  aux  surfaces  reglees  du  quatrieme  degre,  que  Ton  obtient  a 
Faide  des  surfaces  appartenant  ä  des  complexes  du  second  degre.  Une 
cinquantaine  de  ces  surfaces  de  complexe,  dont  on  peut  distinguer 
plus  de  mille  especes  dififerentes,  ont  ete  modelees  en  bois  dur  avec 
soin  et  pr^cision,  par  M.  Epkens  de  Bonn.  Les  modeles  nous  permet- 
tent  de  suivre  avec  l'oeil  la  generation  generale  de&  surfaces  en  question, 
et  de  nous  faire  une  idee  nette  de  leurs  formes.  La  variete  des  sur- 
faces  de  complexe  est  tres-grande;  celle  des  surfaces  reglees  est  poten- 
ti6e  encore  par  les  differentes  positions  qu'une  ligne  droite  peut 
prendre  relativement  a  une  surface  donnee  d'un  complexe  du  deuxieme 
degre. 

9.  La  surface  de  complexe  (ayant  pour  diametre  la  droite  A)  et 
la  droite  B  au  moyen  desquelles  on  construit  la  surface  reglee  se  ren- 
contrent  en  quatre  points  de  sorte  que,  si  ces  points  sont  tous  reels, 


*)  Tont  ceci  subsiste  pour  une  surface  reglee  quelconque  qui  possede  deux 
droites  directrices,  mcme  si  celles-ci  ne  sont  pas  des  lignes  multiples  suivant  le 
meme  nombre. 
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on  obtient  la  droite  B  divisee  en  quatre  Segments,  en  compiant  pour  un 
seul  les  deux  segments  extremes  qui  se  reunissent  ä  Tinfini.  II  y  a 
deux  generatrices  de  la  surface  reglee  issues  de  chaque  point  de  B. 
Si  ce  point  passe  d'un  segment  quelconque  ä  l'un  des  deux  segments 
adiacents,  les  deux  generatrices  deviennent  imaginaires  si  d'abord  elles 
etaient  reelles  et  reciproquement;  c'est-ä-dire  que,  de  deux  segments 
consecutifs,  Tun  est  l'intersection  de  deux  nappes  reelles  de  la  surface 
reglee  et  l'autre  est  Tintersection  de  deux  nappes  imaginaires.  Au 
point  (reel)  de  division  qui  separe  les  deux  Segmentes,  les  deux  gene- 
ratrices se  confondent  en  unc  seule  droite,  suivant  laquelle  la  surface 
reglee  est  touchee  par  un  meme  plan  passant  par  le  diam&tre  A. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  ä  propos  de  B,  ä'applique  egalement 
a  la  droite  A}  qui  est  l'autre  ligne  double  de  la  surface  reglee.  Cette 
surface  a  donc  huit  generatrices  singulieres,  suivant  chacune  desquelles 
le  plan  tangent  est  constant.  Quatre  de  ces  plans  tangents  passest 
par  A\  les  autres  quatre  passent  par  B. 

10.  La  Classification  des  surfaces  reglees  en  question  resulte  ini- 
mediatement  de  la  consideration  des  huit  points  de  division  des  droites 
doubles  A  et  B:  suivant  que  ces  points  sont  tous  ou  en  partie  reels, 
imaginaires,  coincidents.*) 


*)  On  ne  verra  pas  aans  interet  que  la  discussion  des  cas  differents  de  la 
surface  re'gle'e  du  quatrieme  degrd  avec  deux  droites  doubles  A,  B,  peut  etre 
ramenee  a  une  question  tres-simple  de  geometrie  plane.  Les  generatrices  de  la 
surface  coupent  A  et  B  en  deux  series  de  points  correspondants  xy  yt  de  ma- 
niere  qu'ä  chaque  point  x  de  A  correspondent  deux  points  y  de  B  et  de  meme 
ä  chaque  point  y  correspondent  deux  points  x.  Les  points  x  auxquels  correspon- 
dent deux  points  y  coincidents,  et  les  points  y  auxquels  correspondent  deux 
points  x  coincidents  sont  les  points  de  division  des  droites  directrices  A  et  B. 

Soient  maintenant  a,  b  deux  points  quelconques  d'une  courbe  plane  da 
troisieme  ordre  (cubiqud  plane);  X  une  droite  issue  de  a  et  Y  une  droite 
issue  de  b,  tellement  que  ces  droites  se  rencontrent  sur  la  courbe.  Alors  nous 
aurons  deux  faisceaux  de  rayons  con-espondants  A',  Y;  la  loi  de  correspondance  est 
la  meme  que  pour  les  points  .r,  y  ci-devant;  et  la  cubique  sera  le  Heu  du  point 
XYy  ainsi  que  la  surface  re'glee  est  engendre*e  par  la  droite  xy.  Les  droites  X(Y) 
auxquelles  correspondent  deux  droites  Y(X)  coincidentes  sont  evidemment  les 
tangentes  de  la  courbe,  issues  du  point  0(6). 

On  sait  qu'une  cubique  plane  g^n^rale  est  en  un  seul  trait,  ou  en  deux 
traits,  en  tenant  compte  de  la  continuite  par  l'infini.  Si  la  courbe  n'a  qu'un 
seul  trait,  il  n'y  a  que  deux  tangentes  reelles  (et  il  y  en  a  deux  toujours)  qu'on 
peut  mener  par  un  quelconque  de  ses  points.  Ce  cas  correspond  a  celui  oü  les 
directrices  A,  B  de  la  surface  re'glee  ont  chacune  deux  points  rdels  de  division. 
Si  la  cubique  plane  est  compose'e  de  deux  traits,  on  a  une  ovale  et  une  branche 
Serpentine  avec  trois  inflexions.  Les  quatre  tangentes  issues  dun  point  de  la 
courbe  sont  toutes  reelles  ou  toutes  imaginaires  suivant  que  le  point  est  pris  sur 
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Ces  diverses  circonstances  dependent  de  la  position  de  l'une  des 
deux  droites  doubles;  A  ou  B  ,  par  rapport  a  la  surface  du  complexe 
dont  l'autre  est  le  diametre. 

Pour  approfondir  la  question  et  pour  se  faire  une  idee  nette  de 
la  forme  generale  des  surfaces  reglees  en  question,  il  laut  tenir  compte 
des  huit  points  doubles  et  des  "huit  plana  tangents  doubles  des  deux 
surfaces  du  complexe,  dont  A  et  B  sont  les  diametres;  et  particu- 
liferement  des  quatre  droites  qui  passent  par  les  huit  points  doubles 
de  chaque  surface,  pris  deux  ä  deux,  et  qui  rencontrent  le  diametre: 
ainsi  que  des  quatre  intersections  des  huit  plans  doubles,  pris  deux  ä 
deux,  qui  egalement  coupent  le  diametre  de  la  surface. 

11.  Si  la  droite  B  rencontre  le  diametre  A  de  la  surface  du 
complexe,  il  est  evident  que  la  surtace  regime  correspondante,  qui  est 
en  general  du  quatrieme  degre,  se  decompose  dans  le  Systeme  d'un 
cöne  du  deuxieme  ordre,  dont  le  point  (AB)  est  le  sommet,  et  d'une 
courbe  de  la  deuxieme  classe  contenue  dans  le  plan  (AB).  Si  Ton  se 
sert  des  coordonnees  ordinaires  x}  y,  z,  le  cöne  seul,  comme  lieu  de 
second  ordre,  peut  etre  represente  par  une  equation  unique,  tandis  que 
la  courbe  echappe  ä  ce  mode  de  representation.  Au  contraire,  en  se 
servant  des  coordonnees  planaires  t}  u,  v,  la  courbe  seule,  comme 
enveloppe  de  seconde  classe,  peut  etre  repr&ente  par  une  equation. 
Sous  ce  point  de  vue,  il  est  curieux  a  voir  l'equation  de  la  surface 
reglee,  qui  en  general  est  du  quatrieme  degre,  s'abaisser  au  deuxieme; 
parceque,  selon  le  choix  des  coordonnees,  les  traces  du  cöne  ou  de  la 
courbe  disparaissent  de  l'equation.  *) 

12.  Une  surface  quelconque,  etant  touchee  en  un  quelconque  de 
ses  points  par  im  plan,  est  coupee  par  ce  plan  äuivant  une  courbe 


la  branche  Serpentine  ou  sur  l'ovale.  Donc  si  nous  prenons  1°  les  deux  points 
a,  b  sur  la  branche  Serpentine;  2°  les  deux  points  a,  b  sur  l'ovale;  3°  Tun  des 
deux  points  sur  l'ovale  et  l'autre  sur  la  branche  Serpentine,  on  aura  trois  cas 
correspondants  ä  ceux  de  la  surface  r6g\6e  oü  1°  les  directrices  ont  chacune 
quatre  points  re*els  de  division;  2°  les  directrices  n'ont  aucun  point  re*el  de  divi- 
sion;  3°  l'une  des  deux  directrices  a  quatre  points  reels  de  division  et  l'autre 
n'en  a  aucun. 

Voila  les  seuls  cas  genäraux.  II  n'y  a  pas  de  difficulte'  ä  donner  les  cas 
particuliers  qui  correspondent  ä  une  cubique  doue*e  d'un  point  double,  ä  une 
cubique  composee  d'une   droite  et  d'une   conique   etc.2; 

•)  En  effet,  le  premier  membre  de  l'equation  du  quatrieme  degre*,  qui  repre- 
sente (en  coordonnees  ordinaires  ou  planaires)  la  surface  re*gle*e,  se  de*compose, 
sous  l'hypothese  ci-devant,  en  deux  facteurs;  dont  Tun  est  quadratique  et  a  le 
discriminant  nul,  et  l'autre  est  le  carre  d'une  fonction  line*aire.  *) 
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qui  est  du  meme  ordre  de  la  surface  et  est  douee  d'un  point  double, 
co'incidant  avec  le  point  de  contact;  en  d'autres  termes,  deux  branches 
de  la  courbe  d'intersection,  reelles  ou  imaginaires,  se  coupent  en  ce 
point.  Dans  le  cas  des  surfaces  reglees  [2,  1,  1]  (ainsi  que  pour  une 
surface  reglee  quelconque),  l'une  des  deux  branches  de  la  courbe 
d'intersection  avec  un  plan  tangent  deVient  une  droite:  une  generatrice 
de  la  surface.  Gette  droite,  en  se  detachant  de  la  courbe,  lui  fait 
perdre  sa  singularite  au  point  de  contact,  et  reduit  son  ordre  d'une 
unit&  II  n'y  a  qu'un  seul  Systeme  de  generatrices  quoiqu'il  y  ait 
double  mode  de  generation. 

Pour  qu'il  y  ait  deux  systemes  de  generatrices  il  faudrait  que 
tout  plan  tangent  a  la  surface  contint  deux  droites,  situees  sur  eile 
dans  toute  leur  etendue.  Cette  circonstance  n'a  lieu  que  pour  les 
surfaces  du  deuxieme  degre.  Les  surfaces  reglees  d'ordre  plus  eleve  ont 
un  nombre  simpletnent  infini  de  points  (formant  une  ligne  multiple), 
oü  se  croisent  deux  ou  plusieurs  generatrices  rectilignes.  En  un  point 
quelconque  de  la  ligne  multiple,  la  surface  admet  un  nombre  de  plans 
tangents  egal  ä  celui  des  generatrices  qui  s'y  croisent,  et  ces  plans 
tangents  passent  ensemble  par  la  droite  qui  touche  la  ligne  multiple 
au  point  considere.  Deux  des  generatrices  qui  se  rencontrent  deter- 
minent  un  plan  bi tangent;  ce  plan  coupera  en  outre  la  surface  sui- 
vant  une  courbe  passant  par  les  deux  points  de  contact.  Les  autres 
intersections  de  la  courbe  avec  les  deux  generatrices  sont-  autant  de 
points    de    la    ligne    multiple. 

De  meme,  il  y  a  nombre  simplement  infini  de  plans  tangents 
(enveloppant  une  surface  developpable),  dont  chacun  contient  deux  ou 
plusieurs  generatrices  et  touche  la  surface  en  autant  de  points:  un 
pour  chaque  generatrice.  Les  points  de  contact  sont  ranges  en  ligne 
droite:  la  droite  de  contact  de  la  developpable  avec  le  plan  qu'on  con- 
sidere; etc. 

1)3.  Considerons,  par  exemple,  les  surfaces  reglees  qui  correspon- 
dent  au  Symbole  [2,  2,  1J.  Particularisons  encore  en  supposant  que 
le  complexe  lineaire  donne  soit  forme  par  des  droites  appuyees  a  une 
directrice  rectiligne  fixe.  Dans  ce  cas,  il  s'agit  de  choisir  parmi  les 
droites  communes  aux  deux  complexes  donnes  du  second  degre,  celles 
qui  coupent  la  directrice.  Pour  y  parvenir  construisons  les  deux  sur- 
faces, appartenant  aux  deux  complexes  et  uyant  la  directrice  pour  dia- 
metre  cominun.  Un  plan  mene  arbitrairement  par  la  directrice  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  de  deuxieme  classe,  ayaut 
quatre  tangentes  communes;  si  Ton  fait  tourner  ce  plan  autour  de 
la  directrice,   les   quatre   tangentes   communes  aux   deux   courbes  qu'il 
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contient,  engendreront  la  surface  reglee.  D'autre  part,  tout  point  de 
la  directrice  est  le  sommet  copamun  de  deux  cönes  du  second  ordre, 
circonscrits  aux  deux  surfaces  des  complexes:  ces  cönes  se  coupent 
suivant  quatre  aretes,  appartenant  ä  la  fois  aux  deux  complexes.  Si 
le  sommet  se  deplace  sur  la  directrice,  les  quatre  aretes  communes 
aux  deux  cönes  engendreront  la  meme  surface  reglee.  II  resulte  des 
deux  constructions  que  nous  venons  d'indiquer,  que  la  directrice  est 
une  ligne  quadruple  (comme  lieu  et  comme  eveloppe)  et  que  la  sur- 
face rlglee  est  du  huitieme  degre. 

Tout  plan  passant  par  la  ligne  quadruple  coupe  la  surface  reglee 
suivant  quatre  droites.  C'est  un  plan  quadri-tangent,  qui  touche  la 
surface  aux  quatre  points  oü  ces  quatre.  generatrices  rencontrent  la 
directrice.  Ces  quatre  generatrices  se  rencontrent  deux  ä  deux  en  six 
points,  qui,  resultant  de  l'intersection  de  deux  generatrices  non  suc- 
cessives,  sont  des  points  doubles  de  la  surface.  Si  le  plan  tourne 
autour  de  la  directrice,  ces  points  doubles  decriront  une  courbe  nodale 
de  la  surface.  Cette  courbe  est  toujours  reelle,  meme  si  la  surface 
est  imaginaire;  car  les  quatre  generatrices  ont  au  moins  deux  inter- 
sections  reelles. 

Correlativement:  les  quatre  generatrices  issues  d'un  meme  point 
de  la  directrice,  sont  deux  a  deux  dans  six  plans,  dont  chacun  est  un 
plan  bitangent  de  la  surface.  Si  le  point  se  deplace1  sur  la  directrice, 
ces  plans  enveloppent  une  developpable  doublement  circonscrit  ä  la 
surface  regime.  Cette  developpable  est  toujours  reelle,  meme  si  la  sur- 
face reglee  est  imaginaire;  car  deux  au  moins  , des  six  plans  determi- 
n^s  par  les  quatre  generatrices  sont  reels. 

Occupe  que  je  suis  de  preparer  un  traite  sur  les  complexes  du 
deuxieme  degre  (premier  pas  ä  faire  pour  developper  les  principes  ex- 
poses  dans  deux  memoires  inseres  dans  les  Philosophical  Transactions 
pour  1866),  j'en  ai  ete  detourne  un  moment  par  le  beau  travail 
recemment  publie  par  M.  de  la  Gournerie  sur  les  surfaces  reglees.*) 

Le  memoire  qu'on  vient  de  lire  n'est  nullement  le  resume  d'un 
travail  fait,  ce  n'est  qu'un  premier  aper^u  des  developpements  du 
t  n°.  16  des  additional  notes  (premier  memoire  anglais).  Si  je  le  donne 
hors  de  Tordre  naturel  de  mes  travaux,  c'est  surtout  dans  Tespoir  de 
voir  s'associer  ä  moi  d'autres  geometres  dans  des  recherches  que  mes 
propres  forces  ne  suffisent  pas  pour  pousser  ä  bout.     L'origine   et  la 

*)  Recherches  aar  les  surfaces  re'gle'es  tädra^drales  sym^triques,  avec  des 
notes  par  M.  Cayley.  [Compt.  Rend.  de  FAc.  des  Sciences  de  Paris.  Bd.  62,  S.  78 
—82  (1866).] 
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nature  de  cet  ecrit  m'excuseront  de  n'avoir  pas  cite  les  travaux  ante- 
rieurs  sur  le  meme  sujet.  Cependant,  apres  y  ayoir  jet6  xm  coup 
d'oeil,  il  ne  m'est  plus  permis  de  passer  sous  silence  la  theorie  gene- 
rale des  surfaces  reglees,  donnee  par  M.  Cayley  dans  deux  mämoires 
qu'il  a  publies  dans  les  Philosophical  Transactions  pour  1863  et  1864. 
En  laissant  ä  d'autres  le  soin  de  reunir  sous  un  meme  point  de  vue 
les  deux  theories,  dont  le  point  de-depart  est  different,  je  me  felicite 
d'avoir  rencontre  dans  plusieurs  circonstances  cet  illustre  geometre, 
dont  j'admire  la  penetration. 

Note  additionelle. 

En  prenant  r,  s,  6,  q}  pour  coordonnees  d'une   droite,  represen- 
tee  en  coordonnees  ordinaires  par  les  deux  equations: 

x  =  rz  +  q, 

y  =  80  +  O, 

et  en  posant: 

(1)  T6  —  SQ  =  tl, 

,   les  trois  equations 

(2)  an  =  o,  ap  =  o,   aq  —  o 

representent  trois  complexes  du  wme,  pme,  qm*  degr6,  les  trois  symboles 
&n,  SlP}  Slq}  significant   trois  fonctions  de  ces  degres   entre   les   cinc^ 
quantites  r,  s,  q9  tf,  rj,  regardees  comme  variables. 

En    ^liminant   entre   les    quatre   equations    (1)    et   (2)   les    troi^ 
variables  r}  s}  17,  on  obtient  une  equation: 

fdf,  a)  =  0 

du  degre  2npq.  Dans  cette  equation  q  et  6  signifient,  sur  le  plan  x) 
les  coordonnees  du  •  point  oü  ce  plan  est  perce  par  une  droite  quel  - 
conque  commune  aux  complexes  donnes,  c'est-ä-dire  par  une  gene--^ 
ratrice  de  la  surface  reglee,  dont  [n,  p>  q\  est  le  symbole.  Cett^^ 
equation  represente  donc  la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  xy\  et  cett^^ 
trace  est  une  courbe  de  l'ordre  2npq. 

La  classe  d'une  surface  reglee  est  la  meme  que  son  ordre.     Poi 
le  prouver  directement,  prenons  pour  les  equations  de  la  droite: 

t  =  pv  +  it,       u  =  qv  +  x, 
et  posons: 

px  —  qit  =  ca. 

Les  cinq  quantites  p,  q,  x}  7t,  co  remplacent  r,  s9  6}  q,  tj  dans  la 
determination  de  la  droite.  L'on  obtient  pour  representer  la  meme 
surface  reglee  trois  equations  nouvelles: 

(plt  =  ü,     (pp  =  0,     <pq  =  0, 


*  . 
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en  designant  par  <pn,  <pp,  <pq  trois  fonctions  de  p,  q,  n,  x,<o  du  nme,  p 
<f"  ,degr&    En  äliminant  entre  les  quatre  equations  (3)  et  (4)  les  trois 
variables  p,  q}  m,  on  obtient  une  equation: 

F(n,  x)  =  0 

du  degre  2npq.  Dans  cette  equation  %  et  x  signifient  les  deux  coor- 
donnees  t  et  u  d'un  plan,  dont  la  troisieme  coordonnee  v  est  6gal  ä 
zero.  D'oü  Ton  conclut  que  le  cylihdre,  circonscrit  ä  la  surface  reglee, 
dont  Taxe  est  parallele  ä  OZ,  est  de  la  classe  2npq. 

On  ne   saurait   discuter   la   reduction   du  nombre   2npq  sans  la 
discussion  prealable  des  complexes. 


39. 

Anzeige  des  „Systems  der  analytischen  Geometrie4'. 

(Crelle's  Journal,  Band  10,  S.  98—100.  1833.) 

Dans  ce  qu'on  va  lire  je  vais  essayer  de  donner  un  aper<ju 
d'un  ouvrage,  dont  j'ai  con£u  la  premiere  idee  dans  les  moments  de 
loisir  dont  je  jouissais  Pete  dernier  (1832).  Mon  intention  fut  d'abord 
de  le  faire  paraitre  dans  les  premiers  mois  de  1833,  mais  j'ai  du  y 
renoncer,  en  me  soumettant,  pour  le  moment,  ä  une  necessite  impe- 
rieuse  qui  ne  me  pennet  pas  de  donner  le  fini  ä  mon  travail.  J'espere 
cependant  que  la  publication  ne  sera  pas  retardee  trop  longtemps. 

Newton,  par  son  Enumeration  des  lignes  du  troisieme  ordre,  a 
fait  un  immense  pas  dans  la  science  des  courbes,  en  reunissant  sous 
un  meme  point  de  vue  un  grand  nombre  de  courbes,  qui  affectent  des 
formes  tres  differentes.  Euler  en  s'occupant  de  la  meme  matikre 
dans  son  Introduction  reproche  ä  TEnumeration  de»  Newton,  que  le 
nombre  des  especes  pourrait  ä  volonte  etre  augmente.  Aussi  a-t-on 
ajoute  aux  72  especes  de  Newton  quelques  autres.  Mais  Euler  en 
regardant  exclusivenient  les  branches  infinies,  elude  la  difficulte  sans 
l^border.  Les  especes  de  Newton  se  rangen t  naturellement  dans  les 
genres,  en  moins  grand  nombre,  d'Euler;  le  nierite  de  cet  illustre  geo- 
metre  est  d'avoir  expose  une  theorie  generale  et  tres  elegante  des 
branches  infinies.  Le  premier  but  que  je  me  propose,  et  ce  qu'on 
n*a  pas  teilte  jusqu'ici,  c'est  de  traiter  les  courbes  du  troisieme  ordre 
de  maniere  que  le  caractere  de  chaque  espece  particuliere  se  presente 
aussi  nettement  que  cela  a  Heu  par  rapport  aux  sections  coniques. 
Je  vais  indiquer  la  marche  que  je  suis  pour  y  parvenir. 

A  Tequation  generale  du  troisieme  degre  entre  les  deux  variables 
y  et  x  Ton  peut  donner  la  forme  suivante: 

(1)  pqr  +  ^5  =  0, 

en    designant   par    p}  q}  r  et  s   des    fonctions    lineaires    de   la   forme 
(y  -\-  ax  -f»  b)  et  par  /i  un  coefficient  constant.     Deux  des  trois  pre- 
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miferes  de  ces  fonctions  lineaires  peuvent  etre  imaginaires,  mais  leur 
produit  est  toujours  reel.  H  n'y  a  qu'un  seul  cas  d'exception ;  dans  ce 
cas  il  faut  substituer  au  produit,  qr  par  exemple,  une  expression  de 
la  forme:  (q2  —  vr).  Je  prendrai  donc  Fequation  (1)  pour  Fequation 
generale  des  courbes  du  troisieme  ordre. 
Les  quatres  equations  suivantes 

p  =  0,     2  =  0,     r  =  0,     5=0, 

representent  quatre  lignes  droites,  qui  evidemment  ont  un  rapport 
intime  avec  la  courbe  representee  par  Fequation  (1).  En  effet,  cette 
equation-ci  est  satisfaite  si  Ton  pose'simultanement: 

p  =  0    et    5  =  0, 

q  =0    et    s  =  0, 

r  =  0     et    5  =  0, 

ce  qui  fait  voir  que  les  trois  premieres  lignes  droites,  que  je  desig- 
nerai  par  PP,  QQ  et  RR,  ne  rencontrent  la  courbe  chacune  qu'en 
un  seul  point  (les  deux  autres  points  d'interjsection  etant  situes  ä 
Finfini)  qui  se  trouve  sur  la  quatrieme  ligne  droite,  que  je  nommerai 
SS.  Ainsi  la  forme  de  Fequation  (1)  renferme  le  theoreme  connu, 
qu'une  courbe  du  troisieme  ordre  est  coupee  par  ses  trois  asymptotes 
en  trois  points  situes  en  ligne  droite. 

En  partant  de  Fequation  (1),  les  axes  des  y  et  des  x  qui,  etant 
choisis  arbitrairement,  apportent  dans  Fequation  de  la  courbe  des 
relations  tout  a  fait  etrangeres  ä  sa  nature,  sont  remplaces  par  les 
quatres  lignes  droites  PP,  QQ,  RR  et  SS.  Ces  droites  etant  donnees, 
pour  determiner  completement  la  courbe,  il  suffit  de  connaitre  le  coef- 
ficient  (i,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  un  point  quelconque  de  la  courbe. 
Les  differentes  especes  des  courbes  du  troisieme  ordre  dependront  ainsi, 
d'une  part  de  la  position  reciproque  des  quatre  droites  en  question  et 
d'autre  part  de  la  position  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  par 
rapport  a  ces  droites.  Toutefois  en  suivant  la  marche  ainsi  indiquee, 
Ton  rencontre  des  difficultes  inherentes  ä  la  nature  de  la  question. 
Pour  les  surmonter  notre  point  de  vue  doit  etre  la  construction  meme 
de  la  courbe  d'apres  les  donnees  ci-dessus;  car  d  apres  mois,  la  dis- 
cussion  analytique  n'est  ni  elegante  ni  assez  facile,  tant  qu'elle  ne  peut 
etre  suivie  pas  ä  pas  dans  la  construction.  Je  profite  de  cette  occa- 
sion  pour  faire  sentir  Fesprit  de  notre  methode  generale  de  demon- 
stration,  appliquee  a  un  cas  tout  particulier. 

A  Fequation  *  generale  (1)   des    courbes   du   troisifeme   ordre   Fon 
peut  donner  la  forme  suivante: 
(2)  p(qr  +  x)  +  ((is  —  xp)  «=  0, 
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en  designant  par  x  une  quantite  constante  quelconque.  Pour  satisfaire 
ä  cette  equation,  Ton  n'a  qu'ä  poser  simultane ment: 

(3)  qr  +  x    =0 

(4)  (is — xp=0. 

La  premiere  de  ces  deux  equations,  x  restant  indätermine ,  repräsente 
une  hyperbole  quelconque  ayant  deux  asymptotes  de  la  courbe  ä  con- 
struire, savoir  les  droites  Q  Q  et  RR  pour  les  siennes.  L'equation  (4) 
est  celle  d'une  ligne  droite  passant  par  le  point  d'intersection  de  la 
troisieme  asymptote  PP  et  de  la  droite  SS. 

Les  deux  intersections  de  cette  ligne  droite  (4)  et  de  Thyperbole 
(3)  appartiennent  egalement  a  la  courbe  representee  par  Tequation  (1). 
Donc  Tune  de  ces  intersections  etant  donnpe,  Pautre  s'obtient  'immedia- 
tement  par  le  theoreme  generalement  connu,  que  les  deux  intersections 
d'une  ligne  droite  quelconque  avec  une  hyberbole  sont  ä  egales 
distances  de  ses  intersections  avec  les  asymptotes  de  la  courbe.  De 
lä  resulte  un  trace  des  courbes  du  troisieme  ordre  par  points,  extre- 
mement  facile  et  pour  ainsi  dire  le  meme  que  celui  d'une  hyperbole 
dont  un  point  et  les  asymptotes  sont  donnees.  En  effet,  soient  PP} 
QQ  et  RR  les  trois  asymptotes  de  la. courbe  ä  construire,  coupe«s  par 
*  eile  dans  les  trois  points,  p,  q  et  ry  situes  en  ligne  droite,  et  soit  de 
plus  M  un  point  de  la  courbe  egalement  donne.  Menons  pM  rencon- 
trant  QQ  et  RR  resp.  en  A  et  B  et  prenons  sur  cette  droite  M'B  =AM. 
M!  sera  alors  un  nouveau  point  de  la  courbe  ä  construire.  En  combinant 
les  trois  asymptotes  de  maniere  differente,  Ton  obtiendra  tant  de  points 
de  la  courbe  que  Ton  voudra. 

En  general  Ton  peut  determiner  trois  points  differents  de  maniere 
que  chacun  d'eux  occupe  en  meme  temps  le  milieu  de  trois  Segments 
dont  chacun  est  intercepte  par  un  couple  d'asymptotes  sur  la  ligne 
droite  passant  par  le  point  en  question  et  Tintersection  de  la  courbe 
avec  la  troisieme  asymptote.  Dans  un  tel  point  trois  cordes  de  la 
courbe  ä  construire  sont  divisees  en  deux  parties  egales.  Je  Tai 
nomme  centre  de  la  courbe.  Une  courbe  du  troisieme  ordre  a  donc 
en  general  trois  centres.  Les  trois  asymptotes  et  Tun  de  ses  centres 
etant  donnes  Ton  obtient  de  suite  et  lineairement  ses  intersections 
avec  les  trois  asymptotes.  Si  la  courbe  a  un  point  double  (veritable 
point  double  ou  point  conjugue),  ce  point  est  Tun  de  ses  trois 
centres;  si  eile  a  un  point  de  rebroussement,  deux  de  ses  centres  coin- 
cident  avec  ce  point  singulier.  * 

Donc,  en  recapituknt,  pour  distinguer  les  differentes  especes  des 
courbes  du  troisieme  ordre,  Ton  considerera  d'abord  la  position  des  trois 
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asymptotes  (PP,  QQ,  RR)  ou  ce  qui  revient  au  meme,  la  nature 
des  branches  infinies,  et  ensuite,  soit  la  position  de  la  droite  SS,  soit 
celle  des  trois  centres.  Alors  il  ne  restera  plus,  que  d'avoir  egard  ä 
la  position  d'un  seul  point  de  la  courbe.  Ces  dernieres  consid^rations 
indiquerdnt  en  general  trois  courbes,  ayant  «chacune  un  point  double, 
comme  courbes  limites  entre  des  courbes  de  formes  differentes. 

De  l'equation  (1)  on  peut  deduire,  en  op^rant  de  la  meme  maniere 
comme  je  Tai  fait  plus  haut,  d'autres  constructions  non  moins  simples. 
Ces  divers  constructions  avec  des  modifications,  qui  se  presentent  d'elles 
meines,  sont  egalement  applicables  au  cas  od  deux  des  trois  asymptotes 
deviennent  imaginaires  ou  s'eloignent  a  l'infini. 

Enfin  Ton  peut  donner  a  l'equation  generale  du  troisieme  ordre 
d'autres  formes  aussi  simples  que  celle  de  l'equation  (1).  «Ten  citerai 
les  deux  suivantes: 

(5)  pqr  +  f*s2  =  0, 

(6)  pqr  +  pss  =  0. 

De  ces  equations  derivent  immediatement  une  foule  de  proprietes  cu- 
rieuses  des  courbes  en  question,  et  une  serie  de  constructions  *  gene- 
rales  et  faciles  de  ces  courbes,  qui  ne  le  cedent  en  rien  ä  Celles  qu'on 
deduit  de  l'equation  (1).  Je  me  contenterai  d'enoncer  les  deux  the- 
oremes  suivants,  qui  resultent  de  la  forme  meme  de  ces  equations. 

II  y  a  en  general  quatre  tangentes  ä  une  courbe  du  troisieme  ordre 
paralleles  ä  Vune  de  ses  asymptotes,  de  maniere  qu'on  obtient  douze  tan- 
gentes paralleles  aux  trois  asymptotes.  Les  douze  points  de  contact  sur 
ces  tangentes  sont  situes,  irois  ä  trois ,  sur  seize  droites,  dont  quatre  pas- 
sent  par  chaque  point. 

Une  courbe  du  troisieme  ordre  a  trois  points  d'inflexion  situes  en 
ligne  droite. 

Ce  derniere  theorfeme  est  connu;  le  premier  peut  etre  generalise, 
en  substituant  aux  asymptotes  des  tangentes. 

L'etat  actuel  de  la  science  exige  qu'a  cöte  de  l'enumeration  des 
courbes  du  troisieme  ordre  soit  placee  celle  des  courbes  de  la  meme 
classe.  Dans  cette  partie  de  mon  travail  je  me  trouve  sur  un  terrain 
tout-ä-fait  nouveau.  «Tai  adopte  avec  empressement  la  nouvelle  Classi- 
fication des  courbes  d'apres  le  nombre  des  tangentes  issues  d'un  meme 
point.  En  exprimant  les  courbes  d'une  classe  quelconque  par  des  equations, 
je  leur  ai  donne,  pour  ainsi  dire,  une  existence  analytique  et  indepen- 
dante  d'autres  courbes.  Leur  theorie  analytique  est  absolument  la 
m§me  que  celle  des  courbes  du  meme  ordre.  Mais  Interpretation 
»geom&rique  des  expressions  analytiques  ayant  changee,   des  conside- 
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rations  nouvelles  sont  exigees.  Aussi  ai-je  rejete  l'£numeration  des 
courbes  de  la  troisieme  classe,  qui  d'apres  le  principe  de  reciprocite 
(dualit£)  repondrait  ä  celle  que  j'ai  exposee  plus  haut.  Je  Tai  rem- 
placee  par  une  autre,  relative  a  la  position  des  trois  points  de  re- 
broussement  d'une  teile  courbe  et  du  point  d'intersection  commune  des 
trois  tangentes  en  ces  points*,  je  Tai  fondee,  en  d'autres  termes  non 
sur  une  equation  de  la  forme  (1)  mais  de  la  forme  (6). 

Oe  n'est  qu'apres  avoir  tire  de  l'analyse,  tant  qu'il  etait  dans 
mon  pouvoir,  tous  les  resultats,  relatifs  aux  courbes  du  troisieme 
ordre  et  de  la  troisieme  classe  et  remarquables  par  leur  simplicite,  quel- 
quefois  inattendue;  que  je  m'eleve  a  la  discussion  generale  des  courbes 
algebriques.  Je  la  passe  sous  silence  ici  en  me  reservant  de  pre- 
senter  dans  ce  Journal  une  serie  de  resultats  generaux. 

Toutes  les  recher ches  dont  il  a  e*te  question  jusqu'ici,  rentrent, 
au  fond,  dans  les  metbodes  exposees  dans  les  deux  volumes  de  mes 
„Developpements",  quel  perfectionnement  d'ailleurs  qu'aient  obtenu  ces 
methodes.  Mais  ces  memes  recherches  m'ont  suggere  des  idees,  qui  me 
fönt  regarder  la  geometrie  analytique  sous  une  face  nouvelle.  Je  n'en 
dirai  rien  ici,  la  bienvaillance  de  Fediteur  accordera  quelques  pages  da 
cahier  prochain  ä  une  analyse  rapide  de  cette  partie  de  mon  travail, 
ä  laquelle  je  rattache  le  plus  d'interät. 

C'est  eile,   qui  m'a  permis  de   mettre  a  la  tete  de   Touvrage  ä 
publier:  „Systeme  de  geometrie  analytique "'. 


An  merkungen. 


Die  Plück  er  "sehen  Arbeiten,  die  in  diesem  Theil  der  Gesammtausgabe  zum 
Abdruck  gelangen,  enthalten  an  den  Stellen,  an  denen  sie  zuerst  erschienen 
sind,  sowohl  im  Text  als  auch  in  den  Formeln  mannigfache  Druckfehler  und 
Ungenauigkeiten.  Vielleicht  rühren  sie  daher,  dass  Plücker  eine  Correctur  . 
im  Allgemeinen  nicht  gelesen  hat.  In  den  meisten  Fallen  lassen  sie  sich  ohne 
weiteres  als  directe  Druck-  oder  Schreibfehler  erkennen,  vielfach  liegt  auch  die 
Möglichkeit  vor,  dass  sie  sich  bereits  im  Manu  Script  vorfanden.  In  allen  den- 
jenigen Fallen,  wo  es  sich  augenscheinlich  um  Nachlässigkeiten  oder  geringfügige 
Rechenfehler  handelt,  habe  ich  den  Text  ohne  weitere  Angabe  corrigirt,  z.  B. 
immer  dann,  wenn  auf  unrichtige  Formeln  richtige  Resultate  folgen.  Ich  bin 
dabei  von  der  Erwägung  ausgegangen,  dass  es  sich  bei  einer  Ausgabe  wie  der 
vorliegenden  weniger  um  die  philologische  Correctheit  und  um  die  genaue  Wieder- 
gabe der  Originaldrucke  handeln  kann,  als  vielmehr  darum,  die  Plücker  "sehen 
Arbeiten  in  einer  Form  darzubieten,  in  der  es  dem  Leser  erspart  ist,  alle  die 
genannten  Versehen  erst  selber  als  solche  zu  erkennen  und  zu  corrigiren. 

Anders  habe  ich  mich  in  Bezug  auf  solche  der  Correctur  bedürftige  Stellen 
verhalten,  die  sich  nicht  mehr  als  derartige  Nachlässigkeiten  auffassen  lassen.  Je 
nach  der  Wichtigkeit,  die  ich  den  bezüglichen  Behauptungen  glaubte  beilegen  zu 
müssen,  habe  ich  sie  entweder  unverändert  abgedruckt,  oder  aber  unter  Hinweis 
auf  eine  der  nachfolgenden  Anmerkungen  verbessert;  übrigens  finden  sich  alle 
diese  Versehen  in  den  Anmerkungen  erörtert.  Ich  habe  sämmtliche  vorstehenden 
Abhandlungen  einer  genauen  Controlle  unterzogen,  und  glaube,  dass  es  mir  gelungen 
ist,  sie  als  in  diesem  Sinne  correct  darzubieten. 

1.    Generalem  analyseos  appliccUionem  etc. 

1)  S.  1.  Diese  Abhandlung,  die  in  Bonn  im  Jahre  1824  gedruckt  worden  ist, 
ist  von  Clebsch  in  seiner  Gedächtnissrede  auf  Plücker  irrthümlich  als  Habili- 
tationsschrift bezeichnet  worden;  sie  ist  aber  die  Dissertation.  Plücker  ist  am 
81.  August  1823  in  Marburg  promovirt  worden,  und  zwar  in  absentia;  er  befand 
sich  zur  damaligen  Zeit  in  Paris.    Eine  Habilitationsschrift  existirt  nicht. 

Die  Figuren  habe  ich  genau  so  wiedergegeben,  wie  sie  im  Original  stehen, 
obwohl  die  beiden  letzten  nicht  correct  sind.  Die  parabolischen  Curven  y  =  axn, 
die  sie  darstellen,  haben  nämlich  für  ungerades  n  im  Anfangspunkt  einen  Wende- 
punkt; Plücker  hat  ihnen  aber  sämmtlich  die  Gestalt  einer  gewöhnlichen  Parabel 
gegeben.    Für  die  Entwickelungen  der  Dissertation  ist  dies  übrigens  belanglos. 
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2.    Theoremes  et  pröblemes  sur  les  contacis  des  sections  coniques. 

1)  S.  43.  Diese  Abhandlung  ist  so  abgedruckt  worden ,  wie  sie  in  den  von 
Gergonne  herausgegebenen  Annales  de  Mathämatiques  erschienen  ist.  Sie 
entspricht  jedoch  keineswegs  dem  Plücker 'sehen  Manuseript;  vielmehr  hat  sie 
Gergonne,  ehe  er  sie  zum  Druck  übergab,  einer  einschneidenden  Umänderung  unter- 
zogen. Plücker  selbst  spricht  sich  hierüber  dahin  aus,  „der  von  ihm  eingesandte 
Aufsatz  sei  erst  gedruckt  worden,  nachdem  er  zuvor  getheilt  und  in  eine  so  ganz 
verschiedene  Form  gegossen  worden  war,  dass  er  selbst  den  ersten  Theil  später 
nur  wiedererkannte,  weil  sein  Name  an  der  Spitze  desselben  stand/1*)  Der  be- 
zügliche zweite  Theil  ist  die  dritte  Abhandlung  dieses  Bandes. 

Insbesondere  stammt  von  Gergonne  die  dualistische  Gegenüberstellung  der 
Resultate,  sowie  der  Hinweis,  dass  die  von  Plücker  behandelten  Aufgaben 
bereits  in  Poncelet's  Traiti  des  propriites  projectives  des  figures  eine  Lösung 
gefunden  hatten.  Das  Plücker 'sehe  erste  Lemma  ist  nämlich  ein  specieller  Fall 
eines  im  §  403  des  Tratte  enthaltenen  allgemeinen  Satzes,  der  sich  auf  Sätze 
über  perspectiv  liegende  Figuren  stützt;  die  meisten  PI ück ergeben  Construc- 
tionen  sind  sogar  mit  denen  Poncelet's  identisch,  dies  tritt  nämlich  immer  ein, 
wenn  das  Perspectivitätscentrum  Poncelet's  in  einen  Berührungspunkt  beider 
Kegelschnitte  gelegt  wird.  (Vgl.  besonders  §§  305 — 326  des  Traite\)  Hierzu  ge- 
hört auch  der  am  Ende  der  dritten  Abhandlung  abgeleitete  Satz,  sowie  die  aus 
ihm  fliessende  Construction. 

Da  Gergonne  der  Umänderung  des  Plücker'schen  Manuscripts,  die  er  in 
seiner  Eigenschaft  als  Bedacteur  vorgenommen  hatte,  keinerlei  Erwähnung  that, 
so  entstand  bei  Poncelet  die  Meinung,  Plücker  habe  am  Traite*  ein  Plagiat 
begangen,  während  Plücker  von  dem  Traue*  damals  nur  dem  Namen  nach 
Eenntniss  hatte.**)  Dies  gab  die  Veranlassung  zu  einer  Polemik,  deren  Ton 
durch  den  gerade  damals  heftigen  Zwist  zwischen  Gergonne  und  Poncelet 
verschärft  wurde  und  von  der  ich  das  wesentliche  hier  folgen  lasse. 

Die  erste  —  an  Gergonne  gerichtete  —  Reclamation  Poncelet's  lautet, 
so  weit  sie  sich  auf  Plücker  bezieht,  wie  folgt***): 

„Permettez-moi,  Monsieur,  de  profiter  de  l'occasion  de  cette  notice  pour  vous 
adresser  quelques  re*clamations  relatives  ä  des  articles  insere's  re*cemment  dans 
les  Annale»  de  Mathematiques." 

„M.  le  docteur  Plücker  a  donn3  (tom.  XVII,  pag.  37  et  69)  divers  pröblemes 
et  the*oremes  sur  les  contacts  des  sections  coniques,  fort  intäressants  en  eux- 
memes,  mais  dont.  ce  me  semble,  il  aurait  du  citer  plus  scrupuleusement  les 
auteurs.  Par  exemple,  le  the'oreme  e*nonce  au  bas  de  la  page  71  f),  et  la  con- 
struction qui  en  de*rive  pour  le  cercle  osculateur  des  sections  coniques,  sont,  ai 
je  ne  me  trompe,  bien  les  memes  que  le  the'oreme  du  n°.  336  du  Traite  des  pro- 
prietees  projectives,  et  que  la  Solution  donne*e#  au  n°.  4Q5  de  cet  ouvrage;  le  theo- 
reme  du  n°.  404  dont  eile  a  £te*  de*duite,  est  meme  plus  gen^ral  que  celui  de 
M.  Plücker,  quoiqu'il  soit  encore  un  cas  particulier  de  l'enonce*  du  n°.  403 
qui,  en  observant  que  le  Systeme  de  deux  droites  peut  etre  considere*  com  nie  une 


*)  Analytisch-geometrische  Entwicklungen,  Bd.  II,  Vorrede,  S.  VI. 
**)  Plücker  hat  den  Traite*  erst  gelesen,  nachdem  bereits  der  erste  Band 
seiner  Entwicklungen  erschienen  war. 

***)  Gergonne's  Annales  de  Math.  Bd.  18.  S.  145. 
-j-)  Vgl    S.  62  dieser  Ausgabe. 


Anmerkungen.  593 

8ection  conique,  comprend  aussi  les  lemmes  et  the*oremes  fondamentaux  du  me- 
moire ä  deux  colonnes,  inse*re"  ä  la  pag.  37  du  tome  cito  des  Annales.  Que  Ton 
compare  egalement  les  autres  the*oremes  de  ce  memoire  et  les  Solutions  de  pro- 
blemes qu'il  renferme  sur  les  contacts  des  sections  coniques,  avec  ce  qui  a  6t6 
dit  n°.  297  ou  326  du  Tratte  des  proprietcs  projectives,  et  specialement  du  n°.  318 
au  n°.  326;  que  Ton  compare  enfin  les  figures  41,  42  et  43  de  cet  ouvrage,  qui 
sont  relatives  ä  des  exemples  particuliers  avec  Celles  qui  reaultent  de  plusieurs 
des  e*nonces  de  M.  Plücker,  et  Ton  trouvera  que  ce  geometre  n'a  pas  eu  beau- 
coup  de  difficulte'  a  re faire,  en  partant  des  belles  proprie'te's  de  Pascal  et  de 
Brianchon,  sur  les  hexagones  inscrits  et  circonscrits  aux  coniques,  les  de*mon- 
strations  des  the'oremes  et  des  problemes  contenus  dans  son  memoire  sur  les 
contacts  de  ces  courbes.  Je  dirai  meme  plus,  c'est  que  les  endroits  cite's  du 
Tratte  des  proprietes  projectives,  malgre'  leur  laconisme,  indiquent  des  Solutions 
plus  genärales,  plus  directes  et  plus  completes  des  problemes  en  question,  puis- 
qu'elles  permettent  de  trouver,  au  mojen  de  la  section  conique  donne*e,  tout  ce 
qui  appartient  ä  celle  qu'on  cherche;  par  exemple,  son  centre,  ses  axes  et  dia- 
metres,  ses  intersections  avec  une  droite  donnäe,  ses  tangentes  partant  d'un 
point  e*galement  donnä,  ect.  (Voy.  les  n°.  302  et  suiv.,  328  et  suiv.  de  l'ouvrage 
cite\) 

M.  le  docteur  Plücker  a  bien  voulu  rappeler,  dans  une  note  de  la  pag. 
52  de  son  memoire  que  j'avais  erionce*  {Annales,  tom.  VIII)  la  construction  de  la 
section  conique  osculatrice  du  second  ordre,  en  un  point  donne*  d'une  autre  sec- 
tion conique,  mais  sans  en  donner  la  demonstration.  Je  crois  ä  propos  de  remar- 
quer  que  la  construction  dont  il  s'agit  est  uniquement  relative  au  contact  du  troi- 
sieme  ordre,  et  qu'elle  a  e*te*  justifie*e  completement,  ainsi  que  beaucoup  df autres, 
dan»  les  endroits  cite's  du  Tratte  des  propridtes  projectives  que  M.  Plücker  con- 
nait  sans  doute  et  qu'il  aurait  pu  citer,  comme  il  l'a  fait  a  l'occasion  de  la  con- 
struction particuliere  dont  il  s'agit. 

11  me  semble  d'ailleurs  que,  s'il  est  louable  de  dävelopper,  dans  des  articles 
sp£ciaux,  les  the'ories  qui  n'ont  pu  l'etre  en  detail  dans  les  ouvrages  qui  em- 
brassent  un  grand  nombre  de  sujets  divers,  on  n'est  pas  pour  cela  dispense",  en 
aucune  maniere,  d'indiquer  les  sources  oü  on  a  puise"  ses  principes  et  ses  moyens 
de  Solution. 

Quant  ä  l'usage  de  mettre  en  deux  colonnes  les  propositions  de  la  gäome- 
trie  de  la  regle,  il  me  semble  que  c'est  un  double  emploi  tres  •  penible,  peu  mo- 
tive*  quant  aux  dämonstrations ;  et  qu'il  suffira  toujours  d'indiquer,  d'apres  les 
principes  de  la  the'orie  des  polaires  reciproques,  la  maniere  de  conclure  les  unes 
de  ces  propositions  des  autres  dejä  demonstre'es.  Du  moins  ne  saurait-on  arguer, 
de  ce  que  quelqu'un  n' aurait  pas  employe*  un  tel  mode  de  redaction,  qu'il  n'au- 
rait  point  e*tabli  ni  dämontre*  les  propositions  reciproques  qui  derivent  aussi  im- 
mediatement  des  principe»  deja  poses." 

Da  Gergonne  in  entschiedener  Weise  für  Plücker  und  seine  Unkenntniss 
des  Traite'  eintrat,  Hess  Poncelet  alsbald  eine  neue  Reclamation  folgen,  die, 
soweit  sie  Plücker  betrifft,  folgendennassen  lautet*): 

.  .  „Quand  bien  meme  les  termes  dans  lesquels  je  re'clamais  eussent  et6 
peu  convenables  quant  ä  la  forme,  l'essentiel  e*tait  surtout  que  j'eusse  raison 
quant  au  fond,   et  l'on  en  va  juger  par  l'exemple  qui  concerne  en  particulier 


*)  Bulletin  des  Sciences  von  Ferussac,  Band  9,  S.  298. 
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M.  Flücker,  dont  M.  Gergonne  cherche  ä  deTendre  la  cause  comme  la  sienne 
propre,  en  soutenant,  contre  mon  opinion,  que  ce  geometre  ne  connaissait  pas 
le  Traite  des  proprietes  projectives. 

Supposant  meme  que  je  me  fusse  trompe  a  ce  dernier  egard,  il  n'en  resul- 
terait  pas  moins,  des  citations  et  des  preuves  irrecusables  que  j'ai  apporteea,  que 
les  iheoremes  et  problcmes  du  docteur  Plücker,  insere's  pages  37  et  69  du  tome 
XVII  des  Annales,  etaient,  pour  la  plupart,  loin  d'avoir  le  merite  de  la  nouveaute\ 
C'en  dtait  assez  par  consequent  pour  rendre  obligatoire  l'insertion  ou  la  mention 
de  mes  reclamations  dans  les  Annales;  mais  eile  eüt  fait  ecrouler  l'echafaudage 
des  doubles  colonnes  du  docteur  allemand,  auxquelles  M.  Gergonne  attachait 
beaucoup  d'importance ,  Bans  doute  par  esprit  de  proselytisme  pour  la  dualite. 
Que  penseront  donc  les  lecteurs,  si  les  memoires  de  M.  Plücker  a  la  main,  noua 
prouvons  clairement  qu'il  avait  une  parfaite  connaissance  du  Traite  des  proprietes 
projectives? 

Or,  c'est-lui-meme  qui,  des  la  premiere  page  du  premier  de  ses  memoire*, 
nous  en  informe  en  ces  termes  (tome  XVII,  page  37):  „ces  considerations  donnent 
naissance  ä  une  serie  de  problemes  curieux  qui  ont  fait  le  sujet  des  recherches 
de  M.  Poncelet,  dans  son  Traite  des  proprietes  projectives  des  figures.  Ce  que 
nous  nous  proposons  ici  est  de  considerer  quelques  cas  de  cette  throne  qui 
reposent  sur  des  considerations  fort  simples,  et  conduisent  ä  des  demonstrations 
qui  ne  le  sont  pas  moins." 

J'ai  pr£tendu  seulement  prouver  que  ces  meines  constructions  se  trouvaient 
nettement  et  pour  la  plupart  indique'es  dans  mon  ouvrage,  et  que  M.  Plücker 
n'avait  pas  eu  beaucoup  de  peine  ä  les  reproduire  sous  une  nouvelle  forme,  en 
leur  faisant  perdre  meme  leur  caractere  primitive  de  gene'ralite'  .  .  ." 

Hierauf  antwortete  Plücker  mit  folgender  Erklärung*): 

Le  numero  5  de  votre  Bulletin  (Ire  sect.  1828),  qui  vient  de  tomber  entre 
mes  mains,  m'oblige  a  vous  adresser  la  reclamation  suivante,  que  je  vous  prie 
d'inserer  dans  le  plus  prochain  numero. 

C'est  d'une  lettre  de  Berlin  que  j'ai  appris,  il  y  a  3  a  4  mois,  avoir  et«? 
l'objet  des  injustes  attaques  de  M.  Poncelet.  Je  n'ai  pu  y  re'pondre  parceque 
je  n'avais  aucune  connaissance  exacte  du  fait.  M.  Poncelet,  infatigable  ä  repro- 
duire toujours  les  niemes  accusations  contre  moi,  se  presente  de  nouveau,  pour 
donner  les  preuves  de  ce  qu'il  a  avance.  Deux  mots  suftiront  pour  refuter  tout 
ce  que  M.  Poncelet  allegue  contre  ma  bonne  foi.  „L'ecbafaudage  des  doubles 
colonnes,  auxquelles  M.  Gergonne  attachait  beaucoup  d'importance,  sans  doute  par 
esprit  de  proselytisme  pour  la  dualite"  (1828,  mai  299),  est  l'ouvrage  de  M.  Ger- 
gonne, et  non  pas  celui  „du  docteur  allemand."  J'ai  accorde'  volontiere  a 
M.  Gergonne  la  liberte  de  cbanger  la  rtSdaction  de  mon  mdmoire;  s'il  y  a  trouve 
des  developpeinents  favorables  a  ses  idees  sur  la  dualitt»  (moi,  j'ignorais  abso- 
lument  le  sens  de  ce  mot,  avant  la  lecture  du  n°  cito  de  votre  Bulletin) ,  je  ne 
puis  qu'approuver  qu'il  l'ait  fait  ressortir  par  „l'echafaudage  des  doubles  colon- 
nes.41 II  n'y  a  donc  ni  proselyte,  ni  esprit  de  proselytisme.  „Que  penseront  donc 
les  lecteurs  si,  les  memoires  de  M.  Plücker  a  la  main,  nous  prouvons  clairement 
qu'il  avait  une  parfaite  connaissance  du  Traite  des  proprietes  projectives?  Or, 
c'est  lui-ineme  qui,  des  la  premiere  page  du  premier  de  ses  memoires,  (j'abrege 
le  passage  suivant)  cite  ce  Traite."     Non,  ce  n'est  pas  lui,  c'est  eucore  M.  Uer- 

*)  Bulletin  des  Sciences  von  Ferussac,  Hand  10,  8.  33o. 
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gönne.  Dans  le  8e  vol.  des  Annales,  que  j'avais  sous  les  yeux  lorsque  je  re*di- 
geaiß  le  memoire  en  question,  M.  Poncelet,  pour  faire  pre'valoir  ses  metbodes 
eur  celle  de  la  gdome"trie  analytique,  indique  entre  autres  constructions  celle  de 
Fan  des  problemes  traites  dans  mon  memoire.  C'est  cetie  construction  que,  moi, 
j'avais  citee,  en  ajoutant  les  mots  suivants:  „Voyons  si  ce  probleme  se  prete  si 
difficilement  aux  me*thodes  de  la  geometrie  analytique.11  Ces  mots  expliquent  par- 
faitement  le  but  de  mon  memoire.  Je  n'avais  pas  alors  la  facilitö  de  me  pro- 
curer  le  Traue  des  propricte's  projectives,  que  je  connaissais  seulement  par  le  cata- 
logue  de  M.  Bachelier.  M.  Gergonne,  en  citant,  au  lieu  de  ses  Annales, 
l'ouvrage  de  M.  Poncelet,  a  reconnu  par  la  plus  particulierement  que  je  n'avais 
pu  le  faire,  la  priori te  de  ses  recherches  sur  le  meme  sujet;  il  ne  devait  pas 
s'attendre  aux  reclamations  de  ce  geometre  pour  quelques  reaultats  obtenus  par 
lui,  qui,  en  eux-memes,  totis  coröltnires  d'un  theorbne  connu,  ne  sont  d'aucune 
importance. 

Les  arguments  allegues  contre  moi  par  M.  Poncelet,  ont  donc  disparu.  Je 
declare  apres  cela,  que,  jusqu'a  ce  jour,  je  n'ai  pas  vu  l'ouvrage  de  M.  Pon- 
celet; j'ajoute  que  j'ignore  absolument  tout  ce  qui  a  e*te  publie*  dans  les  deux 
derniers  volumes  des  Annales,  en  sorte  que  je  ne  connais  ni  la  redaction  de  mon 
premier  memoire,  ni  les  discussions  qui  se  sont  dleve'es  sur  mon  compte. 

Je  vous  adresse  ci-joint  le  premier  volume  de  mes  Developpements  de  geo- 
mÜrie  analytique,  qui  a  paru  au  commencement  de  l'anne'e.  Je  pense  que  vous 
y  apercevrez  des  methodes  qui  ont  du  necessairement  me  conduire  a  beaucoup  de 
räsultats  nouveaux.  Depuis  l'impression  de  ce  volume  qui  a  dure  tres-long- 
temps,  j'ai  perfectionne  et  etendu  de  beaucoup  les  mäthodes  qui  y  sont  expos£es. 
J'ai  devant  moi  les  materiaux  pour  un  second  volume,  mais  je  n'en  peux  garantir 
la  publication  procbaine.  • 

J'ai  reconnu  des  le  premier  moment  (en  parcourant  les  Annales),  l'impor- 
tance  des  travaux  de  M.  Poncelet.  Je  m'en  suis  pronouce  dans  la  präface  du 
1er  vol,  et  si,  apres  cela,  je  n'ui  pas  consulte  son  traite,  c'est  uniquement  parce- 
que  je  ne  pouvais  me  le  procurer  sur  le  champ,  et  parceque  le  titre  de  mon 
ouvrage  me  permettait  de  le  faire  plus  tard. 

La  tecture  du  n°  cite*  plus   haut,  m'engage  a  re"diger  de  mes  papiers  un 

memoire  sur  le  sujet  en  discussion  entre  MM.  Gergonne  et  Poncelet.    En  y 

exposant  une  theorie  bien  differente  de  celles  donnees  jusqu  ici,  je  ferai  voir  peut- 

etre  qu'une  me'thode   purement  analytique   m'a  fait  decouvrir  de    mon    cöte",    le 

secret  de  la  dualite:  mais  tout  cela  ne  date  que  d'un  an.    J'espere  que  le  savant 

redacteur  des  Awnales  voudra  bien  recevoir  ce  memoire. 

Bonn,  le  24  Juillet  1828. 

Plücker.*) 

Poncelet  antwortete  dann  noch  einmal  im  Band  11  des  Ferussac'schen 
Bulletin  (S.  330),  indem  er  von  den  Erklärungen  Plücker' s  Notiz  nimmt  und 
nun  auf  Grund  davon  seine  weitere  Polemik  gegen  Gergonne  richtet.  Näheres 
findet  man  in  der  zweiten  Ausgabe  des  Poncelet'schen  Traite,  Bd.  II,  S.  369  ff. 

2)  S.  47.   Im  Original  steht  irrthümlich  „tangente  en  C"  statt  „droite  AB" 


*)  Hierzu  hat  der  Redacteur  des  Bulletin  folgende  Note  gefügt:  (Test  par 
oubli  que  la  publication  de  cette  lettre  a  6t6  retardee.  Nous  en  avons  retranche 
quelques  epithetes  inutiles  au  succes  de  la  discussion.  Le  volume  publie  par  M. 
Plücker,  a  e*te  analyse  au  Bulletin  de  sept.  dernier,  n°  144. 
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und  „point  de  contact  de  C"  statt  „point  AB".  Demgemäss  trifft  auch  der 
Inhalt  der  „Remarque"  (S.  47)  nicht  vollständig  zu;  vielmehr  ist  die  Tangente  im 
Punkte  C,  resp.  der  Berührungspunkt  der  Tangente  nur  für  die  zweite  Constitu- 
tion nöthig. 

3.  Recherche  graphique  du  cercle  osculateur  pour  les  lignes  du  second  ordre. 

In  dem  Manuscript,  das  Plücker  an  Gergonne  geschickt  hatte,  bildete 
dieser  Artikel  mit  dem  vorhergehenden  eine  einzige  Abhandlung.  Die  Trennung 
wurde  erst  von  Gergonne  ausgeführt.    Vgl.  darüber  die  erste  Anmerkung  zu  (2). 

4.    Memoire  sur  les  contacts  et  sur  les  intersections  des  cerdes. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  ist  zum»  grössten  Theil  im  ersten  Band  der 
Analytisch -geometrischen  Entwicklungen  enthalten,  den  Plücker  ungefähr  um 
dieselbe  Zeit  abgefasst  hat,  wie  die  Abhandlung.  Die  Abhandlung  enthält  einige 
Versehen,  die  sich  in  den  Entwicklungen  nicht  vorfinden.  Im  besondern  bemerke 
ich  folgendes. 

1)  S.  67.  Das  constante  Glied  dieser  Gleichung  fehlt  in  der  Abhandlung;  im 
§  1C6  der  Entwicklungen  steht  sie  in  richtiger  Form  (Bd.  I,  S.  86). 

2)  S.  70.  Für  diese  Thatsache,  die  hier  nur  aus  dem  allgemeinen  „Continui- 
tätsprincip "  gefolgert  werden  kann,  hat  Plücker  im  §199  der  Entwicklungen 
einen  ausführlichen  Beweis  gegeben.  (Bd.  I,  S.  107).  Er  zeigt  dort,  dass  —  nach 
dem  modernen  Sprachgebrauch  —  1)  die  beiden  Kreise  c  und  c  durch  Spiege- 
lung gegen  den  Orthogonalkreis  in  einander  übergehen,  und  dass  2)  drei  derartige 
Kreise  zn  einem  Kreisbüschel  gehören,  resp.  eine  gemeinsame  Radicalaxe  besitzen. 

3)  S.  71.  Diese  Behauptung  findet  sich  in  den  Entwicklungen  nicht.  Sie 
ist  auch  irrig;  die  Poncelet'schon  Constructionen  beruhen  auf  Sätzen  und  Ueber- 
legungen  durchaus  anderer  Art.  Man  vergleiche  hierüber  den  Tratte  des  pro- 
prietes  projectives  des  figures,  §  272  ff. 

Uebrigens  hat  Plücker  ebenfalls  noch  Constructionen  des  allgemeinen  Tac- 
tionsproblems  gegeben,  die  sich  wesentlich  anderer  Hilfsmittel  bedienen,  nämlich 
in  den  Entwicklungen,  Bd.  II,  S.  273,  bezüglich  in  den  unter  No.  12  cfieser  Aus- 
gabe abgedruckten  Lehrsätzen,  S.  220;  sowie  in  der  15.  Abhandlung  dieser  Aus- 
gabe, vgl.  S.  251. 

4)  S.  71.  Diese  Specialfälle  sind  im  §  160  und  169  der  Entwicklungen  aus- 
führlich erörtert  worden.     (Bd.  J,  S.  79  und  87.) 

5)  S.  73.  Die  Worte  „et  coupent  un  des  cercles  donne's  sous  1'angle  donne" 
habe  ich  gemäss  §  219  der  Entwicklungen  eingeschaltet.  In  der  Abhandlung 
fehlen  sie  zwar,  das  folgende  zeigt  aber,  dass  Plücker  das  richtige  gemeint  bat. 
Von  der  Construction  der  so  bestimmten  beiden  Kreise,  von  der  im  folgenden  Ab- 
satz die  Rede  ist,  wird  übrigens  auch  in  den  Entwicklungen  nur  gezeigt,  dass 
sie  auf  quadratische  Gleichungen  führt.     (Bd.  J,  S.  122,  Anmerkung.) 

0)  S.  73.  Jn  der  Abhandlung  finden  sich  noch  die  Worte:  „dans  le  cas  con- 
traire  il  sera  imaginaire.u  Der  Kreis  braucht  aber  keineswegs  imaginär  zu  sein, 
wenn  keine  der  vier  liadicalaxen  den  Orthogonalkreis  schneidet.  In  den  Ent- 
wicklungen fehlt  die  bezügliche  Behauptung.     (Bd.  I,  S.  125.) 

7)  S.  74.  Im  §  224  der  Entwicklungen  (Bd.  I,  S.  125)  hat  Plücker  den  Be- 
weis dieser  Construction  ausführlichiT  dargestellt. 
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8)  S.  75.  Der  hier  angezogene  Beweis  von  Puissant  ist  vermuthlich  der- 
jenige, der  sich  im  Traite*  de  gtSodesie,  Paris,  1805,  S.  60  befindet. 

5.    Rec/ierches  stir  les  courbes  algebriques  de  tous  les  degres. 

Historisch  bemerke  ich,  dass  der  Gedanke,  der  den  modernen  Kechnungs- 
methoden  der  analytischen  Geometrie  zu  Grunde  liegt,  im  wesentlichen  auf  eine 
Arbeit  von  Gergonne  zurückzuführen  ist;  in  ihr  wird  die  lineare  Combination 
von  Curven  zu  andern,  die  durch  ihre  Schnittpunkte  gehen,  zum  ersten  Mal  metho- 
disch ausgenutzt,  zunächst  freilich  ohne  Anwendung  abkürzender  Symbole.  Wie 
Gergonne  selbst  sagt,  war  er  dabei  von  dem  Bestreben  geleitet,  die  Gleichwer- 
tigkeit der  analytischen  Methode  mit  der  geometrischen  zu  zeigen.  Vgl.  Recherche 
du  cercle  qui  en  touche  trois  autres  sur  un  plan  (Annales  de  Mathematiques, 
Bd.  7,  S.  289).  Die  Einführung  des  Parameters  X  zur  Darstellung  eines  Curven- 
büschels  findet  sich  zuerst  bei  Lame',  Examen  des  difffrentes  me'thodes  employdes 
pour  re*soudre  les  problemes  de  g^omätrie,  Paris  1818,  S.  28.  Die  bezügliche 
Stelle  lautet  folgendermassen: 

„Je  supposerai  que  trois  lieux  gdomätriques  soient  du  meme  degnS  2>,  je  dd- 
signerai  par  E  ■»  0,  2jT—  0,  E"~  0  leurs  dquations.  Si  on  multiple  respecti- 
vement  les  deux  premieres  par  deux  indtHerminees  m  et  m\  et  qu'on  les  ajoute 
ensuite,  Täquation  mE-\-m'E'=(),  re*sultante  de  cette  combinaison,  sera  du 
m&me  degrd  que  les  dquations  propose'es  et  pourra  repre*senter,  vu  Tinde'termina- 
tion  du  rapport  m  :  m\  tout  lieu  gt^ometrique  du  degre*  2>,  passant  par  les  inter- 
sections  des  lignes  ou  surfaces,  reprdsente'es  par  les  e'quations  E  =*  0,  E'=  0. 
Mais  puisque  le  lieu  geomt^trique  du  degre*  D  dont  Fdquation  est  E"=  0  doit 
aussi  passer  par  les  m£mes  intersections,  il  doit  aussi  pouvoir  ötre  repräsentc*  par 
l'äquation  mE  +  m'E'=*  0;  on  peut  donc  disposer  et  du  rapport  et  de  Tune  des 
deux  inddtermine'es  m  et  wi',  pour  identifier  les  polynomes  mE  +  tn'E'  et  E''\ 
ce  qui  conduira  en  g^ndral  ä  autant  de  relations  entre  m  et  m  et  les  coeffi- 
cients  des  e'quations  proposees  que  Tdquation  du  degre'  D  entre  deux  ou  trois 
variables  peut  admettre  des  coefficients.  Si  on  ^limine  ensuite  les  indetermine*es 
m  et  m  ,  on  aura  les  relations  definitives  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
des  e'quations  proposees,  pour  exprimer  analytiquement  la  communaute'  d'inter- 
section  des  lieux  ge*ome*triques  qu'elles  reprdsentent." 

Der  hierin  liegende  Satz,  dass  durch  die  Schnittpunkte  von  zwei  Curven  nter 
Ordnung  oo1  solcher  Curven  gehen,  wurde  übrigens  in  einem  besondern  Fall  un- 
gefähr gleichzeitig  in  einer  Arbeit  von  F regier  bewiesen;  vgl.  Th£oremes  nou- 
veaux,  sur  les  lignes  et  surfaces  de  tous  les  ordres.  (Gergonne1 8  Annales  de 
Mathematiques,  Bd.  3,  S.  241;  Jan.  1819.)  Die  Wendung  za  den  eigentlichen 
Schnittpunktssätzen  ist  wiederum  auf  Gergonne  zurückzuführen,  vgl.  Becherches 
sur  quelques  lois  qui  re'gissent  les  lignes  et  les  surfaces  de  tous  les  degre's  (An- 
nales de  Mathematiques,  Bd.  17,  S.  214);  aber  erst  durch  Plücker  erhielt  sie  die- 
jenige Form,  in  welcher  die  Abhängigkeit  der  auf  einer  festen  Curve  durch  andere 
ausgeschnittenen  Punktsysteme  von  einander  Gegenstand  der  Untersuchung  wurde. 
Vgl.  hierüber  noch  die  C leb sclTsche  Gedächtnissrede  auf  Plücker,  S.  XXIII  dieser 
Ausgabe,  sowie  den  Brill-Nöther'schen  Bericht  über  algebraische  Curven  im 
dritten  Band  der  Jahresberichte  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung  (Berlin, 
1893,  S.  289  ff.). 

1)  S.  77.  Hier  sind  die  Analytisch  -  geometrischen  Entwicklungen  gemeint; 
vgl.  die  Anmerkungen  zu  §  348  und  §  392  (Bd.  I,  S.  226  ff.  u.  S.  266  ff.) 
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2)  S.  81.  Ein  von  P lücker  gegebener  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in 
den  AnahjtiscJi- geometrischen  Entwicklungen  (Bd.  I,  S.  253). 

7.  Ueber  die  Krümmung  einer  beliebigen  Fläche  in  einem  gegebenen 

Punkte. 

1)  S.  89.  Die  von  Plücker  untersuchten  Richtungen  bilden  in  einer  wesent- 
lichen Beziehung  nicht  das  Analogem  der  Krümmungsrichtungen.  Für  die  Krüm- 
mungsrichtungen besteht  bekanntlich  der  Satz,  dass  der  Abstand  zweier  conseco- 
tiven  Normalen  eine  unendlich  kleine  Grösse  dritter  Ordnung  ist;  dies  trifft  aber, 
wie  man  leicht  erkennt,  für  die  von  Plücker  betrachteten  Richtungen  nicht 
mehr  zu.  Für  sie  ist  der  Abstand  im  Allgemeinen  nur  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung. 

Man  vgl.  z.  B.  einen  Aufsatz  von  Vi  ei  11  e,  Remarques  sur  la  thdorie  des 
lignes  de  courbure  etc.  in  Bd.  20  von  Liouville's  Journal,  S.  121. 

2)  S.  90.  Hier  kehrt  der  bereits  in  der  Dissertation  entwickelte  Gedanke 
wieder,  zur  Charakteristik  der  Curvenkrümmung  Parabeln  höherer  Ordnung,  resp. 
die  Gestalt  dieser  Parabeln  in  ihrem  Scheitelpunkte  zu  benutzen.  Für  die  hier 
behandelten  Probleme  ist  dies  in  der  That  der  natürliche  Gesichtspunkt.  Man 
vgl.  auch  die  S.  221  u.  222  dieser  Ausgabe  ausgesprochenen  Lehrsätze. 

8.  Ueber  die  allgemeinen  Gesetze,  nach   welchen  irgend  zwei  Fläclieii 

einen  Contact  der  verschiedenen  Ordnungen  haben. 

Diese  Abhandlung  enthält  mehrere  sachliche  Irrthümer,  die  ich  im  Text 
nicht  geändert  habe. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die  auf  S.  117  aufgestellte  Gleichung  (14) 
den  Kegel  und  einige  seiner  Ausartungen  nicht  darstellt;  doch  ist  das  für  die 
a.  a.  0.  durchgeführte  Untersuchung  von  keinem  besondern  Belang.  Wesentlicher 
dagegen  sind  die  folgenden  Irrthümer. 

1)  S.  115.  Diese  beiden  Gleichungen  sind  nicht  Bedingungsgleichungen  für 
die  Fläche  dritter  Ordnung,  sondern  vielmehr  Bedingungsgleichungen  für  die  Lage 
des  Coordinatensystenis,  resp.  für  diejenigen  Punkte  der  Fläche,  in  denen  ein  Con- 
tact dritter  Ordnung  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  stattfinden  kann.  Plücker 
giebt  später  (S.  118)  selber  an,  dass  dies  solche  Punkte  der  Fläche  dritter  Ord- 
nung sind,  durch  welche  zwei  Geraden  der  Fläche  gehen,  er  hat  aber  nicht  be- 
merkt, dass  die  Eigenschaft,  gerade  Linien  zu  enthalten,  jeder  Fläche  dritter  Ord- 
nung zukommt. 

2)  S.  121  ff.  Der  Inhalt  dieses  Paragraphen  bedarf  erheblicher  Modifikatio- 
nen. Die  Quelle  des  Plück ersehen  Irrthums  ist  seine  Auffassung  der  Irreduci- 
bilitlit  der  algebraischen  Gleichungen;  sie  kommt  in  der  Behauptung  zum  Aus- 
druck, dass  (S.  121)  nach  allen  n  Richtungen  des  n-punktigen  Contacts  ein  (n-(-l)- 
punktiger  Contact  stattfindet,  wenn  dies  für  eine  der  n  Richtungen  der  Fall  ist 
Sind  nämlich 

(1)  /»«O     und     /M  +  1(qp)  =  0 

die  Gleichungen,  welche  die  Richtungen  des  n-punktigen  und  (n+l)-punktigen 
Contacts  bestimmen,  so  sagt  das  gleichzeitige  Verschwinden  von  f  und/*  .  j  im 
Allgemeinen  nur  aus,  dass  beide  Gleichungen  eine  Wurzel  gemein  haben,  während 
Plücker  daraus  folgert,  dass  alle  Wurzeln  von  fn  auch  Wurzeln  von  fH\l  sind. 
Von  dem  auf  S.  122  ausgesprochenen  Lehrsatz  sind  daher  die  letzten  Worte: 
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„alsdann  steigt  u.  s.  w."  zu  streichen,  und  es  fällt  damit  auch  ein  Theil  der  Fol- 
gerungen, die  aus  diesem  Satz  für  die  Berührung  der  Flächen  zweiter  und  dritter 
Ordnung  gezogen  worden  sind. 

9.     lieber  ein  tieues  Coordinatensystem. 

Den  Gedanken,  die  Gleichungen  von  drei  beliebigen  Geraden  eines  Dreiecks 

für  die  Betrachtung  der  Kegelschnitte  zu  verwenden,   scheint  zuerst  Bobi liier 

gefasst  zu  haben.*)    Bobillier  nimmt  die  Gleichungen  der  Dreiecksseiten  in  der 

Form 

A  =  0,     £  =  0,     C=  0 

an,  und  betrachtet  den  für  beliebige  Werthe  von  a,  b,  c  durch  die  Ecken  des 
Dreiecks  gehenden  Kegelschnitt 

aBC+  bCA  +  cAB=  0. 

Er  zeigt  z.  B.  dass 

bC+  cB  =  0,    ci-f  «C  =  0,     aB  +  bA  =  0 

die  Tangenten  in  den  Endpunkten  sind,  und  überträgt  diese  Resultate  auf  den 
Raum.  Bobillier  starb  bereits  im  Jahr  1832  und  war  daher  nicht  mehr  in  der 
Lage,  seine  Arbeiten  fortzusetzen. 

Zeitlich  liegt  also  das  Erscheinen  des  Bobillier  sehen  Aufsatzes  ungefähr 
ein  Jahr  vor  dem  Erscheinen  der  Plücker'schen  Abhandlung;  jedoch  kann  nach 
der  ganzen  Anlage  von  Plücker's  Abhandlung  kaum  ein  Zweifel  sein,  dass  Plücker 
zu  seinen  Ideen  selbständig  gekommen  ist.**)  Aber  wie  dem  auch  sei,  so  ist 
trotz  der  vorhergehenden  Bobil  Herrschen  Publication  doch  Plücker  als  der 
eigentliche  Begründer  der  Methode  der  homogenen  Coordinaten  hinzustellen. 
Denn  es  fehlt  in  der  Bobillier'schen  Arbeit  vollständig  die  Erkenntniss,  dass 
man  es  hier  mit  einer  weittragenden  Methode  allgemeiner  Coordinatenbestimmung 
zu  thun  hat,  was  bei  Plücker  den  eigentlichen  Ausgangspunkt  bildet;  gerade 
das  Bewusstsein  von  der  Allgemeinheit  seiner  Methoden,  sowie  die  umfassende 
Anwendung,  die  er  von  ihnen  macht,  geben  seiner  Arbeit  ihren  hervorragenden 
Werth  und  rechtfertigen  es,  die  wissenschaftliche  Entwicklung  der  modernen 
analytischen  Geometrie  an  seinen  Namen  zu  knüpfen.  Das  gleiche  trifft  für  den 
1827  erschienenen  barycentrischen  Calcul  von  Möbius  zu.  Die  in  ihm  enthalte- 
nen grundlegenden  Ideen  sind  bekanntlich  auf  ganz  anderm  Boden  erwachsen, 
als  dem  der  allgemeinen  analytischen  Methoden  und  sind  daher  kaum  geeignet 
gewesen,  den  Ausgangspunkt  der  modernen  analytisch-geometrischen  Untersuchungen 
zu  bilden.  In  Wahrheit  ist  ja  auch  die  Würdigung  von  Möbius  erst  eingetreten, 
nachdem  bereits  die  in  dem  barycentrischen  Calcul  zuerst  ausgesprochenen  Ge- 
danken von  anderer  Seite  her  in  den  allgemeinen  Inhalt  des  mathematischen 
Denkens  übergegangen  waren. 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  Einführung  homogener  Coordinaten,  die  sich 
nicht  auf  ein  im  Endlichen  gelegenes  Coordinatendreieck,  sondern  auf  gewöhnliche 
rechtwinklige  Coordinaten  beziehen,  erst  im  zweiten  Band  der  Entwicklungen  ent- 
halten ist.    (S.  11.) 

Im  Einzelnen  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 


*)  Gergonne's  Annales  de  Mathematiques,  Band  18,  S.  320  ff.  (1828.) 
•*)  Vgl.  auch  die  Gedächtnissrede  von  Clebsch,  S.  XVII. 
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1)  S.  139.  Diese  Gleichung  scheint  liier  nur  durch  Analogie  begründet  zu 
sein.  Da  aber  aus  ihr  diejenigen  Eigenschaften  der  Ellipse  geschlossen  werden, 
die  ihr  zu  Grunde  liegen,  so  mag  hier  die  einfache  directe  Ableitung  eine  Stelle 
finden,  in  der  Plücker  mit  seinen  damaligen  Hilfsmitteln  zu  ihr  gelangen 
konnte. 

Nimmt  man  0"  als  Mittelpunkt  der  Ellipse,  so  bestehen  nach  (18)  die  Glei- 
chungen : 

C  B  A 

(1)  — . ^   — ! -,    =    -.—        ,i  J 

v  sin  ol       sin  ol  sin  a 

als  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  ergiebt  sich  daher  in  diesem  Fall 

(2)  A  +  J5qp  +  Cq  =  0 

Andrerseits  hat  nach  (17)  die  Polare  eines  Punktes  cp'tp'  die  Gleichung 

^3)      (C  +  A>'+  Ftp')*  +  (B  +  Dcp'+  Eq')<p  +  (A  +  B<p'+  Cif>')  =  0. 

Nimmt  man  nun  an,  dass  der  Punkt  <p',  ty'  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
liegt,  dass  der  durch  ihn  gehende  Durchmesser  die  Gleichung 

<p  +  Z> 

hat  und  die  zugehörige  Gleichung  (3)  die  Form 

tp  +  *'>  =  o, 
so  genügen  X'  und  X"  der  Gleichung 

X'V{AD  —  B*)  +  (X  +  X')(BC  —  EA)  +  FA  -  Cs  =  0. 
Wählt  man  nun  noch  0"  0  und  0"  0'  als  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser,  so  ist 

BÖ—  EA  =  Q 
und  wenn  man  endlich  zur  Bestimmung  von  X'  und  X"  die  Gleichungen 

X'X"AD=  FA 

XX' B*    =  C* 

annimmt,  so  it»t  damit  das  Coordinatensystem  festgelegt,  und  es  wird 

,, BC  sin«  sin«' 

A  sin«" 

D_  B^         sin2«' 
F~~  C*    ~~  sin»"«    ' 

wie  es  der  Gleichung  des  Textes  entspricht. 

2)  S.  151.  Dies  ist  nicht  die  genaue  Umkehr ung  des  Satzes  von  den  per- 
spectivisehen  Dreiecken;  vielmehr  ist  vor  den  Worten:  ,,so  sehneiden  .  ."  einzu- 
sehalten: „nimmt  auf  ihnen  je  einen  Punkt  beliebig  an  und  legt  durch  je  zwei 
dieser  Punkte  und  die  drei  Coordinatenpunkte  noch  einmal  je  eine  Linie  zweiter 
Ordnung". 

11.     lieber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Geometrie  Punkte  und 

Curveyi  durch  Gleichungen  darzustellen. 

In  einem  im  December  des  Jahres  1829  an  Quetelet  gerichteten  Brief,  der 
in  der  Correspondance  mathömatique  et  physique  zum  Abdruck  gekommen  ist 
(Band  6,  S.  81),  reclamirt  Chasles,  dass  er  unabhängig  von  Plücker  zur  Idee 
der  Linien-  und  Ebenencoordinaten  gekommen  sei.  Die  Chasles'sche  Idee  gründet 
sich  aber  auf  Vorstellungen,  die  in  der  dort  ausgesprochenen  Form  eine  analy- 
tische Verwendung  nicht  gestattet  hätten;    er  betrachtet  nämlich  die  Abschnitte 
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selbst,  die  von  den  Geraden  und  Ebenen  auf  den  Coordinatenaxen  bestimmt  wer- 
den, als  deren  Coordinaten. 

Die  Veranlassung  zu  diesem  Brief  war  ein  Bericht  über  Plücker's  neues 
Coordinaten8ystem,  der  kurz  vorher  in  der  Correspondance  erschienen  war.  — 

Sehr  bald  nachdem  Flücker  seine  Abhandlung  an  das  Crelle'sche  Journal 
eingeliefert  hatte,  fasste  er  den  Entschluss,  den  neuen  Methoden  eine  eingehende 
Darstellung  zu  widmen;  so  entstand  der  zweite  Band  seiner  Analytisch- geometrischen 
Entwicklungen.  Aus  der  Vorrede  dieses  Bandes  (S.  VII)  geht  hervor,  dass  er  den 
Wunsch  hegte,  dif  —  noch  nicht  gedruckte  —  Abhandlung  zurückzuziehen,  und 
dass  er  nur  auf  den  besonderen  Wunsch  Cr  eile's  davon  Abstand  nahm.*)  In  den 
Entwicklungen  sind  die  bezüglichen  Probleme  grösstenteils  in  reiferer  Form  dar- 
gestellt; man  vgl.  §§  399—415,  455—405,  543—549,  580—600,  608—614  und  659 
— 680.  Im  besondern  ist  auch  hier  zu  bemerken,  dass  einige  Versehen,  die  sich 
in  der  Abhandlung  vorfinden,  in  den  Entwicklungen  richtiggestellt  sind.  Dies 
betrifft  folgende  Stellen. 

1)  S.  188.     Die  Bedingungen 

2>*  —  AF=0,    E*—CF  =  0 

zeigen  an,  dass  die  Curve  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ersten  resp. 
zweiten  Axe  hindurchgeht,  wie  Plücker  in  den  Entwicklungen,  II,  S.  53  richtig 
erkannt  hat. 

2)  S.  208.  In  dem  Original  steht  hier  statt  Parabel  Kegelschnitt.  Die  Con- 
struetion  setzt  aber  voraus,  dass  auch  die  gegebene  Curve  eine  Parabel  ist,  denn 
sie  hat  mit  der  gesuchten  Curve  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Tangente  gemein. 
In  den  Enttcicklungen,  II,  S.  229,  hat  Plücker  selbst  daraufhingewiesen,  dass  im 
Fall  eines  beliebigen  Kegelschnitts  noch  eine  „Hilfscurve"  erforderlich  wäre. 

3)  S.  217.  Die  Construction  ist  in  dieser  Form  unmöglich,  ebensowenig  ist 
die  in  den  Entwicklungen  angegebene  (Bd.  II,  S.  237)  ausführbar.  Eine  Construc- 
tion, die  zum  Ziele  führt,  ist  z.  B.  folgende.  Man  nehme,  wie  bei  Plücker, 
am,  am,  bn,  b'n  und  am  als  gegeben  an  und  wähle  dann  c  beliebig,  dann 
ist  b  und  a  durch  cm  resp.  cn  bestimmt,  und  wenn  nun  wieder  n  auf  ca  be- 
liebig angenommen  wird,  so  ist  alles  weitere  bestimmt,  und  es  sind  b'n,  am, 
am   die  bezüglichen  drei  Tangenten. 

4)  S.  219  Statt  der  Worte:  „es  giebt  also  keine  andern  Tangenten  des  ver- 
langten Ortes  als  die  gegebene  Linie  selbst*1,  steht  in  den  Entwicklungen,  Band 
II,  S.  680  richtiger,  dass  jede  neue  Tangente  des  verlangten  Orts,  die  man  nach 
der  hier  angegebenen  Constructionsweise  erhält,  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
zusammenfallt.  Da  dies  in  dem  Falle  offenbar  sei,  dass  jene  Punkte  imaginär 
sind,  so  müsse  es  auch  in  dem  Fall  richtig  sein,  dass  sie  reell  sind. 

12.    Aufgaben  und  Lehrsätze,  erster -e  zu  beweisen,  letztere  aufzulösen. 

Die  meisten  dieser  Sätze  hat  Plücker  im  zweiten  Band  der  Analytisch- geo- 
metrischen Entwicklungen  ausführlich  bewiesen.  Der  Beweis  von  Satz  1)  findet 
sich  S.  98,  der  von  Satz  3)  S.  274,  endlich  sind  die  Beweise  von  4),  6)  und  6)  in 
den  Anmerkungen  zu  S.  159 — 161  enthalten. 

1)  S.  222  und  223.  Die  Schlussbemerkung  dieser  beiden  Sätze  ist  irrig.  Die 
12  geraden  Linien  des  ersten  Satzes  schneiden  sich  nicht  zu  je  dreien  in  den  ge- 

•)  Vgl.  auch  die  bezügliche  Bemerkung  Cr  eile's  in  dessen  Journal,  Bd.  6, 
S.  146  Anm. 
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nannten  vier  Tunkten;  ebenso  liegen  die  12  Punkte  des  zweiten  Satzes  nicht  zu 
je  dreien  auf  den  bezüglichen  vier  Tangenten.  In  der  ursprünglichen  Fassang 
enthielten  die  Sätze  noch  ein  weiteres  Versehen,  das  bereits  P lücker  selbst  in 
einer  in  Cr  eile's  Journal,  Band  10,  S.  100  enthaltenen  Notiz  behoben  hat. 

13.    Note  sur  une  theorie  generale  et  notwette  des  surfaces  courbes. 

Den  Inhalt  dieser  Abhandlung  findet  man  grossentheils  auch  in  dem  System 
der  Geometrie  den  Baumes,  S.  23  ff.,  zum  Theil  sogar  in  mein»  durchgearbeiteter 
Form.  Der  Uebergang  zu  Liniencoordinaten  führt  bei  den  linearen  Differential- 
gleichungen bekanntlich  zu  derjenigen  Gleichung,  die  Lagrange  die  adjungirtt 
Differentialgleichung  genannt  hat. 

15.    Analytiscli- geometrische  Aphorismen  IL 

1)  S.  251.  Der  erste  Beweis  dieses  Satzes  stammt,  soweit  ich  ermittelt  habe, 
von  Gaultier,  der  die  wesentlichsten  Sätze  über  die  metrischen  Verhältnisse 
der  Kreisbüschel  und  Kugelbüschel  zuerst  abgeleitet  hat.  Vgl.  Sur  les  moyens 
generaux  de  construire  graphiquement  un  Ccrcle  determine  par  trois  conditions, 
et  une  sphere  determinee  par  quatre  conditions,  Journ.  de  TEc.  polyt.  Heft  16, 
S.  124  ff. 

17.    Analytisch -geometrische  Aphorismen  IV. 

1)  S.  262.  Die  in  der  Originalabhandlung  enthaltene  Figur  habe  ich  mit 
Rücksicht  auf  Anmerkung  2)  durch  eine  andere  ersetzen  müssen. 

Bezüglich  der  Falluntcrscheidungen,  wie  sie  sich  bei  Plückcr  finden,  ist 
folgendes  zu  bemerken.  Vier  Tangenten  a,b,  c,  d  eines  Kreises  können  auf  drei 
Arten  als  Gegenseiten  eines  Vierecks  aufgefasst  werden,  den  Reihenfolgen 

aedb,    adbc,    abcd 

entsprechend;  ferner  kann  das  Viereck,  innerhalb  dessen  der  Kreis  liegt,  als  ge- 
schlossen oder  als  offen  angeschen  werden.  Bezeichnet  man  die  Berührungspunkte 
der  vier  Tangenten  mit  A%  i>,  GY,  D  und  versteht  unter  AthC  die  Länge  der  Tan- 
gente a  vom  Punkte  (ab)  bis  zum  Punkt  (ac),  so  kann  man  die  positiven  Rich- 
tungen auf  diesen  Tangenten  so  festsetzen ,  dass  für  die  ersten  drei  Vierecke  die 
Relationen 

**  +  *>*  -  ***+  c„.t 

für  die  letzten  drei  dagegen  die  Relationen 

Acd  ~  Bcd  =  Gah  —  Dab 
Adb~  Cdb=  Dac—  Bac 
Ab-j  —  ^bc  ===  Bad~~  Cad 

bestehen.     Dies  «jiebt  die  von  Plücker  unterschiedenen  zwei  Fälle. 

2)  S.  2G2.     In  der  Originalabhandlung  lautet  der  Text,  der  zeigen  boII,  dass 

31 Q  —  MP=  NP  —  NQ 

ist,  folgendermassen.     „Dieser  Gleichung  können  wir  folgende  Form  geben: 

(jn  +  31 B  -  31P  =---  NC  +  PC—  NQ. 
Es  ist  aber 
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NC  —  NQ=  ND  —  NQ  —  QD  -  QB 
PC  —  PA  =  MA  -  MP  =  MB  —  MP 

und  diese  Gleichungen  geben,  wenn  wir  addiren,  unmittelbar  die  vorstehende." 
Diese  Erörterung  zeigt  aber  nur,  dass  die  erste  Gleichung  wirklich  die  Bedingung 
dafür  ist,  dass  MNPQ  ein  Tangentenviereck  ist,  anstatt  zu  zeigen,  dass  sie  für 
dieses  Viereck  wirklich  erfüllt  ist.  Ich  habe  sie  daher  durch  einen  wirklichen 
Beweis  ersetzt. 

3)  S.  270.  Die  Worte  „und  construirc  zu  denjenigen  beiden  Punkten  Q'  und 
B"  fehlen  in  der  Original  abhandlung. 

20.    Ueber  solche  Punkte,  die  bei  Curven  einer  höheren  Ordnung  als  der 
zweiten  den  Brennpunkten  der'  Kegelschnitte  entsprechen. 

Die  Auffassung  der  Brennpunkte  als  Schnittpunkte  imaginärer  Tangenten 
—  d.  h.  solcher,  für  deren  Winkel  mit  der  Abscissenaxe  tgqp  =  i  ist  —  tritt  bei 
Plücker  zuerst  in  den  Analytisch- geometrischen  EnticicJclungen  auf,  und  zwar  auf 
S.  64  des  zweiten  Bandes.  Plücker  hatte  dort  die  Aufgabe  behandelt,  Punkte  in 
der  Ebene  eines  Kegelschnittes  so  zu  bestimmen,  dass  seine  Gleichung  in  Linien- 
coordinaten  die  Form  der  Kreisgleichung  annimmt.  Er  fand  als  Lösung  die  bei- 
den reellen  und  die  beiden  imaginären  Brennpunkte,  und  definirt  sie  demgemäss 
als  solche  Punkte,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  durch  jeden  derselben 
gehenden  beiden  (imaginären)  Tangenten  der  Curve  und  irgend  zwei  in  demselben 
sich  rechtwinklig  schneidende  gerade  Linien  vier  Harmonicalen  bilden.  Hierzu 
fügt  er  sodann  folgende  Bemerkung:  Mit  dieser  Definition  gleichbedeutend  können 
wir  folgende  nehmen.  Die  Brennpunkte  einer  Curve  zweiter  Classe  sind  solche 
Punkte,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jede  durch  dieselben  gehende  ima- 
ginäre gerade  Linie  eine  (imaginäre)  Tangente  der  Curve  ist.  In  einer  dazu  ge- 
hörigen Anmerkung  heisst  es  weiter:  „Jede  durch  den  Brennpunkt  gehende  Tan- 
gente bildet  mit  der  ersten  Axe  einen  Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente 
y —  1  ist  und  dies  für  jede  beliebige  Richtung  dieser  Axe.  Um  das  Paradoxe 
dieser  Behauptung  von  der  analytischen  Seite  fortzuräumen  (von  geometrischer 
Bedeutung  kann  gar  keine  Rede  sein)  oder  doch  wenigstens  zu  zeigen,  dass  hierin 
kein  Widerspruch  liegt,  füge  ich  folgende  Bemerkung  hinzu.    Man  hat  allgemein 

tg  9  +  tg  tff 


tg  (<p  +  V)  —  < 


1  —  tgqp  tglff 


setzen  wir  nun  tg  qp  =  \  —  1 ,  so  kommt 


y-i  +  tgy 


Man  sieht  aus  diesen  Worten,  worin  der  Irrthum  Plücker's  betreffs  der  un- 
endlich vielen  imaginären  Tangenten,  die  durch  die  Brennpunkte  gehen  sollen, 
begründet  ist.  Er  wusste  noch  nicht,  dass  bei  jeder  Drehung  des  Coordinaten- 
system8  um  den  Brennpunkt  die  beiden  Kegelschnittstangenten  als  die  beiden 
Doppelstrahlen  des  bezüglichen  Strahlenbüschels  fest  bleiben;  eine  Thatsache, 
deren  Verständniss  erst  einer  spätem  Zeit  vorbehalten  war.  Es  ist  erstaunlich, 
dass  das  Bewusstsein  der  analytischen  und  geometrischen  Continuität,  das  ihn 
sonst  nie  verliess,  ihn  hier  im  Stich  Hess,  was  ihn  um  eine  weitere  Entdeckung 
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von  principicller  Tragweite  gebracht  hat.  Man  vergl.  hierzu  noch  S.  27  und  ganz 
besonders  S.  102  des  Systems  der  analytisclien  Geometrie. 

Auch  die  übrigen  Entwickelungen  der  Abhandlung  leiden  insofern  an  einer 
Ungenauigkeit,   als   nicht   ausschliesslich   die   zwei   von  Plückcr   beobachteten 

Curven,  die  den  Winkelwerthen  0  und  --  entsprechen,  in  Frage  kommen,   son- 

dem  vielmehr  unendlich  viele,  dem  Umstand  entsprechend,  dass  tg2?a>,  und  damit 
auch  2 co  selbst  uubestimmt  wird. 

Was  das  Historische  betrifft,  so  bemerke  ich,  dass  die  beiden  unendlich 
fernen  imaginären  Kreispunkte  schon  bei  Poncelet  auftreten,  ebenso  der  Satz, 
dass  alle  Kegelschnitte  mit  demselben  Brennpunkt  zwei  gemeinsame  imaginäre 
Tangenten  besitzen ,  die  sich  im  Brennpunkt  schneiden.  (Traite'  des  propriötes  pro- 
jeetives  des  figures ,  §  95  und  §  453  ff.)  Die  Beziehung  dieser  Tangenten  zu  den 
Kreispunkten,  sowie  ihre  Bedeutung  für  die  Metrik  des  Strahlenbüschels  wurde  be- 
kanntlich erst  bedeutend  später  erkannt. 

22,    Enumeration  des  courbes  du  quatrieme  ordre,  d'aprcs  la  natura 

differente  de  leurs  branches  infinies. 

Diese  Abhandlung  hat  Plücker  in  erweiterter  und  theilweise  umgearbei- 
teter Form  in  die  im  Jahr  1839  veröffentlichte  Theorie  der  algebraischen  Curcen 
aufgenommen  (S.  136  ff.).  Dort  wird  im  besondern  der  Begriff  der  Asymptoten 
und  der  Berührungsordnung  präcisirt,  sowie  die  Eintheilung  in  einigen  Punkten 
weiter  ausgeführt. 

Unter  einer  Asymptote  m**r  Ordnung  versteht  Plücker  (a.  a.  0.  S.  111,  An- 
merkung) ganz  allgemein  solche  Curven,  welche  m  geradlinige  Asymptoten  ver- 
treten, so  dass,  wenn  flm  •=  0  die  Gleichung  dieser  Asymptote  ist,  die  Gleichung 
der  von  ihr  berührten  Curve  die  Form 

in     n — m     '         n  —  2 

erhält.  Jede  solche  Asymptote  hat  mit  der  gegebenen  Curve  im  Unendlichen 
einen  2m -punktigen  Contact.  Für  die  vorliegende  Abhandlung  kommen  im  be- 
sondern nur  solche  Asymptoten  in  Frage,  deren  Contact  in  einem  und  demselben 
Punkte  statthat.  Hieraus  erklärt  es  sich,  dass  bei  Plücker  Curvenarten  erschei- 
nen, die  bei  Euler,  der  diese  bestimmte  Definition  der  Asymptoten  noch  nicht 
besass,  nicht  auftreten.  Will  man  z.  B.  die  Curven  vierter  Ordnung  haben,  die 
auch  Asymptoten  vierter  Ordnung  besitzen,  und  schreibt  die  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Geraden  in  der  Form  s  =  0,  so  wird  für 

&4  —  9*4  +  **Ät 
die  allgemeinste  Form  einer  derartigen  Asymptote  durch 

<Pi  =  PA  +  z<Pi  +  z*9>*  +  z*<Pi  +  -*<Po 
dargestellt.    Dabei  ist  zu  setzen 

<P3  =  «2>3  +  ßl>f4  +  YP<1*  +  <?'i3 

und  man  kann  nun  durch  geeignete  Wahl  von  p  und  q  zwei  der  vier  CoefHcien- 
ten  a,  (J,  y,  ö  zu  Null  machen,  jedoch  nicht  6;  auf  diese  Weise  ergiebt  sich  die 
Gl.  (124)  der  Abhandlung;  verschwindet  auch  der  dritte  Coefficient,  so  ergiebt  sich 
(125).  Diesen  Verhältnissen  hat  Plücker  auch  bei  der  von  ihm  getroffenen 
Eintheilung  Rücksicht  getragen. 
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Was  P lücker  unter  Berührungsordnung  in  den  bezüglichen  unendlich  fernen 
Punkten  versteht,  ist  in  den  algebraischen  Curven  ausführlich  angegeben;  sie  ist 
ein  Mass  für  die  Ordnung  des  Unendlichkleinwerdens  des  Abstandes  der  beiden 
Curven.    Man  vgl.  besonders  S.  75,  90,  106,  113,  122,  128. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  der  asymptotischen  Parabel  (a.  a.  0.  S.  75) 

n«^  +  ^  =  o, 

wo  g  =  0  zunächst  eine  beliebige  Parabeltangente  vorstellt,  so  definirt  Plücker 
den  reciproken  Werth,  den  p*  +  Xq  selbst  in  dem  bezüglichen  unendlich  fernen 
Curvenpunkt  besitzt,  als  das  Mass  der  Annäherung.  Ist  nämlich  P  ein  beliebiger 
Punkt  der  Ebene,  sind  p  und  q  seine  Coordinaten  und  sind  8  und  A  seine  Ab- 
stände von  der  Parabel,  parallel  zur  Richtung  von  q  «  0  und  p  =  0  gemessen, 
so  bestehen  die  beiden  Gleichungen 

P'  +  *&-*)-  Of     (p  -  *)>  +  Xq  -  0, 
aus  denen  sich 

n  «  p*  +  Xq  =  Xd  «  »(2p  —  tf) 

ergiebt.    Für  Punkte  mit  unendlich  grossem  p  folgt  hieraus 

<*  =  ?,    #=  *  X  9. 
X  '  2  p 

Diese  Bestimmung  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems.  Plücker 
wählt  es  im  besondern  so,  dass  p  =  0  die  Axe  und  q  =  0  die  Scheiteltangente 
wird,  und  bezeichnet  alsdann  den  reciproken  Werth  von  A  resp.  8  als  das  ab- 
solute Mass  der  Annäherung  der  Curve  an  die  Parabel,  resp.  als  das  Mass  ihrer 
Annäherung  nach  der  Richtung  der  Durchmesser. 
Ist  nun  die  Gleichung  der  Curve 

nan_2  +  pÄn_m  =  o, 

so  dass  die  Parabel  2m-puuktig  osculirt,  so  folgt  für  den  unendlich  fernen  Oscu- 
lationspunkt 

-,  W«— m  —  (m— 2) 

n  —  z 

und  daher 

S  =»  xg-(*»-2) 

Ist  allgemein  die  Parabel  eine  /»-punktig  osculirende,  so  ergeben  sich  analog 
Gleichungen  von  folgender  Form 

Der  Werth  des  Exponenten  giebt  die  Ordnung  des  Unendlichkleinwerdens 
des  bezüglichen  Abstandes,  d.  h.  die  Berührungsordnung.  Hiernach  ist  z.  B.  auf 
8.  806  und  307  der  Abhandlung  angegeben ,  dass  die  Berührung  mit  der  dort  be- 
trachteten Parabel  im  Allgemeinen  die  Berührungsordnung  V  besitzt,  dass  sich 
diese  Ordnungszahl  für  jeden  noch  weiter  in's  Unendliche  fallenden  Punkt  um 
eine  halbe  Einheit  erhöht  und,  in  der  Richtung  des  kürzesten  Abstandes  gemessen, 
ebenfalls  um  je  eine  halbe  Einheit  zunimmt. 

Die  FAntheilung  Plücker's  knüpft  im  wesentlichen  an  diejenige  Euler's  an, 
die  davon  ausgeht,  ob  und  wie  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  unendlich 
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fernen  Geraden  zusammenfallen;  sie  betrifft  also  die  Natur  der  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  liegenden  singulären  Punkte.  In  der  Abhandlung  ist  für  die  Ein- 
teilung nur  unterschieden,  ob  ein  Wendepunkt,  ein  UndulationBpunkt,  ein  ge- 
wöhnlicher Doppelpunkt,  eine  gewöhnliche  Spitze,  eine  gewöhnliche  Selbstberüh- 
rung  oder  eine  Spitze  zweiter  Art  vorliegt,  in  den  algebraischen  Curven  werden 
auch  diejenigen  Fälle  besonders  aufgeführt,  in  denen  zwei  sich  dreipunktig  oacu- 
lirende  Zweige  oder  endlich  eine  Spitze  zweiter  Art  mit  höherer  Berührung  beider 
Zweige  auftritt;  auf  die  Existenz  solcher  Fälle  hatte  übrigens  Plücker  an  einer 
Stelle  der  Abhandlung  bereits  hingewiesen  (vgl.  S.  311).  Solche  Besonderheiten 
können  sich  bei  den  Fällen  25),  61),  62),  63),  73),  130)  einstellen.  Die  Eintheilung 
ist  damit  insofern  eine  vollständige  geworden,  als  sie  alle  gewöhnlichen  reellen 
Singularitäten  berücksichtigt,  die  bei  den  Curven  vierter  Ordnung  möglich  sind. 
Dagegen  ist  nach  dem  Vorgänge  von  Euler  das  Eingehen  auf  imaginäre  Asymp- 
toten, die  mehr  als  zweipunktig  berühren,  auf  osculirende  Parabeln,  die  mehr  als 
fünf  Punkte  mit  dem  bezüglichen  Curvenzweig  gemein  haben,  u.  s.  w.  (vgl.  die 
Gleichungen  (k)  auf  S.  306)  ausser  Betracht  geblieben. 

Ich  theile  hier  die  Curvengattungen,  resp.  die  Gleichungen,  die  in  der  Ab- 
handlung nicht  enthalten  sind,  nach  S.  138  ö*.  der  algebraischen  Curven  mit. 

Setzt  man  pq  +  v  s=  *~»  80  kann  man  Gl.  (25)  in  die  Form  setzen: 

l't  +   ap  +   ßpt  +  yp»  +   «.»^  =  0, 

die  einer  Spitze  zweiter  Art  entspricht.    Aus  ihr  ergeben  sich  die  Gleichungen 

Y*  +  x*|)£  -f  yp»  -f  Q*p*  =  0 
r»  +  yj,»  +  Q*p*  -  0, 

von  denen  die  erste  zwei  sich  dreipunktig  berührende  hyperbolische  Zweige,  die 
letzte  eine  Spitze  höherer  Ordnung  in  unendlicher  Entfernung  bedingt. 

An  die  Gleichung  (03)  schliessen  sich  ganz  analoge  Fälle,  von  denen  die  drei 
ersten  zwei  sich  im  Unendlichen  dreipunktig  berührenden  Curvenzweigen  ent- 
sprechen, die  beiden  letzten  wieder  einer  Spitze  höherer  Art.  Sie  unterscheiden 
sich  von  den  vorstehenden  nur  durch  das  Zeichen  von  p*,  dem  Umstand  ent- 
sprechend, dass  ihnen  ausser  p  =  0  zwei  reelle  Asymptoten  zukommen.  Diese 
Gleichungen  sind 

(M  +  VY~  +  *V  +  y/>3  —  Q'PK  —  0 
})*r{r-{-  dp  +  f)  +  2vj>(r+  Jf)-fy*  =  0 
])'r(r  +  6}))  -f  "2vpq  -f-  V"  =  0 

(M  +  *)"  +  yp3  -  *  V  =  o 


V*r  \  +  1  v  $  +  V  +  *  VP  (r  +  * f )  + 


v'  =  0 


Die   zweite,   dritte   und   fünfte  von  ihnen   beziehen  sich  auf  den  Fall,   dass    die 
reollen  Asymptoten  dreipunktig,  resp.  vierpunktig  berühren. 

Ebenso   erhält  man   im  Anschluss   an  die   Gleichungen  (84),  («5),  ^8t>)   zwei 
neue  derartige  Fälle,  nämlich 

(pq  -j-  v)2  +  xsj)2  -j-  yp'A  =  0 
(P<I  +  VY~  +  yp*=  0. 

Endlich   kann   die  nämliche   Specialisirung  auch    im  Fall  VIII,  D   eintreten. 
Im  Anschluss  an  die  Gleichungen  ^128),  ^12y),  (130)  treten  hier  folgende  Falle  auf: 
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(P*  +  *2)2  ±  *V  +  vp  +  (i  =  0 

(i>9  +  W  +  *P  +  P  -  o. 
Uebrigens  wird    der  erste  von  ihnen  bereits  in  der  Abhandlung  (S.  32)  erwähnt; 
er  entspricht  zwei  sich  dreipunktig  osculirenden  Curvenzweigen.    Der  zweite,  der 
in  der  Abhandlung  fehlt,  entspricht  wieder  einer  Spitze  höherer  Art. 
Im  einzelnen  ist  noch  folgendes  zu  bemerken: 

1)  S.  313.     Hier  fehlt  eine  Curvenart,  nämlich 

(p»-S«)r«  +  f*-0. 
Sie  scheint  deshalb  übersehen  zu  sein,  weil  sie  dieselbe  Constantenzahl  besitzt, 
wie  die  vorhergehende,  nämlich  8,  während  im  allgemeinen  die  Constantenzahl, 
jeder   folgenden    Specialisirung    entsprechend,   um   eine   Einheit    abnimmt.     Die 
Curvenarten  43  ff.  entsprechen  nämlich  den  Symbolen  (S.  309) 

23,     32,     42,     33,     44 

für  die  10,  9,  8,  8,  7  die  Constantenzahlen  sind. 

In  den  algebraischen  Curven  ist  die  bezügliche  Curvenart  enthalten  (vgl. 
No.  51 ,  S.  140). 

2)  S.  313.  Die  Art  64)  existirt  nicht,  und  wird  auch  in  den  algebraischen 
Curven  nicht  erwähnt.  Sie  entspricht  den  besonderen  Werthen  von  ft  und  r, 
dass  v8  «=  4ft  ist  (vgl.  S.  311),  was  hier  wegen  v  =  0  nicht  eintreten  kann. 

3)  S.  315.  Dies  ist  irrig;  die  bezügliche  Curve  existirt,  ohne  zu  zerfallen, 
und  hat  die  Gleichung 

(tf-ftt'  +  p-o. 

Sie  fehlt  auch  in  den  algebraischen  Curven  an  derjenigen  Stelle,  wo  die  sämmt- 
liehen  Curven  vierter  Ordnung  nach  ihrem  Verhalten  im  Unendlichen  aufgezählt 
werden.  Dagegen  hat  Plücker  an  einer  andern  Stelle  der  algebraischen  Curven 
(S.  192)  diejenige  mit  ihr  projeetivische  Curve,  deren  Singularitäten  im  Endlichen 
liegen,  als  existirend  aufgeführt;  es  ist  die  Curvenart  XII,  die  eine  Selbstbe- 
rührung sowie  einen  Doppelpunkt  besitzt,  dessen  beide  Zweige  einen  Wendepunkt 
besitzen.  Man  kann  eine  solche  Curve  aus  einer  Lemniscate  leicht  durch  Defor- 
mation entstehen  lassen. 

Diesen  Bemerkungen  gemäss  sind  auch  die  Anmerkungen  auf  S.  313  und 
S.  315  zu  modificiren. 

4)  S.  320.    In  den  algebraischen  Curven  lautet  diese  Gleichung  (vgl.  No.  144 

S.  147)  besser 

W*  +  lq)*+  v(p  +  *)r  +  p  -0. 

Die  Parabel  p*  -\-  Xq  =  0  ist  nämlich  jetzt  keine  bestimmte  mehr;  sie  kann  durch 
jede  Parabel  p-  -f-  ls=  0  ersetzt  werden;  alle  diese  Parabeln  haben  mit  der  Curve 
im  unendlich  fernen  Punkte  von  p  =  0,  d.  h.  in  der  Spitze  zweiter  Ordnung  fünf 
Punkte  gemein.  Der  Kegelschnitt  v(p  +  «)**  +  f*  =  0  braucht  daher  nur  einmal 
durch  diesen  Punkt  zu  gehen  und  schneidet  in  ihm  die  Parabel;  mithin  kann  r 
eine  beliebige  Gerade  sein.  Die  Curve  ist  von  acht  Constanten  abhängig,  die 
durch  obige  Gleichung,  wenn  man  auf  p*-\-Xq  nur  drei  rechnet,  in  Evidenz  treten. 

23.    Thcor  Lines  generaux  concernant  les  equations  d'un  degre  quclconqtw 

entre  un  notnbre  qnckonque  d'inconnues. 

Satz  XI  dieser  Abhandlung  trifft  nur  in  dem  Fall  zu,  dass  n  <  q  +  s  ist. 
Wenn  n  >  q  +  s  ist,  so  tritt  zu  dor  Zahl  des  Satzes  noch  das  Glied 
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(n  —  q -  s  +  l)(n  —  q  -  s  +  2)(n  —  q  -—  s  -f  3) 

1.2.  3 

hinzu.  Dies  hat  Jacobi  in  einer  im  15.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  er- 
schienenen Abhandlung  nachgewiesen.  Vgl.  darüber  auch  die  auf  8.  415  dieser 
Ausgabe  enthaltene  Bemerkung  Plücker's. 

Analoge  Correctionen  bedarf  der  Satz  XIII  der  Abhandlung. 

Im  System  der  Geometrie  des  Raumes  (1846)  ist  der  Satz  in  richtiger  Form 
enthalten;  ich  lasse  die  Ableitung,  wie  sie  dort  gegeben  wird  (S.  41  ff.),  hier  folgen. 
Werden  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  durch 

(i)  ß„-°,  a;  =  o,   a;'~o 

bezeichnet,  und  stellt  man  die  durch  ihre  gemeinsamen  Durchschnittspunkte 
gehenden  Flachen  in  der  Form 

(2)  a„  +  ia„  +  ?&;  -  o 

dar,  so  lautet  sie  wie  folgt. 

Es  sei,  indem  wir 

p-\-q  =  r-\-s  =  n 
nehmen, 

n  P      9 '  i  r      #  » 

wonach  die  Gleichung  (2)  in  die  folgende  übergeht: 
(3)  &w  +lÄpÄg  +  ftßrÄÄ«0. 

Alsdann  bestimmen  [<p(n)*)  —  2]  Durchschnittspunkte  der  Fläche  ß  mit  den 
beiden  Flächensystemen  Sl  und  &  ,  &r  und  &t  fortwährend  noch  die  übrigen 
[  ns  —  y>  (n)  -f-  2  ]  Durchschnittspunkte.  In  denselben  sämmtlichen  n3  Durch- 
schnittspunkten schneiden  sich  zugleich  auch  alle  Flächen,  welche  bei  beliebiger 
Annahme  von  X  und  p  durch  die  vorstehende  Gleichung  (3)  dargestellt  werden. 

Es  zerfallen  hier  die  n8  Durchschnittspunkte  in  vier  Gruppen  von  bezüglich 
nqsy  nps,  nqr  und  npr  Punkten,  welche  bezüglich  die  Durchschnittspunkte  der 
drei  nachstehend  in  Gruppen  zusammengestellten  Flächen  sind: 

51      &      &  •     51   .  5i      &  •     51   .  5i  .  &  •     &      &      & 

Um  auszudrücken,  dass  durch  die  gegebenen  [qp(n)  —  2]  Punkte  das  System  einer 
Fläche  der  pien  und  einer  Fläche  der  f/ten  Ordnung  gehe,  ist  es  hinreichend  an- 
zunehmen, dass  [qp(w)  —  <p(p)  —  2]  dieser  Punkte  auf  einer  Fläche  der  qten  Ord- 
nung liegen,  weil  alsdann  durch  die  übrigen  q>(p)  gegebenen  Punkte  immer  eine 
Fläche  der  j>ten  Ordnung  sich  legen  lässt.  Ferner  geht  durch  dieselben  gegebe- 
nen [qp(n  —  2)]  Punkte  das  System  einer  Fläche  der  rteI1  und  einer  Fläche  der  stm 
Ordnung,  wenn  von  diesen  Punkten  [qp(n) —  qp  (r)  —  2]  auf  einer  Fläche  der  s1*" 
Ordnung  liegen,  weil  alsdann  durch  die  übrigen  qp(r)  Punkte  immer  noch  eine 
Fläche  der  rten  Ordnung  sich  legen  lässt.  Hiernach  kommen  von  den  gegebenen 
Dmchschnittspunkten 

qp(?0  —  qp(/))  —  cp(r)  —  2  ~  qp(n)  —  qp(n  —  q)  —  qp(w  —  s)  —  2 
auf  die  Gruppe  nqs,  ferner  cp(p)  auf  die  Gruppe  nps  und  qp(r)  auf  die  Gruppe  nqr. 

*)  [VM  is«t  die   Zahl   der  Punkte,   die    eine  Fläche    nicr  Ordnung    bestim- 
men, also 

(n+  l)(,»  +  2)(m  +  3) 

*»~ i.aTa    l]* 
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Wir  wollen  zunächst  von  den  beiden  Flächen  ß     und  ßr  abstrahiren;  dann 
sind,  nach  dem  Vorstehenden,  die  Durchschnittspunkte  der  drei  Flächen 

Ä,  -  °>      Ä*  -  °.      Ä,  -  °. 

deren  Anzahl  n^5  beträgt,  sämmtlich  bestimmt,  wenn  irgend 

(4)  <jp(n)  —  <p(n  —  q)  —  9(11  —  0)  -  2 

derselben  gegeben  sind.     Nun  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass,  wenn  die  Flächen 
ß    und  Qt  bestimmt  sind,   dadurch  auch    die  zugehörigen  Flächen  ß    und  ßr 
vollkommen  bestimmt  werden,  oder  mit  andern  Worten,  dass  die  Funktionen  ß 
und  ßr  in  der  Gleichung  (3)   nicht   mit   andern    derselben  Ordnung   vertauscht 
werden  können,  ohne  dass  die  Gleichung  selbst  sich  dadurch  ändert.    Es  ist  aber 

xapaq  +  *sirsi$  -  nap  +  *i»ßn_,_,ß,)ß, 
+  fi(Är-oZÄn_9_,a9),a„ 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

ar-tian_t_,at     ar 

setzen,  geht  dadurch  die  Form  der  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über: 

Wenn  n  <  q  +  0,  so  findet  diese  Umformung  nicht  statt;  die  beiden  Flächen 
ß  und  ßr  lassen  sich  dann  nicht  mit  andern  vertauschen  und  verlangen  zu 
ihrer  Bestimmung  die  volle  Anzahl  von 

9(JP)  +  9(r)  —  <p(n  —  q)  +  9(11—0) 
Constanten.      Für    diesen    Fall   gilt    die    obige    Zahlbestimmung.     Wenn    aber 
n  >  q  -f-  *,    so  hängt  die  Bestimmung  der  beiden  Flächen  ß     und  ßr   von   so 
viel   Constanten  weniger    ab,    als   die  willkürliche  Function   oQH__       a  enthält, 
nämlich  nur  von 

<p(n  —  q)  +  y(n  —  0)  —  <p(n  —  q  —  0)  —  1. 

So  viele  von  den  gegebenen  [9(1»)  —  2]  Punkten  sind  also  auch  zur  Bestimmung 
dieser  beiden  Flächen  hier  hinreichend,  so  dass  wir  die  übrigen 

f9(n)  —  9(n  —  g)  —  9  (n  —  0)  +  q>(n  —  g  —  0)  —  1 


(6) 


30(3  +  0  —  4) 


unter   den   nqs  Durchschnittspunkten   der   drei   Flächen   ßM,  ß  ,  ß,  annehmen 
müssen,  um  dadurch  die  übrigen 

qs(q  +  0-4) 
■—2 +  1 

dieser  Durchschnittspunkte  zu  bestimmen.    Mit  diesem  zweiten  Falle  können  wir 

endlich  auch  den  dritten  Fall,  dass  n  =■  q  -f-  0,  zusammenfassen,  indem  alsdann 

9(n  —  q  —  0)  auf  Null  sich  reducirt. 

Wir  sind  hiernach  zu  dem  nachstehenden  Satze  gelangt: 

Drei  Flächen  der  n***,  qf*  und  0**  Ordnung  (wir  wollen  voraussetzen,  dass 

die  höcliste  dieser  Ordnungen  die  n"  sei)  schneiden  sich  im  Allgemeinen  innqs  Punkten: 
1)  in  dem  Falle,  dass  n  <  q  +  0,  sind,  wenn  von  diesen  Durchschnittspunkten 

9(«)  —  9(w  —  q)  -  9(w  —  0)  —  2 
Plücker,  Werk«   1.  3U 
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gegeben  sind,  dadurch  die  übrigen 

nqs  —  qr(ti)  -f  qp  (n  —  q)  +  q>(n  —  s)  -|-  2 

vollkommen  bestimmt; 

2)  in  dem  Falle,  dass  n  ^  q  +  8,  sind,  wenn  von  den  n#s  Durchschnitts- 

punkten 

qs(q  +  s—  4) 
n<js  —  t>  —  * 

gegeben  sind,  dadurclt  die  übrigen 

qs(q  +  s  —  4) 


+  1 


vollkommen  bestimmt. 


24.    -Nöte  5«r  fes  jpoinfe  sitiguliers  des  cmrhes. 

1)  S.  336.  Den  Satz,  dass  ein  Doppelpunkt  zwei  reelle  und  vier  imaginäre 
Wendepunkte  absorbirt,  eine  Spitze  zwei  reelle  und  sechs  imaginäre,  hat 
Plücker  nur  für  Curven  dritter  Ordnung  bewiesen.  Vgl.  System  der  analytischen 
Geometrie,  S.  266.  In  der  Theorie  der  algebraischen  Curven  findet  sich  hierüber 
folgende  Notiz:  „Was  .  .  für  den  Fall  der  Curven  dritter  Ordnung  bewiesen  wor- 
den ist,  gilt  offenbar  bei  Curven  jeder  beliebigen  Ordnung."    (S.  208.) 

25.    Biscussion  de  la  forme  generale  des  ondes  lumineuses. 

1)  S.  341.  Diese  Darstellung  der  einfachen  Singularitäten  einer  Fläche  von 
beliebiger  Ordnung  ist  deshalb  nicht  exact,  weil  Plücker  von  den  Tangenten- 
ebenen  der  Fläche  ausgeht,  anstatt  die  Gesammtheit  der  möglichen  Tangenten  in 
dem  bezüglichen  Punkt  in's  Auge  zu  fassen.  Je  nachdem  diese  Tangenten  einen 
eigentlichen  Kegel  zweiter  Ordnung,  ein  Ebenenpaar  oder  eine  Doppelebene  er- 
füllen, ergeben  sich  bekanntlich  die  einzelnen  Typen  eines  Doppelpunktes.  Das 
Analoge  gilt  für  die  Flächen  beliebiger  Classe. 

2)  S.  373.  Die  Bemerkung,  dass  die  Wellenebenen  den  Kreis  M'VP  berüh- 
ren ,  ist  irrthümlich ,  denn  die  auf  0  V  in  V  senkrechte  Ebene  geht  durch  M'  — 
die  Spitze  des  Kegels  —  und  kann  daher  die  Tangente  des  Kreises  in  V  nicht 
enthalten. 

3)  S.  384.  Diese  dritte  Construction  der  gebrochenen  Strahlen  stützt  sich 
auf  einen  Fehlschluss.  Sind  nämlich,  wie  in  Fig.  65,  E  und  E'  die  Berührungs- 
punkte der  beiden  Tangentenebenen  8  und  d',  die  durch  das  in  0'  errichtete 
Loth  l  gehen,  so  entsprechen  ihnen  mit  Bezug  auf  das  dritte  Ellipsoid  zwei 
Punkte  T>  undZ)'  der  Wellenfläche  und  deren  Tangentenebenen  c  und  *';  die  Polar- 
gerade von  Z  =  (##')  ist  daher  7)7)',  während  EE'  erat  die  Polare  der  Schnitt- 
linie der  beiden  Tangentialebenen  t  und  s  ist.  Die  hieraus  fliessende  Construc- 
tion würde  daher  folgende  sein:  Man  bestimme  die  Polargerade  des  in  O'  errich- 
teten Lothes  mit  Bezug  auf  das  dritte  Ellipsoid,  construire  in  zweien  ihrer 
Schnittpunkte  J)  und  ])'  mit  der  Wellenfläche  die  Tangentenebenen  und  bestimme 
endlich  zu  deren  Schnittlinie  noch  einmal  die  Polargerade,  so  trifft  diese  Gerade 
die  Wellenfläche  in  den  beiden  Punkten  E  und  E\  die  mit  0  verbunden  die 
beiden  gebrochenen  Strahlen  geben.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  von  den  vier 
Punkten,  in  denen  die  erste  Polargerade  die  Wellenfläche  trifft,  diejenigen  zwei 
zu  benutzen  sind,  welche  zu  den  gesuchten  Punkten  E  und  E'  führen.  Vgl.  hier- 
über S.  510  dieser  Ausgabe. 
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Bemerkung  zu  den  Abhandlungen  27  bis  31. 

Als  Plücker  im  Jahre  1846  das  System  der  analytisclien  Geometrie  des  Bau- 
mes herausgab,  beabsichtigte  er  nicht  mehr  mathematisch  zu  publiciren.  Der  wirk- 
liche und  vermeintliche  Mangel  an  Werthschätzung  seiner  Methoden  und  Resul- 
tate, der  ihnen  von  Seiten  seiner  Zeitgenossen  zu  Theil  wurde,  hatte  ihm  bei  der 
Herausgabe  des  obigen  Werkes  die  Worte  in  die  Hand  dictirt,  dass  er  „in  dem 
Glauben,  dass  seine  Methode  der  Wissenschaft  bleibend  angehören  wird,  jetzt 
nach  mehr  als  zwanzig  Jahren  die  Feder  niederlege,  um  sie  für  diese  Art  von 
Forschung  nicht  mehr  zu  ergreifen."  Er  war  zur  damaligen  Zeit  schon  sehr  leb- 
haft mit  seinen  physikalischen  Ideen  beschäftigt,  und  er  widmete  ihnen  die  ganze 
freie  Zeit,  über  die  er  verfügte. 

Es  ist  wohl  kein  Zweifel,  dass  die  in  der  Abhandlung  27  erwähnte  Stei- 
ner "sehe  Arbeit  über  Curven  dritter  Ordnung,  sowie  die  Cayley'sche  Bemerkung 
über  die  Erweiterung  des  PascaTschen  Satzes  die  Veranlassung  waren,  die  ihm 
noch  einmal  zu  einer  mathematischen  Publication  die  Feder  in  die  Hand  gaben. 

Dem  Umstand  gegenüber,  dass  man  von  seinen  wissenschaftlichen  Bestre- 
bungen absichtlich  oder  unabsichtlich  keine  Notiz  nahm,  that  er  noch  einmal 
einen  letzten  Schritt,  um  für  seine  Resultate  und  für  den  Werth  und  die  Trag- 
weite seiner  Methoden  einzutreten.  Bei  dieser  Gelegenheit  hat  er,  wie  es  scheint, 
zugleich  alles  dasjenige  dem  Druck  übergeben,  was  sich  noch  als  Manusciipt  bei 
ihm  vorfand;  die  oben  erwähnten  Abhandlungen  tragen  s&mmtlich  das  gleiche 
Datum.  So  erklärt  sich  wohl  auch  die  Form,  in  der  er  die  beiden  Abhandlungen 
29  und  30  veröffentlicht  hat.  Ich  vermuthe,  dass  nicht  allein  die  Ideen,  die  in 
diesen  Abhandlungen  niedergelegt  sind,  aus  einer  ziemlich  frühen  Zeit  stammen, 
sondern  auch  die  Abhandlungen  selbst;  wie  aus  S.  75  dieser  Ausgabe  zu  ersehen 
ist,  scheint  er  schon  im  Beginn  seiner  wissenschaftlichen  Thätigkeit  im  Besitz 
derjenigen  Vorstellungen  gewesen  zu  sein,  die  an  die  Uebertragung  der  stereo- 
graphischen Projectionsmethoden  auf  die  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung 
anschliessen. 

27.    Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  analytische  Beweisführung. 

1)  Die  erste  Art  von  Curven  dritter  Ordnung  ist  zweiteilig;  sie  besitzt  drei 
Asymptoten  und  ein  Oval ;  die  dritte  Art  ist  eintheilig  und  besitzt  gleichfalls  drei 
reelle  Asymptoten.    Vgl.  System  der  analytischen  Geometrie,  S.  221. 

2)  Es  ist  ein  eigentümliches  Zusammentreffen,  dass  die  Hesse'sche  Arbeit, 
in  der  gezeigt  wurde,  dass  die  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  von 
einer  algebraisch  auflösbaren  Gleichung  zwölften  Grades  abhängen,  deren  Wurzeln 
die  12  Wendegeraden  liefern,  in  dem  gleichen  Band  des  Crelle'schen  Journals 
enthalten  ist,  wie  die  Arbeit  von  Plücker.  (Vgl.  Band  34,  S.  11)3.)  Für  die  all- 
gemeine Beurtheilung  vergleiche  man  die  Bemerkung  zu  den  Abhandlungen  27—81. 

29.    Die  analytische  Geometrie  der  Curven  auf  den  Flächen  zweiter 

Ordnung  und  Classe. 

1)  S.  428.  Vgl.  hierfür  die  Anmerkung  zur  Abhandlung  20.  Die  in  der  An- 
merkung zu  S.  428  citirte  Stelle  aus  dem  System  der  Geometrie  des  Baumes  (S.  333) 
stützt  sich  in  genauer  Analogie  zu  den  Verhältnissen  in  der  Ebene  auf  die  That- 
sache,  dass  sich  für  die  trigonometrische  Tangente  des  zugehörigen  Winkels  der 

3y* 
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Werth  (/—  1  ergiebt,  und  damit  der  Winkel  selbst  unbestimmt  wird;  Tgl.  S.  290 
dieser  Ausgabe. 

2)  S.  428.  Dieser  Satz,  der  vielfach  auf  Steiner  zurückgeführt  wird,  scheint 
Ton  Quetelet  bereits  in  seiner  Dissertation  De  quibusdam  locis  geometrieis  nee 
non  de  curva  focali^  Gent,  1819  ausgesprochen  worden  zu  sein.  In  seinem  Werke 
„Sciences  mathematiques  et  physiques  chez  les  Beiges",  Bruxelles,  1866,  S.  145,  findet 
eich  folgende  Fassung  desselben:  „Si  Ton  fait  mouvoir  dans  un  cöne  droit  une 
sphere  et  que,  dans  une  position  quelconque  de  cette  derniere,  suppose'e  tan- 
geote  au  cöne,  on  lui  mcne  un  plan  tangent,  l'intersection  de  ce  plan  et  du 
cöne  aura  pour  foyer  le  point  de  contact  de  la  sphere  et  du  plan". 

31.  Sur  la  rcflexion  de  la  lumicre  dans  le  cos  des  surfaces  du  secand 
degrc  9  analoguc  ä  celle  qui  aux  foyers   des  sections  coniqucs  a  donne 

le  nom. 

Der  von  Plücker  erwähnte  Beweis  der  auf  S.  456  ausgesprochenen  Sätze 

möge,  so  wie  er  im  System  der  Geometrie  des  Baumes  (S.  333)  enthalten  ist,  hier 

eine  Stelle  finden. 

Die  Gleichung 
(2)  Ä  +  xÄ'-  0, 

welche  bei  willkürlicher  Annahme  von  x  Flächen  zweiter  Ordnung  darstellt,  die 
alle  dieselbe  Durchschnittscurve  haben,  stellt  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

p-0 

die  Durchschnittscurven  in  der  bezüglichen  Ebene  (p)  dar,  und  hieraus  folgt, 
dass  diese  alle  in  denselben  vier  reellen  oder  imaginären  Punkten  sich  schneiden. 
Wenn  zwei  der  fraglichen  Flüchen  gegeben  sind,  etwa  zwei  der  vier  gemeinschaft- 
lichen Durchschnittskegel,  so  können  wir  sogleich  eine  dritte  Fläche  bestimmen, 
welche  durch  die  reelle  oder  imaginäre  Durchschnittscurve  der  beiden  gegebenen 
und  überdies  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  geht.  Jede  durch  diesen  Punkt 
gelegte  Ebene  schneidet  die  beiden  gegebenen  Flächen  in  zwei  Kegelschnitten 
und  die  zu  construirende  in  einem  solchen  dritten  Kegelschnitt,  der  dadurch  be- 
stimmt ist,  dass  er  durch  die  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkte  der 
beiden  ersten  und  durch  den  gegebenen  Punkt  M  geht.  Wenn  wir  die  beliebige 
Ebene  (p)  als  gegeben  betrachten  und  in  ihr  den  Punkt  31  verrücken,  so  ändert 
sich  der  dritte  Kegelschnitt  und  geht  insbesondere,  wenn  wir  denselben  mit  einem 
der  drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten  Pole  der  beiden  ersten  Kegelschnitte 
zusammenfallen  lassen,  in  einen  Punkt  oder  ein  System  von  zwei  geraden  Linien 
über.  Dann  ist  die  Ebene  (p)  eine  Tangentialebene  der  zu  construirenden  dritten 
Fläche,  und  auf  ihr  der  Punkt  M  der  Berührungspunkt.  Es  giebt  also  immer  im 
Allgemeinen  drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  reelle  oder  imagi- 
näre Durchschnittscurve  zweier  gegebenen  Flächen  zweiter  Ordnung  (durch  acht 
gegebene  Punkte)  gehen  und  überdies  eine  gegebene  Ebene  berühren.  Die  drei 
Berührungspunkte  auf  dieser  Ebene  sind  die  drei  gemeinschaftlichen  zugeordneten 
Pole  derjenigen  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  dieselbe  von  den  beiden  gege- 
benen Flächen  geschnitten  wird. 

Neben  die  eben  gewonnenen  Resultate  stellen  sich  in  Folge  des  Princips  der 
Reciprocität  die  folgenden.  Wenn  man  um  solche  Flächen  zweiter  Classe,  welche 
acht  gegebene  Ebenen  berühren,  und  folglich  von  derselben  Abwickelungsfläche 
umhüllt  werden,  Kegel  beschreibt,  die  einen  gegebenen  Punkt  zum  gemeinschaft- 
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liehen  Mittelpunkte  haben,  so  haben  alle  diese  Kegel  vier  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebenen und  folglich  drei  gemeinschaftliche  zugeordnete  Diametralebenen. 
Durch  eine  fünfte  Tangentialebene  ist  ein  solcher  Kegel  vollkommen  bestimmt. 
Es  giebt  im  Allgemeinen  drei  Flächen  zweiter  Classe,  welche  mit  zwei  gegebenen 
dieselben  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  haben,  (acht  gegebene  Ebenen 
berühren)  und  überdies  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen.  Die  drei  Tangen- 
tialebenen in  dem  gegebenen  Punkte  sind  die  drei  gemeinschaftlichen  zugeord- 
neten Diametralebenen  derjenigen  beiden  Kegelflächen,  welche  diesen  Punkt  zu 
ihrem  Mittelpunkte  haben  und  den  beiden  gegebenen  Flächen  umschrieben  sind. 

Wir  wollen  die  letzten  Resultate  auf  den  besonderen  Fall  homofocaler 
Flächen,  in  deren  Reihe  namentlich  auch  die  drei  gemeinschaftlichen  Focalcurven 
gehören,  übertragen.  Drei  solche  Flächen,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  haben  in  diesem  Punkte  drei  Tangentialebenen,  die  aufeinander  senkrecht 
stehen.  Alle  umschriebenen  Kegelflächen,  deren  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt 
dieser  Punkt  ist,  haben  also  diese  drei  Tangentialebenen  zu  ihren  drei  gemein- 
schaftlichen Hauptschnitten:  die  drei  Normalen  der  drei  Flächen  also  zu  ihren 
drei  gemeinschaftlichen  Axen.    Wir  entnehmen  hieraus  die  folgenden  Sätze: 

Die  drei  Äxen  irgetid  eines  Kegels,  der  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Classe 
umschrieben  ist,  fallen  mit  den  drei  Äxen  jeder  derjenigen  drei  Kegelflächen  zusam- 
men, die  denselben  Mittelpunkt  haben  und  durch  die  drei  Focalcurven  gehen.  Liegt 
der  Mittelpunkt  insbesondere  auf  der  gegebenen  Hache  selbst,  so  ist  die  Normale 
derselben  in  diesem  Punkte  eine  der  drei  Äxen  jeder  dieser  drei  Kegelflächen,  so 
dass  diese  drei  gemeinsdfuifilichen  Äxen  die  drei  Normalen  der  durch  diesen  Punkt 
gehenden  drei  confocalen  Flächen  sind. 

Wenn  wir  durch  die  Normale  einer  gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und 
Classe  —  und  offenbar  können  wir  hier  auch  die  beiden  Paraboloide  einschliessen 
—  in  einem  gegebenen  Punkte  M  eine  beliebige  Ebene  legen ,  so  schneidet  diese 
Ebene  eine  beliebige  Focalcurve  der  Fläche  in  zwei  Punkten  F  und  G  und  die- 
jenige Kegelfläche,  die  den  gegebenen  Punkt  zu  ihrem  Mittelpunkte  hat  und 
durch  diese  Curve  geht,  in  zwei  geraden  Linien  MF  und  MG,  die  mit  der  Nor- 
malen, weil  diese  eine  Axe  der  Kegelfläche  ist,  gleiche  Winkel  bilden.  Ein  Licht- 
strahl also,  der  von  F  ausgeht  und  die  Fläche  in  M  trifft,  wird  in  Gemässheit 
des  bekannten  Spiegelungsgesetzes  entweder  nach  dem  Punkte  G  oder  so  zurück- 
geworfen, als  wenn  er  von  dem  Punkte  G  käme.  Vertauschen  wir  den  Punkt  M 
mit  einem  beliebigen  andern  Punkte  der  Fläche,  so  giebt  uns  dieselbe  Construc- 
tion  statt  des  Punktes  G  einen  andern  Punkt  derselben  Focalcurve.  Alle  Licht- 
strahlen also,  welche  von  dem  Punkte  F  auf  der  Focalcurve  ausgehen,  schneiden, 
nachdem  sie  von  der  Fläche  reflectirt  worden  sind,  entweder  selbst  oder  rück- 
wärts verlängert,  zum  zweiten  Male  dieselbe  Focalcurve.  Im  ersten  Falle  bildet 
diese  Focalcurve  eine  Lichtlinie,  im  zweiten  Falle  findet  nach  der  Spiegelung 
keine  Vereinigung  der  Lichtstrahlen  statt,  es  nehmen  dieselben  aber  einen  solchen 
Weg,  als  wenn  sie  von  der  Focalcurve  ausgegangen  wären.  Ein  Gleiches  gilt, 
wenn  wir  statt  des  Punktes  F  nach  einander  alle  Punkte  der  Focalcurve  betrach- 
ten. Und  somit  sind  wir  zu  dem  folgenden  Satze  gelangt,  der  den  Schlussstein 
der  gegenwärtigen  Untersuchungen  bilden  mag. 

Alle  Lichtstrahlen,  die  von  einer  der  beiden  reellen  Focalcurven  irgend  einer 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung,  eines  Ellipsoids,  eines  elliptischen  oder  hyper- 
bolischen Hyperboloids,  eines  elliptischen  oder  hyperbolischen  Paraboloids  ausgetiend, 
auf  die  Fläche  fallen  und  von  dieser  gespiegelt  werden,  kehren  wieder  zu  derselben 
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Focalcurve  zurück,  oder  nehmen  nach  der  Spiegelung  einen  solchen  Weg,  ah  tcenn 
sie  von  dieser  Focalcurve  ausgegangen  wären. 

33.  On  a  new  geomeiry  of  space. 

1)  S.  467.     Vergleiche  hierzu  die  Anmerkung  3)  zur  Abhandlung  25. 

34.  On  a  new  geometry  of  sjwce. 

Von  dieser  Abhandlung  hat  Plücker  in  Liouville's  Journal,  Band  11, 
(1866)  eine  französische  Uebersetzung  veröffentlicht.  Sowohl  die  englische  als  die 
französische  Darstellung  enthalten  eine  grosse  Zahl  von  Zeichenfehlern  und  sonsti- 
gen Ungenauigkeiten,  die  sich  besonders  im  §  58  häufen;  ein  Theil  von  ihnen  ist 
bereits  in  der  französischen  Darstellung  von  Plücker  selbst  berichtigt  worden. 
Grossentheils  stammen  sie  daher,  dass  Plücker  mitten  in  der  Abhandlung  das 
Vorzeichen  der  einen  Constante  der  Complexgleichung  ohne  weiteres  geändert  hat, 
was  wahrscheinlich  darauf  zurückzuführen  ist,  dass  er  in  seinen  späteren  Publi- 
cationen  der  einen  Coordinate  selbst  das  entgegengesetzte  Zeichen  beilegte.  Die 
Neue  Geometrie  des  Baumes,  bei  deren  Redaction  Plücker  durch  seinen  damali- 
gen Assistenten,  Herrn  Klein,  Unterstützung  fand,  ist,  soweit  sie  den  Inhalt  der 
Abhandlung  wiedergiebt,  von  den  genannten  Ungenauigkeiten  frei. 

Alle  diese  Versehen  habe  ich  gemäss  den  die  Anmerkungen  einleitenden 
Worten  ohne  weiteres  getilgt. 

1)  S.  494.  Hier  ist  nur  der  Ausdruck  „point  where  all  rays  of  the  complex 
meet"  ungenau;  denn  Plücker  versteht  darunter,  wie  aus  dem  folgenden  hervor- 
geht, richtiger  Weise  nur  Punkte  von  der  Art,  dass  alle  durch  sie  gehenden 
Strahlen  dem  Complexe  angehören. 

2)  S.  504.  Die  Symmetrie  der  Fläche  ist  nicht  diejenige,  die  Plücker  an- 
giebt.  Die  Vertauschbarkeit  von  x  und  y  bedeutet  nicht,  dass  die  Fläche  eine 
Drehung  von  90°  um  die  z-Ane  gestattet,  sondern  vielmehr  die  Existenz  von 
Symmetrieebenen,  die  durch  die  s-Axe  gehen  und  den  Winkel  der  beiden  andern 
Axen  halbiren. 

3)  S.  505.     Bei  Plücker  steht  statt  „configuration44  „congruency  (ß#fl')u. 

4)  S.  510.  Vergleiche  hierzu  die  Anmerkung  3)  zur  Abhandlung  25.  Da 
die  bezügliche  Construction  irrig  ist,  so  ist  ein  grosser  Theil  des  Inhalts  von  II, 
der  sich  auf  diese  Construction  stützt,  gleichfalls  irrthümlich. 

5)  S.  535  ff.  Die  von  Plücker  bestimmte  Fläche  ist  die  Brennfläche  der 
Congruenz.  Seine  Meinung,  dass  sie  eine  abwickelbare  Fläche  ist,  ist  irrig;  sie 
beruht  augenscheinlich  auf  der  Annahme,  dass  wenn  für  einen  Punkt  (x'y'z) 
zwei  durch  ihn  gehende  Strahlen  eoineidiren,  dies  für  jeden  Punkt  des  bezüg- 
lichen Strahles  statt  hat,  was  aber  nicht  der  Fall  ist.  Trifft  es  für  einen  Strahl 
zu,  so  ist  er  wirklich  ein  Doppelstrahl  der  Congruenz,  aber  solcher  Doppelstrahlen 
giebt  es  für  eine  Congruenz  bekanntlich  nur  eine  endliche  Anzahl.  Hiernach  be- 
darf der  Inhalt  der  Paragraphen  20,  21,  22  einer  erheblichen  Modifikation. 

6)  S.  538  ff.  Die  hier  folgenden  Entwicklungen  Plücker's  sind  von  ihm 
nicht  genügend  durchgeführt  worden.  Für  seine  Coordinatendefinition  fehlt  der 
Nachweis,  dass  zu  beliebig  gegebenen  Coordinatenwerthen  nur  eine  einzige  Gerade 
gehört;  seine  vier  zu  Grunde  gelegten  Complexe  schneiden  sich  ja  auch  in  zwei 
Geraden.     Die  independente  Definition  der  Liniencoordinaten  ist  in  Uebereinstim- 
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mung,  re8p.  im  Anschluss  an  Plücker's  mechanische  Vorstellungen  bekanntlich 
von  Cayley  und  Zeuthen  gegeben  worden.    (Math.  Ann.  Bd.  I,  S.  432.) 

35.    Fundamental  vietvs  regarding  meclianics. 

Auf  S.  557  und  558  ist  statt  P  und  R  stets  $  und  SR  zu  lesen. 

Der  zweite  und  dritte  Abschnitt  leiden  in  physikalischer  Hinsicht  an 
einer  gewissen  Unklarheit,  die  ausführlich  von  Herrn  Klein  im  vierten  Bande 
der  Mathematischen  Annalen  erörtert  worden  ist.*)  In  formaler  Hinsicht  jedoch 
geben  die  Plücker'schen  Ausführungen  zu  keinem  derartigen  Bedenken  An- 
lass.  Nach  der  Plücker'schen  Ausdrucks  weise  soll  man  sich  zu  einer  Ro- 
tationsbewegung eine  bestimmte  Kraft  (rotatory  force)  als  Ursache  denken.  Es 
ist  nun  allerdings  klar,  dass  die  Rotation,  die  von  einer  auf  einen  Körper  wirken- 
den Kraft  hervorgebracht  wird,  von  der  Natur  des  Körpers  abhängt,  und  damit  kein 
Mass  für  die  Kraft  als  solche  abgiebt.  Dessen  ist  sich  aber  auch  Plücker  wohl 
bewusst  gewesen.  Nach  der  ganzen  Form  seiner  Entwicklungen  ist  seine  rotatory 
force  mehr  geometrisch  als  dynamisch  zu  verstehen,  er  wollte  mit  dieser  Bezeich- 
nung augenscheinlich  die  analytische  Dualität  der  Formeln  zum  Ausdruck  bringen. 
Wie  sich  uns  die  Vorstellung  der  geradlinigen  Bewegung  an  einen  Punkt  als 
Träger  knüpft,  und  wir  zu  ihr  eine  gewöhnliche  Kraft  als  Ursache  denken,  so 
postulirt  er  für  die  unendlich  kleine  Rotation  eine  rotatory  force,  wobei  die  plane 
acted  upon  by  the  rotatory  force  die  Rolle  des  geometrischen  Hilfsmittels  spielt,  an  das 
wir  die  Vorstellung  einer  Rotationsbewegung  knüpfen;  die  central  plane  (S.  561) 
ist  diese  Ebene  in  einer  Lage,  die  dem  Schwerpunkt  eines  Punktsystems  ent- 
spricht u.  s.  w.  Man  vergleiche  hierzu  besonders  auch  den  Anfang  der  38.  Ab- 
handlung (S.  576),  in  der  die  geometrisch  dualistische  Natur  dieser  Begriffsbestim- 
mungen deutlich  zu  Tage  tritt,  sowie  die  allgemeine  Auffasung  des  Kraftbegriffs, 
die  in  §  25  der  Neuen  Geometrie  des  Raumes  enthalten  ist.  Man  braucht  von  der 
rotatory  force  nur  zur  unendlich  kleinen  Rotation  oder  auch  zur  Rotations- 
geschwindigkeit zurückzugehen,  um  alle  Unklarheiten  sofort  zu  beseitigen. 

Was  endlich  S.  559 ff.  als  rotatory  dyname  bezeichnet  wird,  ist  das  Gegen- 
bild einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung. 

Die  praktische  Anwendbarkeit  dieser  Begriffe  dürfte  allerdings  an  der  nicht 
dualistischen  Natur  der  Materie  doch  wieder  scheitern. 

1)  S.  549.  An  der  in  der  Anmerkung  citirten  Stelle  steht  AD  —  BE-\-CF\ 
in  der  ersten  Abhandlung  hatte  Plücker 

x  —  x\    y  —  y\    z  —  z\    y'*  —  z'y,     x'z  —  Jx,    x'y  —  y'x 

als  Coordinaten  benutzt,  was  den  Zeichenwechsel  bei  E  bewirkt.    (Vgl.  oben.) 

2)  S.  552.  In  der  Sache  sind  beide  Arten  von  Kraftcomplexen  identisch.  Im 
ersten  Fall  wird  jede  Kraft  unendlich  oftmals  gezählt,  im  zweiten  Fall  nur  ein- 
mal; genügt  aber  irgend  eine  Kraft  der  ersten  Art  von  Complexen,  so  genügen 
ihnen  auch  alle  diejenigen,  die  aus  ihr  durch  Verschiebung  längs  ihrer  Richtungs- 
linie  entstehen.    Darauf  beruht  die  Uebereinstimmung. 

3)  S.  555  und  556.  Es  scheint,  dass  unter  „two  variable  lines"  die  beiden 
Richtungen  zu  verstehen  sind,  die  zu  jedem  Werthsystem  X:  Y:  Z  und  L:M:N 
gehören,  das   den  bezüglichen  Gleichungen  genügt.    Die  geometrischen  Gebilde, 


*)  Ueber  den  Zusammenhang  der  Liniengeometrie  mit  der  Mechanik  starrer 
Körper,  S.  403. 
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die  durch  die  sechs  homogenen  Grössen  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  bestimmt  werden, 
sind  Schrauben,  bezüglich  lineare  Complcxe.  Man  vergl.  auch  §  25  der  Neuen 
Geometrie  des  Baumes. 

4)  S.  558.    Diese  Bemerkung  ist  irrig. 

36.    On  complexes  of  the  second  arder. 

Diese  Modelle  waren  ursprünglich  Versuchsobjecte,  die  nach  zufalligen  Ge- 
sichtspunkten entstanden  waren,  und  sind  später  leider  in  immer  unexaeterer 
Form  reproducirt  worden.  Vgl.  hierüber  auch  den  Bericht  des  Herrn  Klein  in 
dem  Catalog  math.  und  phys.  Modelle  von  W.  Dyck,  München  1892,  S.  283. 

37.    Geometrie  notwelle  de  Vespace. 

Den  Inhalt  dieser  Abhandlung  hat  Plücker  in  seiner  Neuen  Geometrie  des 
Raumes  (Leipzig  1868)  ausführlicher  dargestellt,  resp.  berichtigt.  Man  vergl.  be- 
sonders §  178,  184,  187  ff.,  210-212  und  236. 

1)  S.  571.  Die  Ordnung  und  Classe  der  Coniplexfläche  hat  den  Werth 
2n(n  — 1),  die  vielfache  Gerade  ist  eine  n(n— l)fache.  Dies  beweist  Plücker 
a.  a.  0.  §  211  ff.  folgendermaßen. 

Kr  bezeichnet  die  Ordnung  der  vielfachen  Geraden  durch  m  und  die  Ord- 
nung der  Coniplexfläche  durch  p  und  fährt  dann  fort: 

„In  dem  allgemeinen  Fall  der  Flächen  eines  Complexes  des  n160  Grades 
lösen  sich  von  ihren  Durchschnittscurven,  wenn  die  schneidende  Ebene  insbeson- 
dere durch  die  m fache  Linie  der  Fläche  geht,  m  Strahlen  ab,  welche  in  diesei 
Linie  zusammenfallen.  Wenn  wir  von  diesen  m  Strahlen  absehen,  reducirt  sich 
die  Ordnung  der  Curve  auf  (p  —  m).  Von  der  andern  Seite  erhalten  wir,  da  die 
Durchschnittscurven,  deren  Ebenen  durch  die  m  fache  Linie  gehen,  Complexcurven 
und  als  solche  die  allgemeinen  der  nten  Classe  sind,  für  die  Ordnung  dieser  Curvcn 
n(n  —  1).    Wir  finden  auf  diese  Weise: 

p  =  n(n  —  1)  +  wi. 

Damit  eine  Coniplexfläche  vollständig  durch  eine  Complexeurve  be- 
schrieben werde,  inuss  sich  die  Meridianebene,  welche  diese  veränderliche  Curve 
enthält,  um  die  beliebig  angenommene  vielfache  Linie  durch  180  Grad  drehen. 
Bei  dieser  Umdrehung  geht  die  Complexcurve  in  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Lagen  der  Meridianebene  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  der  vielfachen 
Linie  der  Coniplexfläche.  Diese  Anzahl  ist  zugleich  die  Anzahl  der  Schalen  der 
Fläche,  welche  auf  der  vielfachen  Linie  sich  schneiden,  also  gleich  m. 

Jeder  Punkt  der  vielfachen  Linie  der  Coniplexfläche  ist  der  Mittelpunkt 
eines  Complexkegels  der  n.  Ordnung,  an  welchen  sich,  weil  er  der  allgemeine  dieser 
Ordnung  ist,  durch  die  vielfache  Linie  n(n  —  1)  Meridianebenen  legen  lassen, 
welche  die  Kegelfläche  berühren.  Die  n(n  —  1)  Kegelseiten,  nach  welchen  diese 
Berührung  stattfindet,  berühren  zugleich,  weil  sie  Linien  des  Complexes  sind,  die 
in  derselben  Meridianebene  liegenden  Meridiancurven  im  Mittelpunkte  des  Um 
hällungskegels  auf  der  vielfachen  Linie.  Die  Zahl  n(n  —  1)  bestimmt  sonach  die 
Anzahl  der  Meridiancurven,  welche  durch  den  auf  der  vielfachen  Linie  beliebig 
angenommenen  Mittelpunkt  des  Umhüllungskegels  gehen,  also  die  Anzahl  der 
Schalen  der  Coniplexfläche,  welche  nach  der  vielfachen  Linie  sich  schneiden. 
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....  Wir  haben 

m  =  n(n  —  1), 
mithin 

p  =  2«(n  —  1)  ==  2m. 

Die  Flächen  eines  Complexes  der  ntc*  Ordnung  sind  von  der  2n(n  —  1)"»  Ordnung 
und  Glosse  und  haben  eine  n(n —  1) fache  Linie" 

2)  S.  572.  Vgl.  hierzu  die  genaueren  und  ausführlicheren  Entwicklungen 
der  Neuen  Geometrie  des  Baumes,  §  187  ff. 

38.    Theorie  generale  des  surfaces  reglees,  leur  Classification  et  construetion. 

1)  S.  577.    Vgl.  die  Anmerkung  1)  der  vorhergehenden  Abhandlung. 

2)  S.  581.    Diese  beiden  Anmerkungen  rühren  von  Cremona  her. 

Zum  Gedäcktniss  an  Julius  Plücker. 

1)  8.  XVII.  Ich  lasse  hier  den  allgemeinen  Theil  einer  Becension  folgen,  in 
der  sich  Plücker  selbst  über  die  bis  zu  seiner  Zeit  reichende  Entwicklung  der 
analytischen  Geometrie  folgendermassen  ausspricht:  *) 

Die  Schwierigkeiten,  welche  überhaupt  mit  der  Abfassung  eines  Lehrbuches 
der  Mathematik  verbunden  sind,  treten  um  so  entschiedener  dann  hervor,  wenn 
ein  solcher  Theil  zum  Gegenstande  gewählt  wird,  welcher,  um  mit  einem  Worte 
Alles  auszudrücken,  die  rechte  Art  der  Behandlung  noch  sucht.  Die  geschicht- 
liche Entwicklung  einer  wissenschaftlichen  Disciplin  knüpft  sich  an  Perioden  an. 
Eine  gewichtige  Entdeckung  eröffnet  neue  Gesichtspunkte  für  die  Auffassung  und 
Behandlung  der  Gegenstände  derselben;  man  erkennt  die  Vorzüge  des  Neuen  an, 
ist  dann  aber  gewöhnlich  nur  zu  geneigt,  das  Neue  als  abgeschlossen  und  voll- 
endet anzusehen,  bis  neue  Entdeckungen,  wiederum  in  der  Regel  sehr  langsam, 
das  gefasste  Vorurtheil  verbannen.  Descartes  that  einen  grossen  Schritt,  indem 
er  krumme  Linien  durch  Gleichungen  ausdrückte  und  dadurch  geometrische  Sätze 
algebraisch  berechnen  lehrte.  Er  schuf  eine  neue  Geometrie.  Diese  neue  Geo- 
metrie nahm  eine  ganz  andere  Gestaltung  durch  Monge  an,  welcher,  nachdem 
durch  Euler  und  Lagrange  schon  manches  vorbereitet  worden  war,  dadurch, 
dass  er  die  Gleichung  der  geraden  Linien  einführte,  Rechnung  und  Construetion 
streng  von  einander  schied.  Wie  von  Descartes,  so  kann  man  auch  von  Monge 
sagen:  er  schuf  eine  neue  Geometrie.  So  wie  die  Figur  auf  dem  Papier  eine 
Darstellung  der  Curve  giebt,  so  thut  es  ihm  auch  eine  Gleichung.  Er  sieht  einen 
vollständigen  Parallelismus  zwischen  Construetion  und  Rechnung,  allen  geometri- 
schen Beziehungen  entsprechen  algebraische.  Eine  algebraische  Rechnung  bildet 
sich  ab  in  der  Construetion,  eine  geometrische  Construetion  wird  ausgedrückt 
durch  die  Sprache  der  Algebra.  In  Monge's  Vaterland  fand  die  neue  Behand- 
lungsart der  Geometrie  sogleich  Eingang,  sie  machte  einen  integrirenden  Theil 
des  neuen  Unterrichtssystems  aus.  Bei  uns  in  Deutschland  haben  vierzig  Jahre 
kaum  hingereicht,  um  die  neuen  Methoden  allgemein  zu  verbreiten.  Man  musste 
erat  vergessen,  was  man  aus  den  Lehrbüchern  von  Kästner  und  Karsten  ge- 
lernt. Und  kaum  fangt  die  Monge'sche  Geometrie  an,  allgemein  Wurzel  zu 
schlagen,  so  wächst  aus  ihr  auch  schon  eine  Gestaltung  der  Geometrie  wieder 


*)  Die  Recension  betrifft  die  Sammlung  von  Aufgaben  zur  analytischen  Geo- 
metrie von  J.  Magnus  (Jahrbuch  für  wissenschaftliche  Kritik,  Bd.  2,  S.  720.  1833). 
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hervor,  mehr  von  ihr  vielleicht  verschieden,  als  sie  von  der  Cartesischen.  Die 
Resultate,  die  bisher  nach  allen  Seiten  hin  divergirend  auseinander  gingen  und 
durch  ihre  Mannigfaltigkeit  unübersehbar  zu  werden  drohten,  fangen  an  sich 
unter  allgemeinen  Gesichtspunkten  zusammenzustellen  und  ein  gewissermassen 
organisches  Ganze,  oder,  mit  Hrn.  Gergonne  zu  sprechen,  ein  wahrhaft  philo- 
sophisches System  zu  bilden.  Mit  der  Allgemeinheit  des  Gesichtspunktes  nimmt 
die  Leichtigkeit  der  Behandlung  zu,  und  ohne  dass  die  Uebersicht  des  Ganzen  da- 
durch erschwert  wird,  kommen  unzählige  neue  Resultate  zum  Vorschein.  Im 
Grunde  ist  es  ein  und  dasselbe  Ziel,  nach  welchem  alle  neuern  Bestrebungen, 
selbst  diejenigen  der  reinen  Geometrie  gerichtet  sind.  Nur  bildet  sich  Jeder,  der 
Eigentümliches  zu  Tage  fördert,  einen  Algorithmus,  der  seiner  Auffassungsart 
des  Gegenstandes  angepasst  ist,  jeder  denkt,  spricht  und  schreibt  in  seiner  eige- 
nen Sprache.  Auch  wenn  wir  uns  bloss  auf  die  analytische  Behandlungsweise 
beschränken,  begegnen  wir  in  der  Darstellung  einer  solchen  Verschiedenheit,  dass 
die  grosseste  Vertrautheit  mit  dem  Gegenstande  und  ein  eigentümliches  Talent 
dazu  gehört,  jeder  neuen  Entwicklung  ihre  richtige  Stelle  anzuweisen.  Ja  in 
manchen  Fällen  ist  es  schon  schwer  wahrzunehmen,  dass  Aufsätze,  in  welchen 
der  weniger  Unterrichtete  die  verschiedenartigsten  Gegenstände  sieht,  im  Grunde 
doch  ein  und  dasselbe  enthalten,  nur  unter  eigentümlichen  Gesichtspunkten  auf- 
gefasst,  und  unter  den  verschiedenartigsten  Algorithmen  dargestellt.  Und  zuletzt, 
wenn  es  gilt,  das  Vorliegende,  nachdem  Alles  geordnet  worden,  in  ein  Ganzes 
zusammen  zu  stellen,  fühlt  man  die  Notwendigkeit,  sich  selbst  für  einen  be- 
stimmten Algorithmus  zu  erklären.  Wie  viel  aber  auf  die  Wahl  desselben,  sowohl 
in  Absicht  auf  Belehrung,  als  auch  auf  die  weitere  Ausbildung  der  Wissenschaft 
selbst  ankommt ,  bedarf  keiner  weiteren  Erörterung. 

2)  S.  XVII.  In  der  Vorrede  zum  zweiten  Band  der  Entwicklungen  (S.  III) 
drückt  sich  Plücker  über  den  Ursprung  seiner  Methoden  folgendermassen  aus: 

Als  ich  damals  absichtslos  einige  Kreise  auf  das  Papier  hinzeichnete ,  kam 
mir  aus  dem  Anblick  der  Figur  die  Vermuthung,  dass  die  drei  gemeinschaftlichen 
Chorden  je  zweier  von  drei  gegebenen  Kreisen  in  demselben  Punkte  sich  schnei- 
den. Bei  der  Verification  dieses  Satzes  auf  analytischem  Wege  erwartete  ich  auf 
Eliminationen  zu  stossen,  ich  suchte  Weitläufigkeiten  auf  und  fand  keine:  ich 
kam  zum  Beweise  dieses  Satzes  durch  die  einfachste  Verbindung  dreier  Symbole. 
In  dieser  Beweisführung  lag  zugleich  die  allgemeine  Theorie  der  gemeinschaft- 
lichen Chorden  je  zweier  beliebigen  Kreise,  weil  die  Bedingung,  dass  solche 
Kreise  sich  wirklich  schneiden,  auf  keine  Weise  in  jener  symbolischen  Bezeich- 
nung ausgedrückt  ist.  Nichts  war  hiernach  natürlicher,  als  dieselbe  Art  der  Be- 
weisführung auch  auf  lineare  Gleichungen  und  die  allgemeine  Gleichung  der 
Linien  zweiter  Ordnung  auszudehnen  und  hierbei  durch  unbestimmte  Coefficienten 
die  allgemeine  Verbindung  solcher  Gleichungen  auszudrücken. 

3)  S.  XVII.  Ein  Auszug  aus  der  Bobillier'schen  Arbeit  befindet  sich  auf 
S.  599.  Was  übrigens  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung  betrifft,  so  ist  es 
nicht  die  Einführung  der  Symbole  selbst,  sondern  vielmehr  ihre  systematische 
Ausnützung  und  Vervollkommnung,  die  von  Plücker  geleistet  wurde  und  zwar 
durchaus  selbständig  und  ohne  Vorgänger.  Man  vergl.  seine  erste  sich  in  dieser 
Richtung  bewegende  Abhandlung,  S.  159  11".  dieser  Ausgabe,  sowie  ganz  beson- 
ders die  auf  S.  407  und  408  enthaltenen  Ausführungen.  Als  Ausgangspunkt 
dieser  Methoden  wird  man  die  S.  597  abgedruckt«  Bemerkung  von  Lame  betrach- 
ten dürfen,  und  die  an  sie  anschliessenden  Sätze  über  Polaren  und  Schnittpunkts- 
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Systeme  von  Gergonne,  Bobillier,  Plücker  und]  Anderen,  die  in  den  Annales 
de  Mathematiques  enthalten  sind  und  zeitlich  vor  dem  Erscheinen  der  Analytisch- 
geometrischen Entwicklungen,  sowie  vor  dem  obigen  Aufsatz  Bobillier' 8  liegen. 

4)  S.  XIX.  Plücker  erwähnt  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Band  der  Ana- 
lytisdi- geometrischen  Entwicklungen  (S.  VII)  eine  Bede,  die  er  für  eine  öffentliche 
Gelegenheit  im  August  1829  auszuarbeiten  hatte.  In  dieser  habe  er  den  neuen 
Schritt  gethan,  der  ihn  zur  eigentlichen  Conception  der  Liniencoordinaten  hin- 
geleitet habe.  Bereits  im  Juli  1828  hatte  er  einen  Aufsatz  an  Gergonne  ab- 
gesandt, in  dem  er  zeigte,  wie  er  seinerseits,  unabhängig  von  Gergonne  und 
Poncelet,  auf  rein  analytischem  Wege,  zu  einem  Princip  der  Reciprocität  resp. 
zu  einer  weit  allgemeineren  Auffassung  derselben  gelangt  sei.  Dieser  Aufsatz  ist 
jedoch  ungedruckt  geblieben.*)  Um  so  mehr  scheint  es  angezeigt,  hier  den  all- 
gemeinen Theil  der  oben  erwähnten  Bede  abzudrucken**);  sie  deckt  sich  im 
wesentlichen  mit  dem  Inhalt  der  Entwicklungen  auf  S.  149  dieser  Ausgabe. 

Nachdem  Plücker  eine  Darstellung  des  Gesetzes  der  Reciprocität  resp.  Dua- 
lität gegeben  hat,  fährt  er  folgendermassen  fort: 

„Omnibus  de  quibus  huc  usque  disserui,  a  viris  supra  laudatis  Ponceletio 
et  Gergonnio,  aut  jam  exposita  sunt  aut  e  theoria,  cujus  jeeerunt  fundamenta, 
sponte  emanant.  Dum  hi  viri  de  palma  hujus  inventionis  summa  contentione  cer- 
tant,  mihi,  omnium  quae  docuerunt  ignaro,  contigit,  ut  novas  methodos  pure  ana- 
lyticas  invenirem  inventasque  explan  arem,  e  quibus  serius  cognovi  theoriam  pola- 
rium  reeiprocarum,  qualem  supra  exposui,  tamquam  rem  peculiarem  nullo  negotio 
deduci  posse.  Theoria  nostra  analytica  variatione  nititur  constantiura,  quae 
aequationibus  curvarum  aut  superficiorum  continentur.  Quae  ut  pluribus  expo- 
nantur,  hoc  quidem  tempore,  ubi  omnia  mihi  demonstrandi  auxilia  desunt,  minime 
com mo dum  videtur.  Sufficiat  igitur  ea  explicare  quae  ad  theoriam  polarium 
reeiprocarum  proprie  pertinent.  Linea  reeta,  ut  satis  constat,  per  aequationem 
primi  gradus  inter  duas  variabiles  et  tres  constantes  (quas  ad  duas  etiam  reducas 
licet)  analytice  repraesentatur.  Jam  si  in  ejusmodi  aequatione  trium  harum  con- 
stantiura duae,  quae  ad  libitum  eligi  possunt,  ut  coordinatae  et  variabiles  con- 
siderantur,  et  variabilibus  omnes  paulatim  valores,  qui  reetae  datae  conveniunt, 
attribuuntur:  aequationes  inde  exoriuntur  numero  inhnitae,  quibus  reetae  reprae- 
sentantur  transeuntes  per  idem  punctum  fixuru,  cujus  coordinatae  sunt  duae  illae 
aequationis  propositae  constantes,  quas  deinde  ut  variabiles  consideravimus. 
Quam  ob  causam  hoc  punctum  fixum  nominavi  reetae  propositae  polum,  atque 
invicem  reetam  puneti  fixi  polarem.  Quibus  praemissis  licet  jam  omnia  quae  supra 
exposui  de  polis  et  polaribus,  nunc  eadera  plane  ratione  exponere  atque  ita  nova 
theoriae  polarium  reeiprocarum  fundamenta  ponere.  Facile  praeterea  intelligitur, 
inter  modos  polares  reeiprocas  definiendi  et  analyticum  et  geometricum  nullum 
omnino  discrimen  esse,  dummodo,  si  ad  variabiles  et  duas  illas  constantes  quae 
deinde  ut  variabiles  considerantur  speetas,  symmetrica  est  reetae  aequatio.  Tum 
enim  in  theoria  analytica  aequatio  auxiliaris  locum  tenet  conicae  auxiliaris  vel 
directricis,  qua  in  theoria  pure  geometrica  carere  non  possumus,  immo  ne  in 
theorematibus  quidem  quae  ad  reetas  solummodo  speetant.  Apertum  simul  est, 
theoriam  nostram  in  indefinitum  extendi  posse,  si  tali  aequationi  primi  gradus 
auxiliari  substituatur  qualiscunque  aequatio  cujus  vis  gradus,  quae  duas  vel  plures 

*)  Vgl.  auch  die  Anmerkung  zu  S.  149  dieser  Ausgabe. 
**)  Es  ist  dies  das  in  der  Vorrede  erwähnte  Manuscript. 
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constantes  implicet.  Quodsi  enim  hae  constantes  primi  sunt  gradus,  invenitur 
genus  curvarum,  quamm  proprietates  ex  iis  quae  rectis  conveniont  ope  aequatio- 
nis  auxiliaris  deduci  posaunt.  Postremo  facile  patet  qualis  cognatio  sit  inter 
analyticam  generalemque  polarium  reciprocanim  theoriam  et  doctrinam  illam  cele- 
berrimam  curvarum  evolvendarum  atque  evolutarum,  quae  simili  modo  variatione 
constantium  nititur." 

5)  S.  XXX.  Ich  möchte  hier  darauf  hinweisen  —  in  der  Gedachtnissrede 
von  Clebsch  tritt  dieser  Umstand  nicht  hinreichend  zu  Tage  —  dass  meines  Er- 
achten s  die  Hauptleistung  von  P  lücker,  die  ihn  über  den  Standpunkt  des 
Jahres  1846  hinausführte,  die  Einführung  der  fünften  Coordinate  rj  war.  Erst 
dadurch  gelang  es  ihm,  den  analytischen  Resultaten  geometrische  Vollständigkeit 
zu  geben.    Man  vergl.  z.  B.  S.  478  dieser  Ausgabe. 
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